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1. Fuggvények hatarértéke, folytonossaga

Fiiggvények hatarértéke, folytonossaga
Fuggvények hatarértéke, folytonossaga. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai: Weierstrass-

tétel, Bolzano-tétel. A hatvanysor fogalma, Cauchy-Hadamard-tétel, analitikus fiiggvények.

1 Figgvények hatarértéke

Adott f € Ky — Kg,a € D} (torlédési pont). Az f fiiggvénynek az a helyen van hatarértéke, ha 34 € Ky, ahol
K=CVRV 400V —co, amelyre tetszbleges K(A) C Ky kornyezetet is véve megadhaté az a-nak egy alkalmas
k(a) C K; kérnyezete, amellyel f[(k(a)\{a}) N Dy] C K(A) teljesiil.

Maésképp: f(z) € K(A),(a # x € k(a) N Dy).

Ekkor az egyértelmiien 1étez6 A € Ky szamot vagy valamelyik végtelent az f fiiggvény a helyen vett hatarértékének
nevezzik.

Jelolés: il_rg flx)= li(llnf =A

1.1 Torlédasi pont

A CK, ekkor az a € K torlédasi pontja az A halmaznak, ha barmely K (a) kornyezetre (K (a)\{a})N A # 0.
Egyenl6tlenségekkel: A C K, ekkor a € K szam torlédési pontja az A halmaznak, ha Ve > 0 esetén Jdx € A, hogy
O0<l|z—qa|<e.

1.2 Kornyezet

AcK,ae Ar>0:K,.(a)=K(a)={z € A:|z—a|<r}

1.3 Fiiggvény

() # A, B halmazok, f C A X B reldcid. Valamely z € A elemre legyen f, := {y € B : (z,y) € f}. [ reldcié
fliggvény, ha Vo € A-ra az f, halmaz legfeljebb egy elemi.

2 Filuggvények folytonossaga

Az f € Ky — K, fliggvény az a € Dy pontban folytonos, ha Ve > 0 szamhoz megadhato olyan 6 > 0 szdm, amellyel
bérmely = € Dy, |z — a|] < d esetén |f(x) — f(a)] < e.

Jelolés: f e C{a}, haVa € Dy : f € C{z}, akkor f € C.

3 Osszefiiggés hatarérték és folytonossag kozott

Legyen f € Ky — Ks,a € Dy ND}. Ekkor f € C{a} <= lim f = f(a).
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4 Fogalmak

4.1 Kompakt halmaz

A C K kompakt, ha barmely (z,) : N — A sorozatnak van olyan (x,, ) részsorozata, amely konvergens és
lim (z,, ) € A.
Ekkor A korlatos és zart.

4.2 Konvergens

Egy ¢ = (z,) : N — K szdmsorozatot konvergensnek neveziink, ha 3o € K;Ve > 0,3N € N;Vn € Non > N :
|z, — o] <e.

« az x sorozat hatarértéke.

4.3 Korlatos

Sorozatra: x,, korlatos = Jv : x o v konvergens
Halmazra: () # A C K korlatos, ha g € R : |z| < ¢, (z € A)

4.4 Zart halmaz

Komplementere nyilt halmaz.

4.5 Nyilt halmaz

A nyilt halmaz <= Va € A,3K(a): K(a) C A, vagyis az A halmaz minden pontja bels§ pont.

5 Heine-tétel (opcionalis)

Ha az f € K; — Ky fiiggvény folytonos és D kompakt, akkor f egyenletesen folytonos.

5.1 Egyenletesen folytonos

f € Ky = K, fiiggvény egyenletesen folytonos, ha Ve > 0,36 > 0: |f(z) — f(t)| < e, (z,t € Dy, |z —t] < ).

6 Weierstrass-tétel

Tegyiik fel, hogy az f € K — R fliggvény folytonos és Dy kompakt. Ekkor az R értékkészletnek van legnagyobb
és legkisebb eleme (Imax Ry, IminRy).

7 Bolzano-tétel

Tegytiik fel, hogy valamely —oco < a < b < 400 esetén az f : [a,b] — R fliggvény folytonos, és f(a) - f(b) < 0
(ellenkezd el@jelil).
Ekkor van olyan ¢ € (a,b), amelyre f(§) = 0.

8 A hatvanysor fogalma

Legyen adott az a € K kozéppont és az (a,) : N — K egyiitthat6-sorozat, tovabbd ezek segitségével tekintsiik
az aldbbi fuggvényeket: f,(t) := an(t —a)",(t € D :=K,n € N). Ekkor a }_ (f,) fliggvénysort hatvanysornak

nevezzik.
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8.1 Sorozat

Az f fuggvényt sorozatnak nevezzik, ha Dy = N.

8.2 Fiuggvénysorozat, fiiggvénysor

(fn) sorozat fliggvénysorozat, ha Vn € N esetén f, fliggvény, és valamilyen D # () halmazzal Dy, = D, (n € N).
Ha a széban forgé (f,,) fliggvénysorozatra Ry, C K, (n € N) is igaz, akkor az (f,,) fliggvénysorozat dltal meghatarozott
n

> (fn) fiiggvénysor a kovetkezd fiiggvénysorozat: > (frn) := (D fx)-
k=0

9 Cauchy—Hadamard-tétel

Tegyiik fel, hogy az (a,) : N — K sorozat esetén létezik a lim ( {/]a,|) hatdrérték, és legyen

+0o0 halim (¥/]ay]) =0

roi= 1
———— halim(¥/|a,]) >0
lim ({/]an|)

r-t a konvergenciasugarnak nevezziik. Ekkor barmely a € K mellett a Y (a,(t — a)™) hatvanysorrdl a kovetkezoket

mondhatjuk:

1. Ha r > 0, akkor minden z € K, |z — a| < r helyen a ) (a,(t —a)™) hatvdnysor az x helyen abszolit

konvergens.

2. Ha r < 400, akkor tetszbleges © € K, |z — a|] > r mellett a > (a,(t — a)™) hatvanysor az x helyen divergens.

9.1 Abszoliut konvergens

o0 o0
A > a, végtelen sort abszolit konvergensnek nevezziik, ha a > |a,| sor konvergens.
n=1 n=1

9.2 Divergens

Ha a lim a, nem létezik, vagy nem véges, akkor a > a, végtelen sor divergens.
n—oo

9.3 Cauchy—Hadamard-tételbdl kovetkezik

1. Ha r = 400, akkor Dy = K, és Vz € K-ra a hatvanysor abszolit konvergens.

2. Ha r =0, akkor Dy = {a} és > an(a—a)™ = ap.
n=0
3. Ha 0 < r < 400, akkor K,.(a) C Dy C Gr(a) = {x € K: |x —a|] < r} és a K, (a) kdrnyezet Va pontjira a

hatvanysor az x helyen abszolit konvergens.

4. Ha r > 0, akkor tetszileges 0 < p < r szdmhoz vélasszuk az x € K,.(a) elemet tgy, hogy |z — a| = p. Ekkor

00 00 o)
2 lan(z —a)"| = 3 lan||lz —al") = 3 [an|p™) < +o0
n=0 n=0 n=0

10 Analitikus fliiggvények

Tegytik fel, hogy a 3 (a,(t — a)™) hatvanysor r konvergenciasugara (1d. C—H-tétel) nem nulla. Ekkor értelmezhetjik

az aldbbi fiiggvényt: f(z) := > an(x —a)™, (z € K,(a)), ami nem mds, mint a Y (a,(t —a)") figgvénysor
n=0
o)
F(x) := Y an(z —a)",(x € Do) Osszegfiiggvényének a lesziikitése a K,.(a) kornyezetre: f = Flg (o), (f a

ne
hatvanysor Osszegfiiggvénye). Az ilyen szerkezetli f fiiggvényt analitikusnak nevezziik.

Megjegyzés: Dy a Y. (a,(t — a)™) hatvanysor konvergenciatartomanyat jeloli.
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10.1 Fontos analitikus fliggvények

Olyan a,-€k, amire lim ( {/|a,|) = 0, tehdt r = +00 a > (a,t™) hatvdnysorok esetén.

1 ()" (—)r 1 1
Ezek -ek: — '
AR AE AnCE Sl @+ DU (20)] (20 + 1) (2n)!

e expx:=exp(z) =e€" = nijo py ,(z € K)
o p2ntl
e sinz :=sin(x) = nz::O( )" CEEENE (x € K)
o 22
e cosz :=cos(x) = n;O (=™ (2n)',(x € K)
so  p2ntl
e sinh :=sinh (z) = nZ::o ZEk (x € K)
o p2n
e coshz :=cosh (z) = nX::o oIk (x € K)



