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2. Differencial- és integralszamitas

Differencial- és integralszamitas

Figgvények derivalhatésaga. Parcialis derivalt, totalis derivalt. Gradiens, Jacobi-matrix. Fiiggvényvizsgalat,

széls6érték. Riemann-integral, parcidlis integralds, integrélas helyettesitéssel. Newton-Leibniz-formula.

1 Fiiggvények derivalhatosaga

Differencialhatésag

1<nmeN, 1<p,qg<+oo,
(R™, [|.]l) és (R™,]|.]l4) normalt terck
fER" 5 R™ acintDs

Az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban (f € D{a}) , ha
létezik olyan L € L(R™ R™) korldtos linedris leképezés és olyan n € R™ — R™ fiiggvény, hogy :

fla+h) = f(a) = L(h) +n(h) - |hll, (h€R™ a+heDy)
ahol

n(h) — 0 ([[p]l, = 0)

Miés szoval:

fla+h) = f(a) = L(h)
121l

— 0 ([Irll, = 0)

Amennyiben Va € intDy : f € D{a}, akkor az f differencidlhaté (f € D)

Megjeqyzés:
A K test feletti (X, ||-[lx), (X,||-llo) normdlt terek kézotti folytonos leképezés, korlatos linedris leképezés, ha

e linedris, azaz
fla+dy)=f@)+ A f(y) (z,y€ X, AeK)
e korldtos, azaz

AM 20 [[f(2)]o < Mzl (z € X)
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Derivalt
f e R™ = R™ fiiggvény differencialhaté egy a € intDy pontban
= 3JIL € L(R™,R™) korldtos linedris leképezés

Ezt az egyértelmiien létezé L € L(R™,R™) korlatos linedris leképezést az f fiiggvény a pontbeli derivaltjanak

nevezzik, és f’(a) szimbélummal jeloljiik.

2 Parcialis derivalt, Totalis derivalt

2.1 Parcialis derivalt
Definicié
Tekintsiik a h € R™ — R fiiggvényt és az a = (aq, ..., an) € Dy, vektort. Legyen
Dgal) ={teR:(a1,...,a;-1,t,0i41,...,an) € Dp} (i=1,...,n)

Es legyen:

ha,i: D,(f) — R, melyre: hg(t) :=h(a,...,ai—1,t, aiy1,...,an) (€ D;La))

K3

A h,; parcidlis fiiggvények mind egyvialtozos valds fiiggvények (b, € R — R)

A h figgvény az a-ban i-edig valtozé szerint parcidlisan derivélhatd, ha h, ; € D{a;}. Ekkor:
O;h(a) = hf”(al)

valos szamot a h fiiggvény a-beli, i-edik véaltozé szerinti parcélis derivaltjanak nevezziik.

Parcialis derivalt fiiggvény

Tegyiik fel, hogy az el6z6 h fliggvényre:
Dy, ; := {a € Dy, : 1étezik a 0;h(a)parcidis derivalt} # () (i=1,..,n)
Ekkor a
x> O;h(z) (z € Dp,)

fiiggvényt a h fliggvény i-edik valtozd szerinti parcidlis derivaltfiiggvényének nevezziik, és a 9;h szimbdlummal
jeloljiik.
Differencialhatésag és parcialis differencialhatésag
e Differencialhatésag = parcialis differencialhatésag

1<neN, heR" =R, és he D{a} (a € Dp)

=Vi=1,...,n: a h figgvény i-edik valtozé szerint parcialisan differencialhaté az a pontban, és
gradh(a) = (01h(a), ..., Onh(a))

o Differencialhatésag < parcialis differencialhatésag
1<neN, he R" - R, ésac€intDy
Valamilyen ¢ = 1, ..., n esetén:
— Tetszbleges © € K, (a) (r > 0 alkalmas) helyen léteznek a 0;h(z) parcidlis derivéltak (i # j =
1,...,n) és ezek folytonosak
— 3 0;h(a) parciélis derivalt
= h € D(a)
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2.2 Totalis derivalt

Az f:RP — RY fiiggvényt (totdlisan) differencidlhaténak mondjuk az a € D(f) pontban, ha létezik egy L : R? —
RY linedris leképezés tgy, hogy

o 1@ = f(@) — Lz —a)

=0.
e £

Az L linearis leképezést az f fliggvény a pontbeli differencidljanak, az L leképezés My matrixat pedig f a-beli
differencidlhdnyadosdnak vagy Jacobi-mdtrizdnak nevezziik. Jelolés: L = Df(a), illetve My = f'(a).

Valds f esetén (¢ = 1) az f'(a) Jacobi-mdtrix 1 X p tipusi, azaz p dimenzids sorvektor. Ebben az esetben az a
pontbeli Jacobi-matrix helyett az a pontbeli gradiens vagy gradiensvektor elnevezés és az f'(a) = grad f(a) jelolés

is hasznadlatos.

3 Jacobi-matrix, gradiens

Jacobi-matrix

Az elézbekben szerepld L := f'(a) korldtos linedris leképezéshez 1A € R™*™ métrix, melyre:
L(z) =Az (z €R")

Ezért: f'(a) := A

az f fliggvény a-beli derivaltja vagy derivalt matrixa, mas néven Jacobi-matrixa.

Gradiens
m=1esetén : f e R" - R

gradf(a) := f'(a) € R**" ~ R

Tehét ebben az esetben az f’(a) Jacobi-métrix tekinthetd egy R™-beli vektornak, amit az f fiiggvény a-beli

gradiensének neveziink.

Ha D :={a € Dy : f € D{a}}, akkor az
xz+— gradf(z) e R (z € D)

fliggvényt az f fliggvény gradiensének nevezziik, és gradf € R™ — R"™ jeloljiik.

Gradiens mint Jacobi-matrix sora
Legyen 1 < n,m € N. Az f = (f1,..., fm) € R" = R™ fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhat6 az
a € intDy helyen, ha minden ¢ = 1,...,m esetén az f; € R” — R koordinata-fiiggvény differencidlhaté az

a-ban.

Ha f € D{a}, akkor az f'(a) Jacobi-mdtrix a kévetkez8 alaki:

gradfi(a)
grad fa(a)

!
a) =

gradjlfm(a)
4 Szélsoérték, fuggvényvizsgalat

4.1 Szélséérték

fER%R,CLEDf
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Lokalis maximum
f-nek a-ban lokalis maximuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
fx) < fla)  (z€Dylr—al<r)

Lokalis minimum
f-nek a-ban lokéalis minimuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
f(x) = fla)  (z €Dy, |v—al <r)

Abszolut maximum

f-nek a-ban abszolit maximuma van, ha:
f(x) < fla)  (z € Dy)

Abszolit mimimum

f-nek a-ban abszolit minumuma van, ha:
f(@) = fla)  (z€Dy)

Lokalis szélsoérték

f-nek a-ban lokalis szélsGértéke van, ha a-ban lokélis minimuma vagy maximuma van.

Abszoliit szélsbérték

f-nek a-ban abszolut széls6értéke van, ha a-ban abszolit minimuma vagy maximuma van.

Els6rendii sziikséges feltétel (lokalis széls6értékre)
f € R— R fiiggvénynek a € intDy helyen lokalis széls6értéke van, és f € D{a}
= f'{a} =0
Az el6bbi tétel segitségével mar nem nehéz beldtni a differencidlhaté fliggvények vizsgdlata szempontjabdl alapvetd

fontossagu in. kozépérték-tételeket

Rolle-tétel
a,beR (a<d), f:a,b] >R, feC,és
Vz € (a,b) : f € D{z} és f(a) = f(b)
=3E{€(a,b): f'(§) =0
Lagrange-féle kozépértéktétel
a,beR (a<b), f:]a,b] = R, feC,és
Vz € (a,b) : f € D{x}
=3 (ab): f1(§ =
Cauchy-féle kozépértéktétel
a,beR (a<d), f,g:]a,b] >R, f,ge C, és
Vz € (a,b): f,g € D{z}

f(b) — f(a)
b—a

=3¢€e(a,b):
(f(0) = f(a)) - g'(§) = (g(b) — g(a) - f'(&)
Jelvaltas

feER =R, acintDsés f(a) =0, (K,(a) C Dg,r>0)
1. f figgvénynek (—,+) jelvdltdsa van, ha
flx) <0< f(t), (z,te Ky(a), x<a<t)
2. f figgvénynek (+,—) jelvéltdsa van, ha
f@) 202 f(t), (2,t€ K (a), z<a<t)
Els6rendii elégséges feltétel
feR =R, acintDyés f € D{z}, (x € K.(a) C Dy, 7 >0)
1. f’-nak az a-ban (+, —) jelvéltdsa van = f-nek a-ban lokdlis maximuma van.

2. f’-nak az a-ban (—, +) jelvaltdsa van = f-nek a-ban lokélis minimuma van.
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2. Differencidl- és integréalszamitdas

4.2 Monotonitas
feER-R

Monoton névekedés
f monoton névé (1), ha Va,t € Dy, z <t: f(z) < f(1).

Amennyiben f(x) < f(¢), akkor f szigorian monoton névé (1).

Monoton fogyés (cs6kkenés)
f monoton fogyé (\,), ha Vz,t € Dy, z <t: f(xz) > f(t).
Amennyiben f(z) > f(t), akkor f szigorian monoton fogyé ({).

Derivalt és monotonitas kapcsolata
I C R nyilt intervallum, f: I - R, fe D
=

L f e f=0

2. fN\& [ <0

3. f konstans < Vxel: f'(x)=0
4. Ve el: f'l(x)>0 = f1

5. Veel: fl(x)<0 = f|

4.3 Alaki viszonyok

Konvexitas, konkavitas
I C R intervallum, f: I - R

e f konvex, ha
Va,bel YO<A<1:f(Aa+ (1—=X)b) <Af(a)+(1=X)f(b)

o f konkdav, ha
Va,bel YO<A<1:f(Aa+ (1—=MN)b)>Af(a)+ (1—N)f(b)

f(ha +(1-\)b)

a Aa + (1-A)b

abra 1: Konvex fiiggvény

Konvexitas és derivalt
I C R nyilt intervallum, f: I - R, fe€ D

e [ konvex & f/ N
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o f konkdv & [N\

Inflexidé
feR—=R, a€intDy, fe D{a}:

Pontbeli érint6
eq(z) := f(a) + f'(a)(x —a) (z €R)

Inflexid

f-nek az a-ban inflexidja van, ha az f — e,(f) az a-ban jelet valt.

18 f=x2+1

(-1

15 2 25 3 35 45 5
AN
os = sin(x) o| co®-f
ad-t 15 1 0 005 i 15
0 _
T -05

(b) szinusz fiiggvény inflexidja

3 e . . s
f fl R
(a) 2 fiiggvény inflexioja (¢) z*-nek nincs inflexiGja

4.4 Tobbszor differencialhaté fiiggvények

Masodik derivalt
feR =R, acintDy, és
feD{z} (z€K.(a),r>0),illetve f' € D{a}
Ekkor f az a-ban kétszer derivdlhaté és f”(a) := (f')(a) az f mdsodik derivéltja.

Differencialas magasabb rendben
Hasonldoképpen az el6z6hoz:
fER =R, acintDy, és
febDz} (xeK.(a),r>0),illetve f(™ € D{a}, (1 <n€N)
Ekkor f az a-ban (n + 1)-szer derivalhaté és f( D (a) := (f™)(a) az f (n + 1)-edik derivéltja.

Madsodrendii elégséges feltétel (lokalis szélsGérték létezésére)
f € D*{a} fiiggvényre f'(a) =0 és f"(a) #0
= f-nek az a-ban szigoru lokalis szélséértéke van.
Ha f”(a) < 0 = szigoru lokélis maximum.

Ha f”(a) > 0 = szigoru lokélis minimum.

5 Riemann-integral, parcialis integralas, integralas helyettesitéssel.

Primitiv fliggvény
I C R nyilt intervallum, f € I — R
HadF:I —- R hogy Fe D, F' = f
akkor I az f primitiv fliggvénye.

Hatarozatlan integral
Legyen [ f:= [ f(x)dz:={F:1 - R, F € D és F' = f} az { hatdrozatlan integrélja.

Hatarozott integral (Riemann-integral)

—o<a<b<oo,f:lab — R, f korldtos

e A 7 C [a,b] felosztdsa, ha T véges és a,b € T
Ekkor 7 = {xg,z1,...,x,}(n € N), ahol a : =20 < 21 < ... < zp :=b



PTI BSc Zdrovizsga tételek 2. Differencidl- és integralszamitds

e m;:=m;(f):=inf{f(z):z; <x <xiy1}(i =0..n—1), illetve
M; == M;(f) == sup{f(z) :z; <x <x;41}(i =0.n—1)

és:
n—1

s(fy7) = Y2 mi(®ip1 — ;) - alsé Osszeg
i=0

S(f,7) = nZ:: M;i(xi11 — x;) - felsd Osszeg

o §:= {7 CJa,b] felosztas }

o Az {s(f,7): 7 € F} feliilrdl korlatos és Vu € § : S(f, p) felsé korlat, illetve
Az {S(f,7): 7 € F} alulrdl korlatos és Vi € F : s(f, u) alsé korlat

e Tehat legyen:

L(f) := sup{s(f,7) : 7 € §} - Darboux alsé index, és
I*(f) :=inf{S(f,7) : 7 € §} - Darboux fels6 index

=>Vrpe§:s(f,m) < L(f) <I°(f) < S(f )

Az f fiiggvény Riemann-integralhaté (f € R[a,b]), ha L.(f) = I*(f), ekkor legyen
f; f= f[a nt = ff f(x)dx = L.(f) = I*(f) az f fiiggvény Riemann-integrdlja (hatérozott integralja).

Parcidlis integralas

e Hatarozatlan esetben
I C R nyilt intervallum, f,g: I = R, f,g € D és
f¢’-nek van primitiv fiiggvénye (azaz [ fg’' # 0)
= [fg#0és [fg=fg— [ fd

e Hatarozott esetben
f.g € Dla,b]
f'9.fg' € Rla,b]
= [, £'9 = F(0)g(b) ~ f(@)g(a) ~ [} 1o’

Integralas helyettesitéssel

e Hatarozatlan esetben
I,J C R nyilt intervallumok, g: I — J,g€ D, f: J =R, [ f#0
= [fog-gd #0é ([ flog=[(fog-g)
e Hatarozott esetben
feClab],g: o, 5] = [a,b], g € Ca, B],
gla)=a,g9(B)="b
= [ f=Jl(fog9)

6 Newton-Leibniz-formula

f € Rla,b],3F : [a,b] — R, F folytonos és F' € D{z}, F'(x) = f(x),(a <z <b)
= [V f=F(b) - F(a)



