ELTE IK - Programtervezo Informatikus BSc
Zarovizsga tételek

2.1 Differencialegyenletek

1 A kezdeti érték probléma

Differencial egyenlet
0<neN, I CR nyilt intervallum,
Q:=15L x..x I, CR" ahol I, ..., I, C R nyilt intervallum
f:IxQ—=R" feC

Hatarozzuk meg a ¢ € I — Q fiiggvényt ugy, hogy:

e D, nyilt intervallum
e pcD
o ¢'(z) = fz,0(x)) (x€Dy)
Ezt a feladatot nevezziik differencidl egyenletnek.

Kezdeti érték probléma
Ha az el6z6ekhez még adottak: 7€ I, és £ € Q
Illetve a ¢ fiiggvényre még teljestil:

e 7D, ésp(r)=¢

Akkor kezdeti érték problémanak (Cauchy feladatnak) nevezziik.

2 Linearis, ill. magasabb rendi linearis differencialegyenletek

2.1 Linearis differencialegyenletek

Definicié
A linedris differencidlegyenlet olyan differencidlegyenlet, melyre:
n=1, I,I; C R nyilt intervallumok, f : I x I; — R, ahol
g,h: I >R, ggheC, I =R és
flxy) =g(x) - y+h(z) (xel,yelh=R)
= ¢/(2) = f(2, (@) = 9(x) - 9(x) + h(z) (x € D,)

Homogenitas
A linedris differencidlegyenlet homogén ha h = 0 (kiilonben inhomogén)

Kezdeti érték probléma

e Minden linearis differencialegyenletre vonatkozo kezdeti érték probléma megoldhaté és
Ve, 1 megoldasokra: ¢(t) = (t) (t € Dy, N Dy)

e Minden homogén linedris differencidlegyenlet (¢ : I — R) megoldésa a kovetkezd alak:
cpg, ahol
cERGs p(t) =eC®D (G:T—-R, GED,és G =g)

e Allanddk varidldsénak médszere:
Im: 1 —-R, meD:m-pomegolddsa az (inhomogén) linedris differencidlegyenletnek
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e Partikularis megoldés:
M:={p: I =>R:o{t)=gt) o)+ h(t) (tel)}
My i={p: I —R: (1) = g(t) - (t) (t € 1)}
SVeM:M=vy+M,={p+v:¢pec M}

(Es itt ¢ az eléz6ek alapjan m - ¢ alakban irhatd)

e Példa: Radioaktiv bomlés:
mg > 0 - kezdeti anyagmennyiség
m € R — R - tomeg-id6 fliggvénye, ahol
m(t) - a meglévé anyag mennyisége

m(t) —m(t + At)

meD= (At # 0) - 4tlagos bomldsi sebesség
m(t) — m(t + At) , . , .,

A 0" (t), ami megfigyelés alapjan ~ m(t)
azaz:
m'(t) = —a-m(t) (teR,0<acR)
m(0) = my

Homogén linedris differencidlegyenlet (kezdeti érték probléma):
g=—a, 7:=0, £:=my
=Gt)=—at (tER)=po(t)=e* (teR)
=3dceR:m(t)=c-e* (teR), ahol
m(0) = c=my = m(t) =moe~* (t €R)
HaT €R:m(T) = % (felezési i)

mo 1

:>7:moe_aT:>§:e_o‘T:>e“T:2
In(2

=T= n(2)
o

2.2 Magasabb rendi linearis differencialegyenletek

Definicié
0<neN,ICRnyilt, ag,...,an—1 : I = R folytonos és ¢ : I — R folytonos.
Keressiink olyan ¢ € I — K filiggvényt, melyre:

e pe D"
e D, nyilt intervallum

° (p(n) (z) + :g; ap(x) - (p(k)(z) =c(z) (z€ D¢)

Ezt n-edrendi linedris differencidlegyenletnek nevezziik. (n = 1 esetben Linedris diff. egyenlet).
Ha még:
Tel, &,....&n—1 € Kés

e 7€D,és M (r)=¢ (k=0..n—1)
Akkor Kezdeti érték problémérdl beszéliink.

Homogenitas
Amennyiben c¢(z) = 0 homogén n-edrendii linedris differencidlegyenletrdl beszéliink. Tehét ho-
mogén és inhomogén egyenletek megolddsainak halmazai:

n—1
My:={p: I =-K:9cD" o™+ 3 a p* =0}
k=0

n—1
M:={p:I-K:pecD" o™+ 3 ap-oF =¢}
k=0

(Itt M}, n-dimenzids linedris tér, fgyivalamilyen P1y -y Pn € Mp bazist, mas néven alaprendszert
alkot.)

Allandé egyiutthatds eset
Ebben az esetben ag, ...,a,_1 € R
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e Karakterisztikus polinom szerepe
n—1
Legyen P(t) :=t" + Y axt® (t € K) karakterisztikus polinom és
k=0
oa(z) ==eM  (x e R, ) €K)

Ekkor: ¢y € My, <= P(\) =0
S6t ha A r-szeres gyoke P-nek, és

) n—1
oxj() :=a7er (j =0.r — 1,2 € R), akkor: ¢, ; € M), < wg\nj) + > akgpgf;
k=0 ’

azaz P(\)V) =0 (j =0.r—1)
e Valds megoldédsok
Legyen A=u+iv (u,v € R,v#0,i* = —1)
= az x + 27" cos(vz), és x> e sin(vz) fiiggvények valds alaprendszert (bazist) alkot-
nak (Mp,-ban)

Példa: Rezgések
frjuk le egy egyenes mentén, rogzitett pont koriil rezgémozgast végz6 m tomegii tomegpont mozgdsat,
ha ismerjiik a megfigyelés kezdetekor elfoglalt helyét és az akkori sebességét!
p €R = R,p € D? : kitérés-id fiiggvény
m > 0 : tomeg
F € R — R : kitérit6 ero
a > 0 : visszatérit6 er6, mely ardnyos p-vel
B > 0 : fékezberd, mely ardanyos a sebességgel.
— (Newton-féle mozgdstorvény alapjin):
m- " =F—ap— B¢
¢(0) = s0,¢'(0) = s

Mésodrendi linedris differencidl egyenlet (kezdeti érték probléma)

o F
Standard alakba irva: ¢” + ﬁg@’ +—p=—
m m m

Tekintsiik kényszerrezgésnek a periodikus kiils6 kényszert, amikor:

F
%) = Asin(wz) [A >0 (amplitudd), w > 0 (kényszerfrekvencia)]

Ekkor wp := 4/ é - sajat frekvencia
m
és ¢ (z) + wip(x) = Asin(wx)
Melynek karakterisztikus polinomja : P(t) =2 + w2 (t € R)
Megoldasai: A = + wgi

Kordbban lattuk, hogy ha A\ = u + iv akkor @ — 2/e%®cos(vx), és x — /e sin(vr) fiiggvények
val6s alaprendszert (bézist) alkotnak (Mjy,-ban). Igy ¢(z) = ¢1cos(woz)+casin(woe) alakban frhaté
mely fazisszog segitségével: d - sin(woz +6) (d = /2 + 2,0 € R) alakra atirhaté. gy:

My, = {d - sin(wozx + 9)}

Ekkor mar konnyen megadhatunk egy partikularis megoldéast:
® w # wy esetén partikuldris megoldés:
x = q - sin(wx)

Es g = = kielégiti a —qw?sin(wz) + wiq - sin(wz) = Asin(wz) egyenletet. Tehat:
0

A
o(x) = d - sin(wor + ) + ——— sin(wx) megoldds két harmonikus rezgés sszege.
wi—w

2
0
e w = wy (rezonancia) esetén partikuldris megoldds:
x — qx - cos(wx)
Esq= ;—w kielégiti a —2qw - sin(wz) — qw?xr - cos(wr) +w?qr - cos(wx) = Asin(wr) egyenletet.
Tehét:
o) = d - sin(wx + §) — %x - cos(wx) megoldds egy harmonikus és egy aperiodikus rezgés

Osszege.
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(Ebben az esetben az idé (x) elteltével a ¢ értéke né. Bizonyos modellekben ez a ”rendszer
szétesését” idézi eld)



