ELTE IK - Programtervezo Informatikus BSc
Zardovizsga tételek

3. Numerikus modszerek

Numerikus médszerek
Nemlinearis egyenletek iterdcidos moddszerei: fixpont iteraciok, Newton iterdacid. Interpolacié: Lagrange- és
Newton-féle alak. Legkisebb négyzetek mddszere. Numerikus integralds: interpoldciés formuldk, Newton-Cotes

formulak, egyszerli és Osszetett formulak.

1 Nemlinearis egyenletek iteraciéos moédszerei

Eddig egyenletrendszerekkel foglalkoztunk, melyekben minden egyenlet lineédris volt. Most mddszereket fogunk
keresni az f(z) = 0 tipusi egyenletek megolddséra, ahol f € R — R. A mddszerek lényege az lesz, hogy valam-
ilyen szempont szerint egy szamsorozatot allitunk elé, melyek bizonyos feltételek mellett az egyenlet gyokéhez

konvergalnak.

Bolzano-tétel: Legyen f € Cla,b] és f(a)f(b) < 0, azaz az [ fiiggvény az a és b pontokban nem 0, valamint
ellenkez6 el6jeli. Ekkor 1étezik (a,b) intervallumbeli gyoke az f-nek, azaz 3z* € (a,b) : f(z*) = 0.

A Bolzano-tétel kévetkezménye: Ha a Bolzano-tétel feltételei mellett még f szigoriian monoton is, akkor az

x* egyértelmiien létezik (hiszen f invertdlhato).
Brouwer-féle fixponttétel: Legyen f : [a,b] — [a,b] és f € C[a,b]. Ekkor Jz* € [a,b] : z* = f(x™).
Tétel: Legyen f : [a,b] — [a,b], f € Cla,b] és f' &llandé elbjelii. Ekkor Jla* € [a,b] : z* = f(z*).

Fixponttétel [a,b]-re: Legyen f : [a,b] — [a, b] kontrakci6 a ¢ kontrakcids egyiitthatéval. Ekkor:
1. 3la* € [a,b] : * = f**,
2. Vo € [a,b] : ®i11 = f(z)) konvergens és z* = klim Ths
—00

3. |k — 2% < ¢Flro — 2| < ¢ (b —a).

p-adrendii konvergencia: Az () konvergens sorozat (klim x = x*) p-adrendben konvergens, ha
— 00

Néhdny megjegyzés a fenti definiciéhoz:
1. p egyértelmii és p > 1

2. p =1 esetén linedris p = 2 esetén kvadratikus, 1 < p < 2 esetén szuperlinedris
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3. A gyakorlatban az |z — o*| < M|z, — o*|P alakot hasznéljdk, azt jelenti, hogy legaldbb p-adrendben

konvergens.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az (x3) sorozat konvergens, xj1 = f(xg) és f'(z*) = f/(2*) = ... = f@D(2*) = 0, de
f®)(x*) # 0. Ekkor az (x}) p-adrendben konvergens.

1.0.1 Newton-moddszer

! d ¥
——— ey 264 34815 .

]

Figure 1: A Newton-mdédszer Gtlete.

Az abran a legszéls6, 4.12-es pontbdl indulunk, felvessziik a fliggvény ehhez a ponthoz tartozé érintéjét, majd
ennek az érintének a gyoke lesz a kdvetkez6 pont, és igy tovabb. Altalénosan, tekintsiik az f fliggvény xp ponthoz

tartozd érintojének egyenletét:

y— flzr) = f'(@)(x — 1)

Mint mondtuk, az iteracié xyy1. elemét az xp-hoz tartozd érinté gyoke adja meg:

£ ()  flaw)

=Tkl — Tk = Thyl = Tk
f'(@k) " " [ (k)

A fenti képlet a Newton-mddszer képlete. Megjegyezhetd, hogy a fenti médszer is xx1 = g(xy) alakd (fixpon-

0 — flor) = f'(xr)(Trer — 21) = —

titeracio).

Fontos megemliteni, hogy f'(z;) = 0 esetén nem értelmezheté a mdédszer. A gyakorlatban f/(zy) = 0 is
probléma. Ha x* t6bbszords gyok, akkor f/(z*) = 0, vagyis z* kozelében f’(xy) egyre jobban kozelit 0-hoz, nu-
merikusan instabil.

Monoton konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b] és

1. Jz* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok

2. f"és f” allandé elgjelil

3. xg € [a,b] legyen olyan, hogy f(xzo)f"(x0)) > 0, azaz f(xg) # 0, valamint f(x¢) és f”(x¢) azonos elGjeliiek

Ekkor az x(-bdl inditott Newton-moddszer monoton konvergal x*-hoz.

Loka&lis konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b] és
1. Jz* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok

2. f’ allandé el@jelii
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3. 0 <my <|f'(z)|(x € [a,b]) alsé korlat

4. f"(x) < My(x € [a,b]) felsd korlat, M := 74

2m1

5. 2 € [a,b] : |[wg — z*| < r =min {4}, 2" —al, |z* — b]}

Ekkor az x-bdl inditott Newton-modszer masodrendben konvergens, hibabecslése:
|wrs1 — 2| < Mlwo — 27|

1.0.2 Hurmodszer

Tovabbra is f(z) = 0 megolddsa a cél egy adott [a,b] intervallumon. Az eljaras lényege a kovetkezs. Kezdetben
Zo := a,z1 := b, majd meghiizzuk ezen pontok dltal képzett egyenest. Legyen zo a hir gyoke. Ha f(xz3) = 0,
akkor megtaldltuk a gyokot. Ha f(z2) # 0, akkor folytatjuk a keresést az [xq, 22] vagy [x2, 21| intervallumban. Ha
f(zo) f(z2) < 0, akkor [xg, z2] intervallumban folytatjuk, ha f(z2)f(z1) < 0, akkor [z, z1] intervallumban. Stb.
Altalénosan: Legyen zq := a,x; := b és f(a)f(b) < 0. Az (xy, f(zx)) és (x5, f(x,)) pontokon dtmend egyene-
sekkel kozelitjiik a fliggvényt ahol zs-re f(zs)f(xr) < 0 és s a legnagyobb ilyen index. zj1-et a kovetkez6képpen

hatarozhatjuk meg:

._ flzy) flag)(x — )
LTh41 .—$k—@—l‘k—m

Tétel: Legyen f € C?[a,b] és

L f(a)f(b) <0

2. M =22 ahol 0 < my < |f'(z)| és f"(x) < My(x € (a,b))

2m1 ’

3. M(b—a)<1

EkkOI‘ a hﬁrmédszer kOnvergenS, hibabecslése pedig'
+ 7‘ r 0

1.0.3 Szel6moddszer

A szeldmédszer lényege, hogy az (xg, f(xk)) és (xgp—_1, f(zr—1)) pontokon &tmend egyenessel kozelitjikk f-et, a
kapott egyenes x tengellyel vett metszéspontja (ry11) lesz a kovetkezd pont. Ez tulajdonképpen a hirmddszer

s: =k — l-re.
J(zp)(xp —Tp—1)
f(zr) — f(wp-1)

Tétel: Ha teljesiilnek a Newton-modszer lokalis konvergencia tételének feltételei, akkor a szelémodszer konvergens
— 1+V5
2

Thy1 = Tp —

rendben ,és hibabecslése:
|zpt1 — 2| < M|ag — 2*||zk—1 — 2"
1.0.4 To6bbvaltozés Newton-moédszer
Most F(x) = 0 megoldésait keressiik, ahol F' € R™ — R™. Tekintsiik a tobbvéltozés Newton-mddszert:
2R+ . (k) [F/(x(k))]flp(x(k))

ahol
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?Z; ofiz) Ofi(x)
F)= || Fl(2) = |0ifalz) afalz)
Fulz)

Ténylegesen az F'(x()(z*+1) — z(0)) = —F(2(*)) egyenletrendszert oldjuk meg.

2 Interpolacio

A gyakorlatban sokszor felmeriil olyan probléma, hogy egy tébbségében ismeretlen (csak néhdny pontbeli érték
ismert) vagy nagyon koltségesen kiszdmithat6 fliggvénnyel kellene egy megadott intervallumon dolgoznunk. Ekkor
példaul azt tehetjiik, hogy néhany pontban kiszamitjuk a fiiggvény értékét, majd kerestink olyan egyszeriibben
szamithaté fiiggvényt, amelyik illeszkedik az adott pontokra. Ezutdn az intervallum barmely tovdbbi pontjaban
az illesztett fiiggvény értékeit hasznaljuk, mint az eredeti fiiggvény értékeinek a kozelitéseit. Ilyen egyszeriibben
kiszdmolhaté fliggvények pl. a polinomok (polinom interpolacio).

Példa alkalmazasra: Animécié készitésénél nem szeretnénk minden egyes képkockat sajiat magunk elkésziteni,
hanem csak bizonyos képkockdkat, in. kulcskockdkat. A koztes képkockdkon az egyes objektumok helyzetét
szeretnénk a szdmitégéppel kiszamittatni (példaul szeretnénk, hogy ha egy objektum egyenes vonald, egyenletes

mozgést végezne két adott pozicié kozott).

2.1 Polinom interpolacio
2.1.1 A polinom interpolaci6 feladata

Legyenek adva n € N és az z, € R,k =0, 1,..,n kiillonboz6 szdmok, az Gn. interpolaciés alappontok, valamint az
flxk), k =0,1,..,n szdmok, az ismert fiiggvényértékek. Keressiik azt a legfeljebb n-edfoki p,, polinomot (p, € P,),

amelyre:

pu(zk) = f(zr) k=0,1,....,n

Azaz a keresett polinom az interpoldciés alappontokban a megadott fiiggvényértékeket veszi fel.

Tétel: A fenti interpolédcids feladatnak egyértelmiien létezik megoldasa.

2.1.2 Lagrange-interpolaci6

Az interpolaciés polinom kiszamolaséara explicit képletet ad a Lagrange-interpolécio.

Lagrange-alappolinomok: Adottn € Nésxzy € R,k = 0,1, ..., n kiillonbozé alappontokra a Lagrange-alappolinomokat

a kovetkez6képpen definidljuk:

k=0,1,...,n esetén.

Az alappontok mind n-edfoki polinomok, és a kdvetkezd tulajdonsdggal rendelkeznek:
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1 haj=k
le(x;) = :
0 haj#k
Tétel: Az interpolécids feladat megolddsa az alabbi polinom, amelyet az interpolaciés polinom Lagrange-alakjanak

hivunk:

Ln(z) =Y flaw)h(@)
k=0
A tovébbiakban jelolje [a, b] az xg, 21, ..., x, alappontok dltal kifeszitett intervallumot.
A Lagrange-interpolacié hibaja: Ha f € C"*1[a,b], akkor Vz € [a,b] esetén

5) = La(a)] < 2o 0)

(n+1)

ahol wy,(z) = H(x — x;), valamint M, = mg?]( |F ) ()]

i=0 [a,

Egyenletes konvergencia: Legyen f € C™[a,b] és legyen adva egy [a,b] intervallumbeli alappontrendszerek
sorozata: x,i"), k=0,1,...,n, n =0,1,2,.... Legyen L, az :Eé") 51")

interpoldciés polinom (n = 0,1,2,...). Ekkor ha IM > 0 ugy, hogy M, < M"™ ¥n € N, akkor az L,, sorozat

, ...,y alappontrendszerre illesztett Lagrange-

egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez.

Marcinkiewicz tétele: Minden f € Cla,b] esetén létezik a fenti médon definidlt alappontrendszer tgy, hogy
If = Lnlloc = 0.

Faber tétele: Minden a fenti médon definidlt alappontrendszer esetén van olyan f € Cla,b] fiiggvény, hogy

If = Lnllos # 0.

Osztott differencia: Legyenek adva az zj € [a,b],k = 0,1,...,n kiilénb6z§ alappontok. Az f : [a,b] — R

fliggvénynek a megadott alappontrendszerre vonatkozo elsérendii osztott differenciai

f(wig1) — fla
f[xiaxi-‘rl] — ( i+ ) ( l)
Ti+1 — &4
a magasabb rendi osztott differencidkat rekurzivan definialjuk. Tegyiik fel, hogy a k — 1 rendii osztott differencidk

maér definidlva lettek, akkor a k-adrendii osztott differencidk az aldbbiak:

FlTit1, Tigo, ooy Tigr) — fl@i Tig1, oo, Tigp—1)]
Titk — T4

@i Tig1s oo Tigie) =

Lathatd, hogy a k-adrent osztott differencia k 4+ 1 alappontra tamaszkodik.

Ha adott egy interpolacié alappontrendszer fiiggvényértékekkel, akkor a hozza tartozo osztott differencidkat az

aldbbi tablazat szerint érdemes elrendezni, és ez az elrendezés egytttal a kiszamolast is segiti.

To f(xo)

T f(x1) flzo, 1]

T2 f(z2) flxy, 2]

.581@‘ :f(xk) flor—1, 2] o Sflwo, 21, s 2]

'.’Enfl 'f(xn,ﬁ f[acn,gmcn,ﬂ f[.’l?nflfk,xn,k,...,a?nfl] f[xo,xl,...,xn,ﬂ

Ty, f(zn) flen—1, zn] o STk Tn—kt1s ey Tn) v [T, T2y T flzo, 1, ey Tn]
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Az interpolacidés polinom Newton-alakja: Az interpoléacios polinom az alabbi alakban felirhato:

Np(z) = f(xo) + Zf[xo,xl, oy Tp|wi—1 ()
k=1

ahol wj(z) = (x — x¢)(x — z1)...(x — x;). Ezt az alakot az interpoldciés polinom Newton-alakjanak hivjuk.

2.1.3 Hermite-interpolacié

Az el6bbi interpolécids feladatot a kovetkezOképpen dltaldnosithatjuk. Legyenek adva az egyes alappontokban a

fliggvényértékek mellett a fliggvény derivalt értékei is valamely rendig bezarélag. Ekkor olyan polinomot kerestink,

amelyik derivaltjaival egytitt illeszkedik a megadott értékekre, vagyis:

Legyenek adva n, mg, m1,...,m, € Nésazx; € R,j =0,1,...,n interpolaciés alappontok, valamint az f®) () k=
n

0,1,....,m;—1, j=0,1,...,n fiiggvény- és derivalt értékek. Legyen m = Z m; Keressiik azt a legfeljebb (m —1)-

§=0
edfokd p,,—1 polinomot, melyre:

k :
pfn),l(xj):f(k)(xj) k=0,1,..,m; -1, j=0,1,..,n
Megjegyzések:

1. Ham; = 2,5 = 0,1,...,n, akkor a feladatot Hermite-Fejér-féle interpoldcionak nevezziik. Ekkor minden

alappontban a fiiggvény- és az elsé derivélt érték adott. A keresett polinom pedig legfeljebb (2n + 1)-edfokd.
2. Ham; =1,7=0,1,...,n, akkor a Lagrange-interpolaciét kapjuk vissza.

Osztott differencia ismétléds allapontokra: Ha x; j-szer szerepel:

f(j)(zk)

f[a:k,xk] =

Tétel: A Hermite-féle interpolaciés polinom egyértelmiien 1étezik.

A Hermite interpoliciés polinom el6allitdsa: Konnyen felirhaté a Newton-féle forméban. Csak annyit kell
tenniink, hogy kiindulunk az alappontok és a fiiggvényértékek tablazataval és legyartjuk az osztott differenciak

tablazatat. Az az egyetlen kiilonbség most, hogy az x; alappontot m -szer soroljuk fel.

Hermite-interpoldcié hibdja: Ha f € C™]a,b], akkor Vz € [a,b] :

ahol Q,,(z) = (x — zp)™ (x — x1)™...(x — xp)™

3 Legkisebb négyzetek moédszere

Gyakorlati feladatok soran adédik a kovetkezo probléma. Egy elsofoku fiiggvényt mériink bizonyos pontokban, de a
mérési hibak miatt ezek nem lesznek egye egyenesen. Ekkor olyan egyenest keresiink, amelyik az alabbi értelemben
legjobban illeszkedik a megadott mérési ponthalmazra.

Legyenek adva az (x;,y;),7 = 1,2,..,m mérési pontok. Keressiik azt a pi(x) = a + bz legfeljebb elséfoki

polinomot, amelyre a
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kifejezés minimalis. Ez azt jelenti, hogy azt az egyenes keressiik, amelyre a fliggvényértékek hibdinak négyzetosszege
minimalis.

Az &ltalanos feladat az alabbi.

Adottak az m,n € N, ahol m >> n és (x;,y;),i = 1,2, ...,m mérési pontok, ahol az x; alappontok kiilonb6z6k.

Keressiik azt a p,(z) = ap + a12 + ...a,z™ legfeljebb n-edfoki polinomot, melyre a

m

> (i — pol@:))?

i=1
kifejezés minimalis.
A feladat megoldasdhoz tekintsiik annak egy atfogalmazasét.
Vegyiik a p,(z;) = vi,7 = 1,2,...,m) egyenletrendszert. Ez a rendszer az ismeretlen a; egyiitthatdkra nézve
linedris, mégpedig tilhatdrozott, amelynek az A métrixa egy téglalap alakii Vandermonde-métrix A € R™*(n+1),
a b € R™ jobb oldali vektora pedig a fliggvényértékekbdl adédik:

9 - I

1z 2t ... 27| |a Yo
2

1 @ x5 .. 2y | |ag i
2 3

1 x3 =3 .. z¥% as| = |y
2

1 =z, =z, zn, Lan | | Ym |

Ezen jelolésekkel a minimalizalandé kifejezés || Az —b||2, ahol z = [ag, a1, ..., a,]T a keresett egyiitthatSk vektora.

A feladat megoldasat a Gauss-féle normalegyenletek adjak:

AT Az = AT

A fenti LER-t kell megoldani z-re.

n=1 eset: Ekkor a feladatot gyakran linearis regressziénak is hivjuk. Ebben az esetben

m P Y b
m Z'ml 2] ’ATb: [ Z’m ' ‘| 2= [ ‘|
Ei:1 L Zi:1 €T; Zi:1 ZiYi a

4 Numerikus integralas

ATA =
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1. Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral alatt az
[ @) = Pz

kifejezést értjiik, ahol F'(z) = f(z). Ez tehat nem més, mint a derivélds “megforditasa”.
Itt F(z)-et primitiv fliggvénynek nevezziik. Természetesen ha létezik f(x) integralja,
akkor végtelen sok létezik, ugyanis F'(x)+c,c € Ris f(x) integralja lesz, hiszen a konstans

derivaltja mindig nulla.

2. Hatarozott integral

A hatdrozott integrél célja az, hogy egy adott f(z) fliggvénynek adott [a,b] intervallu-
mon szeretnénk a gorbe alatti (el6jeles) tertiletét kiszamitani. Ezt Riemann integrallal is
kozelithetjiik, melynek lényege, hogy az [a, b] intervallumon korlatos f(z) fliggvényen az

la, b] tartoményt n részre osztjuk gy, hogy:
a=x9g<rT1<--<x =0

Legyen

m; =inf{f(z) | © € [z, 2]}, és
M; = sup{f () | x € [zj-1, 2]}
Ilyenkor a

=Y mj(x; —z;-1)
j=1

képlet definidlja a Riemann-féle als6 kozelito osszeget, a
up =y Mj(w; — xjm0)
j=1

pedig a Riemann-féle fels6é kozelito osszeget. Figyeljiik meg, hogy ezek a kozelité osszegek
figgvényt téglalapok segitségével kozeliti, ahol a téglalap magassdga m; vagy M;, a
szélessége pedig (x; — xj_1) (és igen, elGjelesen).
A Darboux-féle als6 integral az [,-k supremuma, azaz
I = sup{l, | p particié},

valamint a Darboux-féle fels6 integral a

I =inf{u,| p particié}.
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1. Abra.: A Riemann als6 kozelité Osszeg abrazolasa.

g
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3
2
14
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251
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To — X1
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0

2. Abra.: A Riemann felso kozelité 0sszeg abrazolasa.

Az f fiiggvény akkor Riemann integralhaté, ha I = I, és ilyenkor

0.5

1

1.5

/a )= 1

2

Egy adott intervallumon értelmezett fiiggvény hatarozott integralja egy szam, amely

a fiiggvény gorbéje és az x-tengely altal adott intervallumon kozrezart tertiletet adja meg

eléjelesen. Gyakran hasznalt kiszamitasi médja a Newton-Leibniz formula, amely szerint

a hatarozott integral felirhato:

/ f(z)dz = F(b) — F(a).
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3. Numerikus integralas

Numerikus integralas soran a feladat a fenti formula kozelitése, tehat egy f fiiggvény
hatérozott integraljat akarjuk kozeliteni az [a, b] intervallumon. Abbdl indulunk ki, hogy
az f fliggvény hatarozatlan integraljat (ha van neki egyaltalan) nem ismerjiik, viszont

adott z-re az f(x) fiiggvényértéket ki tudjuk (legalabb kozelitéen) szédmolni.

3.1 Kwvadratura-formulak

Egy kvadratira-formula az f fliggvény hatérozott integraljara az [a,b] intervallumon a

kovetkezoképpen néz ki:

o Kiszdmitunk xi,...,x, 4n. alappontokat (az adott formuldtdl fiigg, hogy ezek
konkrétan hol helyezkednek el az intervallumon beliil, és n értéke is a formulatél

fligg), melyekre a < a1 < 29 < ... <z, <b.

e Meghatarozunk minden z; alapponthoz egy w; sulyt (ez megint csak az adott for-

mulétol fiigg, hogy hogyan).

e A kvadratura-formula értéke Q,(f) = > w;f(z;), azaz az alappontokon felvett
i=1

fiiggvényértékek w; szerint silyozott Osszege.

Példaul kvadratira-formulara egy lehet6ség, hogy csak egy alappontot vesziink, az x, =

“T*b felezépontot és a hozza rendelt w; suly az intervallum mérete, b — a lesz. Azaz,

(b—a) f(%£2) egy kvadratira-formula. Grafikusan abrézolva:

Y

\//

a:—l 1'1:]_ b:3

A képen lathaté fliggvényre ez a kvadratira-formula a szines téglalap tertiletét adja,
hiszen ez egyenlé (b— a) (ez a téglalap alapjanak a hossza) szorozva f(%)-vel (ez pedig

a téglalap magassaga).

10
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Ennek a médszernek a neve téglalap-szabdly, és ez a legegyszeriibb kvadratira-formula,

de szamos masik is létezik.

3.2 Interpolaciés kvadratira-formulak

Eszrevehetjiik, hogy a téglalap-szabaly alkalmazasakor vesziink egy x; alappontot a
megadott intervallumban (ebben a szabalyban az alappont az intervallum felezépontja
lesz), majd arra illesztiink egy polinomot (egy alappont esetében az illesztett polinom
nulladfokd, vagyis konstans), és ennek a polinomnak a (kénnyen szamithato) hatérozott
integraljat vessziik.

A modszer azért gyors, mert a polinom integralasat elore elvégezziik, és a sziikséges
szorzokat fogjak tarolni a sulyok, amikkel az alappontokat silyozzuk be. Pl. a téglalap-
szabalyndl az [a,b] intervallumon az z; = “TH], y1 = f(x1) pontra illesztett nulladfoku
(konstans) polinom képlete y = f(x1), ennek hatarozott integrélja az [a, b] intervallumon
f(z1)(b — a), igy kaptuk meg a wy = (b — a) stlyt.

Altaldban ha egy kvadratura-formula megkaphaté a kévetkezo alakban:
e Meghatarozzuk a mdédszertol fliggben az x4, ..., x, alappontokat,

e A kvadratira-formula értéke az (x;, f(x;)) pontokra illesztett Lagrange-interpolécids

polinom [a, b]-n vett integralja legyen,

akkor ezt interpoldcios kvadratira-formuldnak nevezziik. Tehat a téglalap-szabaly példaul
egy interpolaciés kvadratira-formula.
Ha emléksziink, akkor az (x;, f(z;)) pontokra illesztett Lagrange-interpolacids polinom

eloall a kovetkezo alakban:

Z f(xi)Li(x),

ahol L;(z) az (adott x-ekhez tartozd) i-edik Lagrange-alappolinom. Ennek integrélja
pedig

n

/abi f(x;)Li(z)dr = Z(f(:m) /ab Li(x)dx>,

i=1

tehdt egy interpoléacids kvadratira-formula mindig kvadratira-formula, a w; = f; Li(z)dz

siulyok megvalasztasaval.

3.3 Newton-Cotes formulak

Még ha interpolacios kvadratura-formulakat is szeretnénk hasznalni, akkor is fenndll a
kérdés, hogy hogyan valasszuk meg az alappontokat? (Ha az alappontok megvannak,
akkor a sulyok meghatédrozasa egyértelmi, mert az L;(x) alappolinomokat megadjik az

alappontok, és a silyok ezeknek a hatarozott integréljabdl allnak el6.)
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A legegyszeriibb mddszer az, ha az [a,b] intervallumot ekvidisztdnsan, vagyis egy-
forma méretli intervallumokra felosztjuk, és ezeknek az intervallumoknak a végpontjait
valasztjuk alappontoknak, ezekre irjuk fel az interpolaciés kvadratura-formulat. Az ilyen
alakban el6allo interpolécids kvadratura-formulakat Newton-Cotes formulaknak nevezziik.
Ezen beliil megkiilonboztetiink nyitott és zdart Newton-Cotes formuldkat: ha az a és a b
értékek is alappontok, akkor a formula zart, ha pedig nem, akkor nyitott formularol
beszéliink.

Példaul a téglalap mddszernél két egyforma intervallumra osztottuk az [a, b] interval-
lumot, és a kapott harom végpont koziil az a-t és a b-t nem hasznaltuk, csak a kozépsot;
igy a téglalap mddszer masképp mondva az 1 alapponti nyitott Newton-Cotes formula.

Nyilvan egy n alappontu nyitott Newton-Cotes formuldanal n 4+ 1 egyenld részre kell
osszuk az intervallumot, egy n alappontu zart Newton-Cotes formulandal pedig n — 1
egyenlo részre.

A legegyszerlibb zart Newton-Cotes formulanak tehat két alappontja van, a és b. Két

alappontra els6foku (linedris) polinomot tudunk illeszteni, ahogy az dbra mutatja:

Y

/f(T)

x
a=x1=—1 b=xy=3

Mivel a kapott sokszog az abran egy trapéz, ezért a két alappontd zart Newton-

Cotes médszert hividk trapéz-szabdlynak is. Képlete 1 = a, x5 = b és wy; = wy = 52,

2
azaz ( fla) + f (b))b_T“, melynek levezetése: az x1,x, alappontokra illesztett Lagrange

alappolinomok Li(z) = =2 és Ly(z) = ;=1 azaz az ¥1 = a, ¥2 = b esetben 2Ll(a7) =
220 ¢s Lo(x) = 22, nekik a hatdrozatlan integraljuk pedig F(z) = [ =2 dz = 2(;22;”, és

igy az Ly Lagrange-alappolinom hatérozott integralja az [a, b] intervallumon

=2 —a®+2ab  —(a®4+0*—2ab) —(a—b)® b-ua
Bi(b) = Fifa) = 2(a —b) T 2a-b)  20a-b) 2

ez az els6 alapponthoz tartozé sily, a mésodikhoz tartozé pedig hasonlé médon az Fy(z) =

12



PTI BSc Zdrovizsga tételek 3. Numerikus moédszerek

[ de = ”;2(;22;6 hatérozott integralja az [a, b] intervallumon,

b —2ab—a®+2a*> (b—a)® b—a

B0) =Rl = —— g = =5 -a " 2

igy a masodik alappont wy stilya is b’T‘l lesz, igy jon ki a trapéz-szabaly képlete, még
b—
7

Az utolsé | nevesitett” Newton-Cotes formula a harom alapponti zart mddszer, mely

egyszer: r1 =a, o = b és wy = wy =

tehat egy mésodfoku polinom hatarozott integraljaval kozelit, a harom alappont pedig

T =a, Ty = ‘IT“’ és x3 = b. A silyok (melyek a fentihez hasonlé médon kijonnek) pedig
W, = Wy = I’_T“ és wy = @. Ezt a kvadratiara-formulat Simpson-szabdlynak nevezziik.

3.4 Osszetett kvadratiura-szabalyok

A polinommal torténd interpolacié pontossiaga az alappontok szamanak novelésével nem
javul sziitkségszeriien (attol az esettdl eltekintve pl, mikor maga az f(x) integralando
fliggvény maga is egy polinom), haromndl tobb alappont esetében méar dltaldban til ,,vad”
a polinom. A mddszerek pontossagat javitani igy szoktdk, hogy az [a,b] intervallumot
felosztjak (mondjuk) n egyforma részre, és a részekre kiilon-kiilon egy kvadratira-formulat
(pl. trapéz- vagy Simpson-szabélyt) alkalmaznak. Az ilyen alakban el6allé kvadratira-
formulakat Osszetett kvadratira-szabdlyoknak is nevezik. A kovetkezd abra példaul az
intervallumot 4 részre feloszté, majd a részeken egyenként trapéz-modszert alkalmazo

osszetett kvadratira-szabalyt illusztralja:

a=-—1 b=3

Ennek a kvadratura-szabalynak az alappontjai, ha n részre osztjuk az eredeti intervallu-

mot (tehdt n+1 alappontunk lesz), o, ..., x,, ahol z; = a—i—ib_T“ és a silyok wy = w, = 1’2_—”“
sWyg = ... =Wy,_1 = I’_T“ (Ez kijon ugy, hogy egy-egy trapézban a stlyok 1’2_—”“, a kis inter-

vallumok hosszanak a fele, és a két széls6 pont kivételével minden alappontot kétszer kell
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szamolni, mert két trapézban jatszanak szerepet.) Nevezik dsszetett trapéz szabdlynak,
vagy trapéz modszernek is.

Ha az al-intervallumokon egyenként Simpson-szabalyt alkalmazunk, az dgy eléallo
kvadratura-formulat osszetett Simpson-szabdlynak, vagy Simpson-mddszernek nevezik: ha
n intervallumra bontjuk az eredeti [a, b] intervallumot, igy (mivel minden intervallumon
Simpson-szabdlyt alkalmazva még ezeknek a felezépontja is bejon) lesz 2n+-1 alappontunk,

X0, L1, ..., Topn, ekvidisztansan elosztva, vagyis x; = a + z'bz_—n“, a sulyok pedig, ha h jeloli a

b—a h

intervallum-hosszt, akkor w; = wq, = ¢, w; = %, ha 1 <7 < 2n paros és w; = %, ha

1 < i < 2n péaratlan.
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