ELTE IK - Programtervezo Informatikus BSc
Zardovizsga tételek

3.1. Linearis egyenletrendszerek iterdacios modszerei

0.1 Linearis egyenletrendszerek iteraciéos moédszerei

A linedris egyenletrendszert (LER) vektorsorozatokkal kozelitjiik, torekedve a minél gyorsabb konvergencidra. Az
iteracids modszereknek a lényege az Az = b <= z = Bux + c atalakitas. Ilyen alak létezik, s6t nem egyértelmi,

hanem sokféle lehet, és a kiilonboz6 atalakitdsok szolgaltatjak a kiilonféle iteracidos modszereket.
Definicié (kontrakcid): Az F : R™ — R™ fiiggvény kontrakci, ha 30 < ¢ < 1:Vz,y € R™:

[1E(z) = F(y)ll < qllz =yl

A ¢ értéket kontrakcids egyiitthaténak nevezziik.

Banach-féle fixponttétel: Legyen F' : R” — R"™ kontrakcié a q kontrakciés egyiitthatéval. Ekkor a kovetkezd
allitasok igazak:
1. 3lz* € R : z* = f(z*). Azt mondjuk, hogy z* az f fiiggvény fixpontja.

*

2. Vz(0) € R" kezdéérték esetén az x(*+1) = f(2(*)) sorozat konvergens, és klim ) = g*,
—00

k * k
3. Ja® —a| < [l — 2.
4 Ja® =2 < ¢z — a*|].

Vegyiik észre, hogy az Ar = b <= x = Bz + c atirdssal megteremtettiik a kapcsolatot a Banach-féle fix-
ponttétellel, hisz most az F(x) = Bx + ¢ fiiggvény fixpontjat keressiik. A fenti felirdsban B-t dtmenetmdatrixnak

nevezzik.

Tétel (elégséges feltétel a konvergenciara): Ha a LER B dtmenetmétrixdra ||B|| < 1, akkor tetszdleges
©-bél inditott 2++1) .= Bx(®) 4 ¢ iterdcié konvergél az Az = b LER megoldasihoz.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel a konvergenciara): Tetszéleges 20 -bél inditott z++1) .= Bx®) 4 ¢
iterdcié konvergdl az Ar = b LER megolddsdhoz <= o(B) < 1, ahol po(B) = maxi<;<, |\:(B)| a B métrix
spektrilsugara.

0.1.1 Jacobi-iteracio

Tekintsiik az A € R™*"™ matrix L + D + U felbontésat, ahol L a matrix szigoru alsé része, U a szigoru felsd része,

D pedig a diagondlis része. Ennek segitségével konstrualjuk meg a kovetkezo atirast:

Az =b<= (L+D+U)z=b<= Dr=—(L+U)r+b<=ax=-D Y (L+U)r+D'b
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A Jacobi-itercié dtmenetmétrixa tehat By = —D~!(L + U), maga az iteracié pedig:

25D = D YL+ U)z™ + D1

Koordinatas alakban felirva:

1 n
x£k+1) = - [Zaij$§k) — b1‘| (’L = 1, 7’I’L)

Tétel: Ha az A matrix szigorian diagondlisan domindns a soraira, akkor ||By|ls < 1 (azaz konvergens a mddszer).

Tétel: Ha az A matrix szigordan diagondlisan domindns az oszlopaira, akkor ||By|1 < 1 (azaz konvergens a

médszer).

0.1.2 Csillapitott Jacobi-iteracio

Tovabbra is a Jacobi-iteraciéval foglalkozunk, csak egy plusz w paraméter bevezetésével prébaljuk finomitani a
mddszert. Tekintsitk a Dx = —(L + U)x + b egyenletet, valamint a trividlis Dax = Dz egyenletet. Ezeket rendre

szorozzuk meg w, illetve 1 — w értékekkel, majd adjuk Ossze a két egyenletet:

Dz =(1—-w)Dzx —w(L+U)x + wb

Szorozzunk D~ !-zel:

r=(1-wlz—wD ' (L+U)z+wD b= az=(1-w)—-wD (L+U))z+wD b

Ez alapjén By = (1 —w)I —wD YL+ U) és cj(w) = wD ™.
Eszrevehetéi7 hogy w = 1 esetén pont a Jacobi-iteraciot kapjuk vissza.

Koordinités alakban felirva:

(k+1) ® Wl w ,
x; =1-w)z,’ — — ajx; —bi| i=1,...,n
7 ( ) [ @i []Zl I3 ‘| ( )
J#i
Tétel: Ha J(1) konvergens, akkor w € (0,1)-re J(w) is az.

0.1.3 Gauss-Seidel iteracio

Egy masik lehetséges iteracié konstrualasanak az otlete a kovetkezo:

Az =b<= (L+D+U)r=b<= (L+D)x=-Uxr+b<=x=—(L+ D) 'Ur+(L+D)"'b

Ez az oOtlet sziili a Gauss-Seidel iteraciét, vagyis:

") = (L4 D) 'uz™ + (L4 D)~ '

Az iterdcié dtmenetmétrixa tehat Bg = —(L+D)~*U. A koordindtas alak felirasdhoz kicsit atirjuk az iterdciét:

(L + D)zt = —yz® 4 p

DD = _pp+D _ () g
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a® ) = DT La* D) L Ua®) —p]

i—1 n
1 .
x§k+l) =—— Zaiﬁ;kﬂ) + Z aijx;k) —bi| (i=1,..,n)
“ =1 j=it1

Megjegyzés: Az implementicié soran elég egyetlen x vektort eltarolni, és annak a komponenseit sorban feliilirni,

ugyanis ldthatjuk, hogy az els6 i — 1 komponenst mér az "4j”, z(*+1) vektorbdl vessziik.

Tétel: Ha A szigorian diagondlisan domindns

1. a soraira, akkor ||Bglleo < [|Blleo < 1.

2. az oszlopaira, akkor ||Bg|l1 < ||Bs|l1 < 1.

Azaz a Gauss-Seidel is konvergens, és legalabb olyan gyors, mint a Jacobi.

0.1.4 Relaxaciés médszer

A relaxéciés médszer 1ényegében a csillapitott Gauss-Seidel iteraciot jelenti. Ennek megkonstruédlasidhoz tekintsiik
az (L+ D)x = —Ux + b és Dx = Dz egyenleteket. Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve 1 — w értékekkel, majd
adjuk Ossze a két egyenletet:
(D+wL)x = (1 —w)Dx — wUzx + wb
z=(D+wLl) '[(1-w)D —wU]z+w(D+wL)"'b

Az iterdci6 tehdt: 2"+ = (D+wL) (1 —w)D — wU]z®™ +w(D +wL)~'b, ahol az dtmenetmétrix: Bg(,) =
(D+wL) ! [(1 —w)D — wU]. A koordinatés alak felirdsdhoz itt is atirjuk kicsit az iterdciot:

(D +wL)z™ Y = (1 - w)Da® —wUz® + wb
D) = — L ® D) — wUz® 1 wb + (1 — w)Dz®

20D — -1 [Ll,(kJrl) +Uz® — b] + (1 — w)z®)

i—1 n

(k+1) _ W (k1) (R _ (k) (; _

x; =T g lawxj + ‘ E_H aigT; bi| +(1—w)z;” (i=1,..,n)
j= j=i

Vegyiik észre, hogy w = 1 esetén a Gauss-Seidel iteraciét kapjuk.

Tétel: Ha a relaxdciés médszer konvergens minden kezddvektorbdl inditva, akkor w € (0, 2).

Megjegyzés: Ha w ¢ (0,2), akkor éltaldban nem konvergens a mdédszer (bar adott feladat esetén eléfordulhat,

hogy taldlunk olyan kezddvektort, amelyb6l inditva konvergél a mddszer).

Tétel: Ha A szimmetrikus és pozitiv definit és w € (0,2), akkor a relaxdciés médszer konvergens. Ennek

kovetkezménye a Gauss-Seidel iterdcié konvergencidja (w = 1 eset).

Tétel: Ha A tridiagondlis, akkor o(Bg) = o(By)?, azaz a Jacobi és Gauss-Seidel iterdcié egyszerre konvergens,

illetve divergens.
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Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit és tridiagondlis, akkor a J(1), S(1) és S(w) w € (0,2)- re konvergens,

és S(w)-ra az optimélis paraméter értéke:

wo =
1+ 1—Q(BJ)2

0.1.5 Richardson-iteracié

Legyen p € R. fgy

Ar=b<=0=—-Az+b<= 0= —pAx + pb <= x = (I — pA)z + pb

Az iterdci6 tehat 21 .= (I —pA)z*®) +pb. Az dtmenetmétrix: Brp) =1 —pA). Az r®) .= b— Az(®) vektort

maradékvektornak (reziduumvektornak) nevezziik, hiszen

2D g6 4 ) 4 () (k)

N I PN (o S I A(x(k) +p7“(k)) — pF) _pAT(k)

Tekintsiik az eléallitds algoritmusét: r(©) := b — Az(?), tovébba a fentiek miatt:

24D g () (8)

PR = (B) o Ay (R)
Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit, a sajatértékei pedig a kovetkezok:
O<m: =M< <. <\, =M

akkor p € (0, %) esetén R(p) konvergens, és az optimélis paraméter: py = ﬁ Tovabba igaz, hogy: o(Br(p,)) =

M—m
M4+m -

0.2 Spline-interpolacié

Az eddig emlitett interpolaciés médszerekben polinomokkal dolgoztunk. Lehetéség van arra is, hogy a megadott
pontrendszerre mas tipusu fliggvényt probaljunk illeszteni. Igen elonyos tulajdonsdgokkal rendelkeznek a bizonyos

folytonosséagi el6irdsoknak is megfelel, szakaszonként polinom fliggvények, a spline-ok.

l-edfoki spline: Legyen adott Q,, = {xo,21,...,x,} az [a,b] intervallum egy felosztdsa, ahol zg = a,z, = b és

1 eN. Az s: [a,b] — R fiiggvény egy l-edfoki spline az Q,-re vonatkozdan, ha:
L. S|[z_1,2y) €8y l-edfoki polinom Vk =1,..,n

2. s € C'"![a,b], tehét a teljes intervallumon (I — 1)-szer folytonosan dervidlhaté

Jelolés: s;(Qy,) az Q,-hez tartozo l-edfoku spline-ok halmaza.

Spline-interpolicié: Legyenek adottak xy, f(xg) értékek k = 0,1,..,n-re és | € N. Keressiik azt az s € ()
spline-t, amelyre s(z;) = f(z). Ehhez el6 kell dllitanunk minden intervallumra egy l-edfoki polinomot. Ha a
polinomokat az egyiitthatéikkal reprezentéljuk, akkor ez n(l + 1) ismeretlen. Az el6irt feltételek szdma: 2n in-
terpoldcids és (I — 1)(n — 1) folytonosségi feltétel, hiszen csak a belsé pontokban kell eléirni az illeté derivéltakra

vonatkozé megfelel6 folytonossdgi feltételt. Az igy kapott Gsszes feltétel darabszama (I + 1)n — (I — 1), tehét az
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egyértelmiiséghez [ — 1 feltétel hidnyzik még. Ezeket ugynevezett peremfeltételekkel adjuk meg. Pl. a harmad-
foku spline-interpoldciéhoz 2 peremfeltétel szitkséges. Ezek a kovetkezOk (ezek koziil elég egyet valasztani, mert

mindegyik 2 feltételt tartalmaz):

1. Természetes peremfeltétel: s”(a) = s”(b) = 0.
2. Hermite-féle peremfeltétel: s'(a) = s4,s'(b) = sp, ahol s, s elére megadott szdmok.
3. Periodikus peremfeltétel (ekkor feltételezziik, hogy s(a) = s(b) is teljesiil): s'(a) = s'(b) és s”(a) = s”(b)

Els6fok spline el6allitasa: Az els6foki spline eldallitdsa trivialis szakaszonkénti linedris Lagrange-interpoldciéval.

Maisodfoku spline elééallitasa: Egyetlen peremfeltétel sziikséges, legyen a kovetkezd: s'(a) = s, valamilyen s,
szémra. Az [xg,x1] szakaszon Hermite-interpoldcidval eldallitjuk azt a Hs mésodfokd polinomot, amely megfelel
az interpolécids feltételeknek és a peremfeltételnek. Az igy kapott polinom z1-beli derivéaltja meghatarozott, tehat
a folytonos derivélhatésag miatt az [z1, zo] szakaszon a bal végpontban adott a derivélt értéke. Ismét Hermite-
interpolaciét alkalmazva megkapjuk az [z1, z2] szakaszhoz tartozé polinomot. Ezt az eljardst ismételve dllithatjuk

el a méasodfoku interpolacids spline-t.

Flggvény tartéja: A supp(f) :={z € R: f(z) # 0} halmazt az f fliggvény tartdjdnak nevezziik.
Szamegyenes felosztdsa: Qo :={..., X2, T_1,T0, 21, ...Tyy, Tpp1, -

B-spline: A B,k € Z l-edfokd spline fiiggvények rendszerét B-spline fiiggvényeknek nevezziik, ha az aldbbi
feltételek teljesiilnek:

1. supp(Bik) = [Tk, Trt1+1], azaz a tartéja minimdlis

2. Bl,k(x) > 0

3. ZB“C(CU) =1

kEZ



