ELTE IK - Programtervezo Informatikus BSc
Zardovizsga tételek

4. Szamelmélet, grafok

Szamelmélet, grafok, kédolaselmélet
Halmazok, relacidk, fliggvények és miiveletek. Komplex szamok. Leszamlalasok véges halmazokon. Iranyitatlan
és iranyitott grafok, fak, Euler-és Hamilton-grafok, grafok adatszerkezetei. Szamelméleti alapfogalmak, oszthatdsag,

kongruencia, primek. Polinomok és miiveleteik, maradékos osztéas.

1 Szamelmélet

1.1 Halmazok

A halmaz (rendszer, osztdly, Osszesség, ...) elemeinek gondolati burka. Egy halmazt az elemei egyértelmiien

meghataroznak.
Alapfogalmak

e Ures halmaz
Az a halmaz, amelynek nincs eleme az Ures halmaz. Jele: § . A meghatarozottsigi axiéma alapjan ez
egyértelmii
e Részhalmaz
Azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek (A C B), haVa € A : a € B, azaz A minden elemét
tartalmazza B. A valédi részhalmaza B-nek A C B, ha A C B, de A # B, azaz B-nek van legaldbb
egy olyan eleme, ami nem eleme A-nak.
e Hatvany halmaz
Ha A egy halmaz, akkor azt a halmazrendszert, melynek elemei pontosan az A halmaz részhalmazai az
A hatvanyhalmazénak mondjuk, és 24-val jelsljiik.
- A=0,2"=90
- A= {a}, 21 = {0, {a}}
- A= {a, b}, 2leb) — {[2)7 {a}7 {b}v {a7 b}}
— 24| = 214l

Miveletek
e Unid
Az A és B halmazok unidja: AU B az a halmaz, mely pontosan az A és a B elemeit tartalmazza.

e Metszet
Az A és B halmazok metszete: AN DB az a halmaz, mely pontosan az A és a B kozos elemeit tartalmazza:
ANB={re€ A:z € B}

e Diszjunkt
Ha AN B =), akkor A és B diszjunktak.
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e Kiilonbség
Az A és B halmazok kiilonbsége az ANB = {z € A: x ¢ B}

e Komplementer
Egy rogzitett X alaphalmaz és A C X részhalmaz esetén az A halmaz komplementere az A = A’ = X\ A

e Szimmetrikus differencia

AAB = (AN\B) U (B\A4)
Tulajdonséagok

e Unid
- Aup=A
— AU (BUC) = (AUB)UC (asszociativités)
— AU B = BU A (kommutativitas)
— AU A = A (idempotencia)
- ACB<«<= AUB=8B
Metszet
- Anb=90
— AN (BNC)=(ANB)NC (asszociativités)
— AN B = BnNA (kommutativitas)

— AN A = A (idempotencia)
—ACB<+<= ANB=A
e Unib és Metszet disztributivitasi tulajdonsagai
- AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
- AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

e Kiilonbség
- AN\B=ANB
o Komplementer
~B=A
-0=X
- X=0
—ANA=10
- AUA=X
—~ACB+=BCA
- ANB=AUB
- AUB=ANB

e Szimmetrikus differencia

— AAB = (AUB)\(BN A)

1.2 Relacidk, rendezések
Alapfogalmak

e Rendezett par
(z,y) rendezett par, ha (z,y) = (u,v) <= x =u A y = v. Ezt a tulajdonsigot halmazokkal definidljuk:

(z,y) = {{z}, {=, y}}
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e Descartes-szorzat

X,Y halmazok Descartes-szorzata vagy direkt szorzata:
XxY ={(z,y):zeX,yeY}

e Binér reldcié
Egy halmazt binér reldciénak neveziink, ha minden eleme rendezett par. Ha R binér reldcié és (z,y) € R,

akkor gyakran irjuk: xRy

e Relacié
Ha XY halmazokra R C X x Y, akkor R relacié X és Y kozott.

o Lrtelmezési tartomany

Az R binér relécié értelmezési tartoméanya:
dmn(R) :={z | Jy: (z,y) € R}

o Erték készlet

Az R binér relicié érték készlete:
mg(R) :=={y | v : (z,y) € R}

e Inverz
Egy R binér relacié inverze:
R™':={(a,b): (b,a) € R}

e Halmaz képe

Legyen R binér relécid, és A halmaz. Az A halmaz képe:
R(A):={y|Fx € A: (z,y) € R}

e Kompozicio

R és S binér relaciok kompozicidja:
RoS:={(z,y) | Iz: (x,2) €S A (2,y) €R }

Tulajdonséagok
Az R egy X-beli binér reldcié (azaz R C X x X)

1. tranzitiv

Ve,y,z: (z,y) € R N (y,2) € R= (v,2) € R

2. szimmetrikus

Va,y: (x,y) € R= (y,x) € R

3. antiszimmetrikus

Ve,y:(z,y) € R A (y,2) ER=z=y

4. szigortan antiszimmetrikus

Vo,y:(z,y) € R= (y,2) ¢ R
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5. reflexiv

Vee X :(z,2) €ER

6. irreflexiv

Vee X :(x,x) ¢ R
7. trichotom
Ha minden z,y € X esetén az alabbiak koziil pontosan egy teljestil
a) x =
b) (z
c) (y
8. dichotém

Yy
Y)ER
,x) €ER

Ve,ye X : (z,y) € R V (y,z) € R
Maiés néven az elemek Osszehasonlithatéak.
Rendezések

e Ekvivalenciareldcid, osztdlyozas
X halmaz, R X-beli binér relacié ekvivalenciarelacid, ha
— Reflexiv
— Tranzitiv
— Szimmetrikus

X részhalmazainak egy O rendszerét osztalyozdsnak hivjuk, ha O paronként diszjunkt nemiires halma-

zokbol 4llé halmazrendszer, melyre UO = X

Tétel:
Egy ekvivalenciareldcié meghatéiroz egy osztalyozast. Forditva: O osztélyozasra
R=U{Y xY :Y € O} ekvivalenciareldcié.
e Részbenrendezés
X halmaz, R X-beli binér relaci6 részbenrendezés, ha
— Reflexiv
— Tranzitiv
— Antiszimmetrikus
e Teljes rendezés
X halmaz, R X-beli binér reldcié (teljes) rendezés, ha
— Reflexiv
— Tranzitiv

— Antiszimmetrikus

Dichotém

Magyarul ha egy részbenrendezés dichotém (tehét minden eleme dsszehasonlithatd), akkor (teljes) ren-

dezés.

e Szigoru és gyenge relacid, rendezés
X halmaz, RS reldcik X-beliek. Ha

xRy N x#y= xSy
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akkor S-et az R szigoritdsanak nevezziik.
Megforditva, ha
zRy V z=y=aTy

akkor T' az R-hez megfelel§ gyenge reldcié.

Megjegyzés: Tulajdonképpen a reflexivitds elvételérdl és hozzdaddsdrol van szo. Egy részbenrendezés
esetén a megfeleld szigori reldcid (szigorid részbenrendezés) tehdt irreflexiv, kévetkezésképpen szigoridan
antiszimmetrikus is. Megforditva: Eqy X-beli szigorid részbenrendezés (tran., irrefl., szig. ant.) megfeleld

gyenge reldcidja részbenrendezés.
Korlatok

e Legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximalis elem
X halmazbeli részbenrendezés (<) legkisebb (legelsé) elemén egy olyan x € X elemet értiink, melyre:
Yy € X : z < y. (Ilyen nem biztos, hogy létezik, de ha igen, akkor egyértelmii).
Hasonldan a legnagyobb (utolsd) elem olyan € X, hogy Vy € X : y < «.

z-et minimélisnak nevezziik, ha nincs nala kisebb elem, maximaélisnak, ha nincs nédla nagyobb elem.
(Szemben a legkisebb/legnagyobb elemekkel, minimalis/maximadlis elembél t6bb is lehet. Ha viszont X

rendezett, akkor legkisebb=minimaélis, legnagyobb=maximalis.)

o Alsé, fels6 korlat
X részbenrendezett halmaz, Y C X. Az 2 € X elem az Y alsé korlatja Vy € Y : z 5 y. (felsd korlétja:
Yy € Y : y < x). Lathat6, hogy = nem feltétleniil eleme Y-nak, sét az is lehet, hogy Y-nak nincs

alsé/fels6 korldtja, vagy akar tobb is van. Ha azonban z € Y, akkor egyértelmii és ez Y legkisebb eleme.

e Infimum, szuprémum
Ha az alsé korlatok kozott van legnagyobb elem, azt Y alsé hatdrdnak, infimuménak nevezziik. (Jele:
infY")
Ha a fels6 korlatok kozott van legnagyobb elem, azt Y fels6 hatdranak, szuprémumanak nevezziik. (Jele:
supY’)

o Also, fels6 hatdr tulajdonsag
X részbenrendezett halmaz. Ha V() # Y C X : Y feliilr6l korldtos és van szuprémuma, akkor felsd
hatdr tulajdonsagi. Illetve ha V@) # Y C X : Y alulrdl korldtos és van infimuma, akkor alsé hatar

tulajdonsagu.

1.3 Fiiggvények és miiveletek
1.3.1 Fiiggvények

Definicié
Egy f relacié fiiggvény, ha
@y ef Nay) ef=y=y
Miés széval minden a-hez legfeljebb egy olyan y létezik, hogy (x,y) € f
Igy minden z € dmn(f)-re az f(x) = {y}, melyet f(x) =y vagy f : z — y vagy f. = y is szoktunk jeldlni.
Ertelmezési tartomany, értékkészlet
Az f: X =Y jelolést hasznaljuk, ha dmn(f) = X

Az f € X =Y jelolést haszndljuk, ha dmn(f) C X (amikor dmn(f)C X is eléfordulhat).
Mindkét esetben rng(f) C Y.
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Injektiv

f fiiggvény kolcsondsen egyértelmii/injektiv, ha

/

f@)=y N f@)=y = z=2
Ez azzal ekvivalens, hogy f~! relaci6 is fiiggvény.

Sziirjektiv
Az f figgvény sziirjektiv, ha
YyeY:JxeX: f(x)=y

Azaz tng(f) = Y. Magyarul az f fiiggvény az egész Y-ra képez.
Bijektiv
Ha az f fliggvény injektiv és sziirjektiv, akkor bijektiv.

Indexelt csalad
Az z fiiggvény i helyen felvett értékét x;-vel is szoktuk jellni. Ilyenkor gyakran dmn(f) = I értelmezési
tartomanyt indexhalmaznak, elemeit indexeknek, rng(f)-et indexelt halmaznak, és magét az x fiiggvényt
indexelt csalddnak szoktuk nevezni.
1.3.2 Miiveletek
Definicidék
e Binér miivelet

X halmazon egy f: X x X — X fiiggvény binér miivelet.

e Unér muvelet

X halmazon egy f: X — X fiiggvény unér miivelet.

o Nullér miivelet
X halmaz, f: {0} — X nullér miivelet. (Gyakorlatilag elemkivalasztés)

Tulajdonsagok

e Legyen M, (©) binér miiveletek X-en.

1. & asszociativ, ha

Ve,y,2€X: (zMhy) dz=x0& (y &2)

2. & kommutativ, ha
Ve,ye X: z8y=y®z

3. & disztributiv a (O)-ra, ha Vz,y,z € X:
rh(y©z)=(xMdy) © (x &z) - baloldali
(y©z)Mdz=(ysdzx)© (- #zx) - jobboldali
e Legyen © binér miivelet X-en és § binér miivelet Y-on f: X — Y miivelettarté ha:

Vo, gy € X ¢ f(21022) = f(21) § f(22)

1.4 Szamfogalom, komplex szamok
1.4.1 Szamfogalom

Algebrai Strukturak
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10.

. Grupoid

G halmaz egy * miivelettel, azaz a (G, *) péart grupoidnak nevezziik.

. Félcsoport

Ha egy grupoidban a * miivelet asszociativ, akkor a grupoid félcsoport.

Monoid
Semleges elemes félcsoportot monoidnak nevezziik.
Megyjegyzés: a € G semeleges elem, haVg € G:axg=gxa=g¢g

. Csoport

Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoportrél beszéliink.

1 1 1

Megyjegyzés: g,g~' € G és & € G semleges elem, akkor a g=1 a g inverze, ha gxg ' =€ és g lxg=¢

. Abel—csoport

Ha egy csoportban a miivelet kommutativ, akkor Abel-csoport.

. Gytrd

(R,+,-) gyliri, ha az Osszeaddssal Abel-csoport, a szorzédssal félcsoport és teljesiil mindkét oldali dis-

ztributivitas.

Ha a szorzds kommutativ, akkor kommutativ gyftiri.

Ha a szorzdsnak van egységeleme, akkor egységelemes gytirii.
Integritasi tartomany

Nulloszté mentes kommutativ gytiri.

Nulloszto: x,y nulldtok kilonbozé elemek, de x -y =0

. Rendezett integritasi tartomany

R integritasi tartomany rendezett integritdsi tartomany, ha rendezett halmaz, tovabba az Gsszeadas és
Szorzas monoton.

Osszeadds monoton: x,y,z € Résx <y = z+2<y+z

Szorzds monoton: x,y € R ésxz,y >0 = z-y>0

. Test

Egy R gyfir(it, ha R\ {0} szorzédssal Abel-csoport, akkor test.

Rendezett test

Ha egy test rendezett integritdsi tartomany, akkor rendezett test.

Természetes szamok

e Peano-axiémak

Legyen N egy halmaz és a + egy N-en értelmezett fiiggvény. Az aldbbi feltételeket Peano-axiémaknak
nevezzik:

1. 0eN - 0 egy nullér miivelet N-en

2. han €N, akkor nt € N - T egy unér miivelet N-en

3. han €N, akkor n™ #£ 0 - 0 nincs a T értékkészletében

4. han,m €N, ésm"™ =nt, akkorn =m - T injektiv

5

. ha S CN,0€ 8, tovdbban e S:nt €S, akkor S =N - a matematikai indukci6 elve

o Miiveletek

— Osszeadas
k,m,n € N, akkor:

1. (k+m)+n=k+ (m+mn) - asszociativitds
2. n+0=04+n=n -0 anullelem (additiv semleges elem)

3. n+k=k+n - kommutativitdas
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4. n+k=m+kvagy k+n =k + m, akkor m = n - egyszerisitési szabdly
— SZOTrzas
k,m,n € N, akkor:
1. (k-m)-n=k-(m-n) - asszociativitds
‘n=n-0=0

-1=1-n=n -1 az egységelem (multiplikativ semleges elem)

“(m4+n)=k-m+n,illetve (m—+n)-k=m-k+n-k - disztributivitds

A T

0
n
n-k==k-n - kommutativitdas
k
k

# 0 esetén: n -k =m -k, akkor m = n - egyszerisitési szabaly

Egész szamok
Természetes szamok korében az Osszeaddsra nézve csak a nullinak van inverze, masként szélva, a kivonds
altalaban nem végezheto el.
Tekintsiik a ~ C Nx N reldciét, melyre (m,n) ~ (m’,n’), ha m+n’ = m’+n. Es vegyiik az (m,n)+(m’/,n’) =
(m+m/,n+n') dsszeaddst. A ~ reldcié ekvivalenciareldcid, az ekvivalenciaosztalyok halmazat jeloljiik Z-vel.

Z elemeit egész szamoknak nevezziik.

Az 6sszeadds kompatibilis az ekvivalencidval, {gy az egész szdmok kozott értelmezve van, és (Z,+) Abel-

csoport.

Tehat (Z,+,-) gytri.

Megjegyzés: = mivelet kompatibilis a < ekvivalenciareldcidval, ha teljesil: x < x' Ny <y = x*xy <2’ xy
Racionalis szamok

Az egész szamok korében a nem nulla elemek koziil csak az 1-nek és a —1-nek van multiplikativ inverze,

masként szolva az osztas dltalaban nem végezheto el.

Tekintsiik a Z x (Z\ {0})-n a ~ reldciét, melyre (m,n) ~ (m/,n’), ha mn' = nm’. Es vegyiik az (m,n) +

(m/,n') = (mn’ +nm’/,nn’) osszeaddst és az (m,n) - (m',n’) = (mm’,nn’) szorzdst. A ~ reldcié ekvivalen-

ciarelacid, az ekvivalenciaosztdlyok halmazat jeloljik Q-val. Q elemeit raciondlis szamoknak nevezziik.

(Q, +, -) rendezett test.

Valé6s szamok

Nincs olyan a € Q szdm, melynek négyzete 2. Tehdt nem minden szdm frhaté fel m/n (m,n € NT) alakban.
Archimédeszi rendezettség:

Egy F rendezett testet archimédeszien rendezett, ha z,y € F: Ine€N:nx >y (x> 0)

A racionélis szamok rendezett teste archimédeszien rendezett, de nem fels§ hatar tulajdonsdgu.

Egy fels6 hatér tulajdonsdgi rendezett testet a valds szdmok testének neveziink, és R-rel jeloljik. (3'R)

1.4.2 Komplex szamok

A komplex szamok sziikségét a harmadfoki egyenletek megoldaséara valé Cardano-képlet sziilte. Ugyanis abban
az esetben, amikor az egyenletnek harom kiilonb6z6 valds gyoke van, a képletben a gyokjel ald negativ szam
keriil. Fokozatosan tisztult a ”"képzetes” szamokkal val6é szamolas szabdlyai, és a trigonometrikus fliggvényekkel

val6 kapcsolat.

Definicié
A komplex szdmok halmaza C = RxR. C az (x,y)+ (2, y) = (x+a’, y+y') Osszeaddssal és az (x,y)- (¢, y) =
(za' — yy',y'x + ya') szorzdssal test. A komplex szdmok halmaza nem rendezett test, mivel (tétel alapjan)

egy rendezett integritdsi tartomdnyban z # 0 = x? > 0. (Ez azonban (0,1)? = i> = —1-re nem teljesiil).

[A komplex szdmok korében (0,0) a nullelem, (1,0) egységelem, (x,y) additiv inverze (—z, —y), és (0,0) #

(z,y) par multiplikativ inverze az (ﬁy% #yﬁ) par.]
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Valés szamok azonositasa

Mivel (z,0) + (2/,0) = (z + 2/,0) és (x,0) - (2/,0) = (xa’,0) igy az Osszes (z,0),z € R komplex szdmot
azonosithatjuk R-rel.

Komplex szamok algebrai alakja
Mivel

(z,y) = (2,0) + (y,0) -4 = x + yi
igy a komplex szdmokat a + bi algebrai alakban is {rhatjuk.

Ekkor az Re(z) = x valds szdmot a z = (z,y) komplex szdm valds részének, az Im(z) = y valds szdmot pedig
a képzetes részének nevezziik.

Konjugalt
z = x + yi komplex szam konjugdltja: Z = x — yi
Tulajdonsagai:
l. 2+w=z+4+w
2.Zw=z-w
3.z=2z2
4. z+Z = 2Re(2)
5. z—%z =1i-2Im(z)

Abszolit érték
A z = (x,y) komplex szdm abszoliit értéke: |z| = \/x2 + y?

Tulajdonségai:
1. z-z=|z2?
2. ;=15
3. |2l = 2|
4 |z w| = || - |
5. [z w| < 2] + |w|

Trigonometrikus alak

e Argumentum
z # 0 esetén az a z argumentuma V¢ € R, melyre Re(z) = |z|cos(t), és Im(z) = |z|sin(f). M4s szdval a
z argumentuma az origdbdl a z-be mutatd vektor és a pozitiv valés tengellyel bezart szoge.

e Trigonometrikus alak
A z komplex szdm trigonometrikus alakja: z = |z|(cos(¢)+i-sin(¢)

e Moivre-azonossagok

Legyen z = |z|(cos(t)+i-sin(t)), és w = |w|(cos(s)+i-sin(s)). Ekkor

z-w = |z||w|(cos(t + s) + i - sin(t + s))

z_ A (cos(t —s) +i-sin(t —s)) (w#0)

w o ful
2" = |z|"(cos(nt) + i - sin(nt)) (n € Z)

e Gyokvonas

Legyen z" = w ekkor:

Yw = {Zk = W(Cos(t—i_ikw) +sin(t+§k7)>,k =0,....,.n— 1}
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De mivel ez a jeloltés Osszetéveszthetd a valdsak kozott (egyértelmiivé tett) valds gydkvondssal. igy ezt

a jelolést nem hasznaljuk. Vezessiik be helyette a n-edik komplex egységgyok fogalmat:

2k .. 2k
ep=cos| — | +i-sin(— |, k=0,...,n—1
n n

Ezek utdn a w gyokeit a z és az n-edik komplex egységgyokok segitségével kaphatjuk meg: zeq, ..., ze,_1

1.5 Leszamlalasok véges halmazokon

Véges halmazok

e Halmazok ekvivalencidja
X, Y halmazok ekvivalensek, ha létezik X-et Y-ra képezo bijekcid.
Jele: X ~Y

e Véges és végtelen halmazok
X halmaz véges, ha In € N: X ~ {1,2,...,n}, egyébként végtelen. Ha létezik n, akkor az egyértelmdi,

és ekkor a halmaz elemszdménak /szdmossdganak nevezziik. Jele: #(X)

Skatulya elv
Ha X,Y véges halmazok és #(X) > #(Y), akkor egy f : X — Y leképezés nem lehet kolcsoniosen egyértelmi

(azaz bijekcid).
Leszamolasok

e Permutéacio

A halmaz egy permutédcidja az dnmagara vald kolesonosen egyértelmii leképezése. Az A halmaz Gsszes

Pn:ﬁk = n!

k=1

permutaciéjanak szama:

e Variacié
Az A halmaz elemeibél készithetd, kiillonb6z6 tagokbdl allé aq, as, ..., ax sorozatokat az A halmaz k-ad
osztalyt varidciéinak nevezziik. Ha A véges (#(A) = n), akkor V¥ szdma megegyezik az {1,2,...,k}-t

{1,2,...,n}-be képezd kolcsonosen egyértelmii leképezések szaméval:

e Kombinécié
Ha A halmaz k € N elemi részhalmazait k-ad osztdlyd kombindciéinak nevezziik. Ha A véges, akkor

Ck szama megegyezik {1,2,...,n} k elemfi részhalmazainak szamdval.

= (i) =

e Ismétléses permutéciéd
A = {aq,...,a,} halmaz elemeinek ismétlddései i,...,47,. (Az elemek ismétléses permutdciéi olyan
i1+ - + i, = n tagl sorozatok, melyben az a; elem i;-szer fordul el§.)

Pt — :
" ipligl- -4,

e Ismétléses variacié

Az A véges halmaz elemeib6l készithetd (nem feltétleniil kiilonbo6zé) ay, - - - , ax sorozatokat, az A halmaz
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k-ad osztalyu ismétléses varidcidéinak nevezziik.
ivk _  k
Vi=mn
e Ismétléses kombindcio

Az A véges halmaz. A halmazbdl k elemet kivalasztva, ismétléseket megengedve, de a sorrend figyelmen

kiviil hagyva, az A halmaz k-ad osztdlyu ismétléses kombinaciéit kapjuk.

i~k (nTEk-—1
= (")

Tételek

e Binomiilis tétel

z,y € R (kommutativ egységelemes gytiril), n € R. Ekkor

(x+y)" = kzn:_o (Z)xky"‘k

e Polinomidlis tétel

r,n € N és x1,x9,- - ,x, € R (kommutativ egységelemes gylirii), ekkor
(1 4+ +a)" = Z Pivingiigle g (i1, ,ir € N)
i tip=n

e Szita formula

X1, -+, X C X (véges halmaz). f az X-en értelmezett, egy Abel-csoportba képzé fiiggvény. Legyen:
S=) [
zeX

Se= > ( > f(x))

1<i1 <-<irn<k \ 2€X4 N-NXy,

és

So= Y, [l

zeEX\UL_ Xi
Ekkor
So=15—51 48— 854+ (=1)*S

1.6 Szamelméleti alapfogalmak, maradékos osztas, linearis kongruencia-egyenletek
1.6.1 Szamelméleti alapfogalmak

Oszthat6sag egységelemes integritasi tartomanyban
R egységelemes integritdsi tartomény, a,b € R. Ha 3¢ € R : a = be, akkor b osztdja a-nak (a a b tobbszorose).
Jele: bla

A b = 0-t kivéve legfeljebb egy ilyen c 1étezik.

Az oszthatdsag tulajdonsigai egységelemes integritasi tartomanyban.
e Ha bla és b'|a’, akkor bV |aa’
e Yo € R: a|0 (a nulldnak minden elem osztdja)

e Ola < a =0 (a null csak sajit magdnak osztéja)

11
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e Va € R: 1]a (az egységelem minden elem osztdja)
e bla = Vc e R: bclac

e bclac és c #0 = bla

e bla;ésc; €R, (i=1,---,j) = b\ZLlaici

e az | reldcié reflexiv és tranzitiv

Felbonthatatlan elem és primelem
0,1 # a € R felbonthatatlan (irreducibilis), ha a = bc esetén b vagy c egység (b, c € R).

0,1 # p € R prim, ha Va,b € R : p|ab esetén p|a vagy p|b

Legnagyobb kozos osztd, legkisebb k6z6s tobbszoros, relativ prim

R egységelemes integritési tartomény. ag,--- ,a, € R elemeknek b € R legnagyobb kézos osztdja, ha bla; és
b'|a; esetén V'|b. Ha b egység, akkor aq,- - ,a, relativ primek.
ay,--+ ,a, € R elemeknek legkisebb kozos tobbszorose b € R, ha a;|b és a;|b’ esetén b|b'.

Boévitett euklideszi algoritmus
Az eljards meghatdrozza az a,b € Z szdmok legnagyobb kozos osztdjat (d € Z), valamint z,y € Z szdmokat

gy, hogy d = ax + by

A szamelmélet alaptétele

Minden pozitiv természetes szdm (sorrendtdl eltekintve) egyértelmiien felbonthaté primszémok szorzataként.

Erathoszthenész szitdja
Adott n-ig a primek meghatdrozdsdhoz: Irjuk fel a szdmokat 2-t6l n-ig. Az els§ szam (2) prim, Gsszes
tobbszorose Osszetett, ezeket hizzuk ki. A fennmaradd szamok koziil az elsd (3) ugyancsak prim, stb. Az

eljaras végén az n-nél nem nagyobb primek maradnak.

1.6.2 Maradékos osztas

Legyen R egységelemes integritasi tartomény, f,g € R[z], g # 0 és tegylik fel, hogy ¢ féegyiitthatdja egység R-ben.
Ekkor

Ng,r€Rx]: f=g-q+r  (deg(r) < deg(g))

1.6.3 Horner-séma

A Horner-médszer egy polinom helyettesitési értékének kiszamitdsara alkalmas. (Ezzel egyiitt természetesen az is

eldonthetd, hogy adott ¢ érték a polinom gyoke-e vagy nem. 4-ed fok felett erre még analitikus megoldés sincs.)
A médszer lényege, hogy az egyébként f,x"+ fr_12" 14 - -+ fo polinom helyettesitési értékének kiszdmoldsdhoz

rendkiviil sok szorzasra és Osszeadasra lenne sziikség. A polinom atalakitdsaval azonban a miveletek szamét

lecstkkenthetjiik. A maradékos osztast alkalmazva:
fod" + fooax™ P fo = (fad™ T fai2™ )2+ fo
Ezt rekurzivan folytatva a kovetkezd alakra jutunk:
((fnx+ fo =Dz + frn=2)z+ )z + fo

A helyettesitési érték kiszamitdsat egy tablazatban konnyebben elvégezhetjiik.

fn fnfl fn72 fO
& fn fnc"‘rfnfl (fnc+fn71)c+fn72 f(C)

A téblazat kitoltése a kovetkezdképp zajlik:
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1. Az els6 sorba felirjuk a polinom egyiitthatéit

2. A masodik sor els§ celldjaba beirjuk az argumentum értékét.
3. A féegyiitthaté ala beirjuk 6nmagét.

4. A masodik sor celldinak kitoltésével folytatjuk

5. Az el6z6 cella elemét megszorozzuk az argumentummal

6. A szorzathoz adjuk hozza az aktudlis egyiitthatét

7. Az Gsszeget irjuk be az aktudlis cellaba

8. Folytassuk az 5. ponttal, mig el nem jutunk az utolsé celldig

Az utolsé celldba a polinom helyettesitési értéke keriil. (Ha ez nulla, akkor az argumentum a polinom gyoke. )

1.6.4 Lineéaris kongruencia egyenletek

Kongruencia

Ha a,b,m € Z és m|(a — b), akkor azt mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m (Jele: a =b mod m).

A kongruencia ekvivalenciareldcié barmely m-re. Ha a € Z akkor az ekvivalenciaosztaly elemei a+ km, k € Z

alakuak.

Maradékosztalyok
Az m € Z modulus szerinti ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik. A maradékosztalyokat elemeikkel reprezentaljuk.

(Az a elem &ltal reprezentdlt maradékosztdly @ mod m).

Ha egy maradékosztaly valamely eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik az és a maradékosztalyt

redukalt maradékosztalynak nevezziik.
Paronként inkongruens egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik.
Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalybol tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszer.

Ha maradékrendszer pontosan a redukélt maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor redukalt maradékrendszer.

Euler-féle ¢ fiiggvény
m > 0 egész szdm. Az Euler-féle p(m) fiiggvény a modulo m redukélt maradékosztdlyok szamét adja meg.

Ez nyilvan megegyezik a 0,1,--- ;m — 1 szamok kozotti, m-hez relativ primek szaméval.

Euler-Fermat tétel

m > 1 egész, a relativ prim m-hez, ekkor:

a?™ =1 mod m

Fermat tétel
Legyen p prim, és a € Z : pt a, ekkor

a*'=1 modp

Linearis kongruencia megoldasa
Keressiik az az = b mod m kongruencia megoldésait (a,b,m € Z ismert). Ez ekvivalens azzal, hogy ker-
esslink olyan z-et, melyre (valamely y-nal) ax + my = b.
Legyen d = Inko(a,m). Mivel d osztéja ax + my-nak, b-t is osztania kell, kiilonben nincs megoldds. fgy
9T+ Ty = g. Ekkor o’z + m'y = 1. A b&vitett euklideszi algoritmus segitségével olyan u,v szdmokat
kapunk, melyekkel a’u+m'v =1 (ui.: @', m’ relativ primek). Az egyenletet b’-vel beszorozva a’ub’ + m/vb' =

b =z =ub mod m’
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Linearis kongruenciarendszer megoldasa
Két linearis kongruencia esetén a megolddsok £ = a mod m és x = b mod n. A kdzos megoldashoz x =
a+my =b+nz< my—nz=>b— a egyenletet kell megoldani. Akkor és csak akkor van megoldds, ha d =
Inko(m, n) osztéja b — a-nak. Ekkor a megoldds valamely x; egésszel © = 21 mod lkkt(m, n) alakban {rhatd.

(T6bb kongruencia esetén az eljaras folytathatd.)

Kinai maradéktétel
1 < mq,---,m, € N péronként relativ primek, és ¢1,---,¢, € Z. Az x = ¢; modm; (j = 1,--- ,n)

kongruenciarendszer megoldhatd, és barmely két megolddsa kongruens mod mims---my,

2 Polinomok és miiveleteik

Definicié
Legyen R gylirti. Egy polinomot egy > fix® alakt véges Osszegnek tekintiink, ahol n € N, f; € R.
Az f, tagot a polinom féegyiitthatdjanak nevezziik.

Miiveletek

Legyen Rlx] az f = (fo, f1, ) végtelen sorozatok feletti gytiri (polinomok gyfirtije), ahol f; € R. Ekkor az
RJx]-beli miiveletek:

o Osszeadds:

f+g="(fo+g0.fr+g1,-) (f,9 € R[])

e Szorzas:

f'g:h:(h()vhlv"') (f,g,hGR[x]), ahol
hi = fig;
iti=k
Megjegyzés: Ha R kommutativ, akkor R[x] is az. Ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor R[z] is az az

(1,0,0,---) egységelemmel.

3 Grafok

3.1 Altaldnos és sikgrafok
Alapfogalmak

e Irdnyitatlan graf
Egy irdnyitatlan grif a G = (V, E, @) rendezett 3-as, ahol:
V - a csucsok halmaza
E - élek halmaza
p - illeszkedési relécié (¢ € E x V)
Ha v € p(e), akkor v illeszkedik az e élre. (v €V e € E). Egy élnek mindig két vége van
° El—, és csucstipusok
— Izolalt csics
v € V izolalt cstics, ha fle € E: v € p(e)
— Parhuzamos él
e, €’ € E élek pdrhuzamos élek, ha ¢(e) = p(¢’)
— Hurokél
e € FE hurokél, ha |p(e)] =1
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e Iranyitott graf
Egy irdnyitatott graf a G = (V, E, ) rendezett 3-as, ahol:
V - a csticsok halmaza
E - élek halmaza

¥ - illeszkedési reldcié (¢ € E— V x V)

Y(e) = (v,v'), ahol v az e él kezdbpontja, v' a végpontja.
Véges, egyszerii grafok - alapfogalmak
e Egyszeru graf
G gréf egyszeri, ha nem tartalmaz parhuzamos vagy hurokéleket
o Véges graf G = (V, E, ) graf véges, ha V, E véges halmazok.

e Szomszédsag, fok
Két él szomszédos, ha van koz6s pontjuk.
Két csucs szomszédos, ha van kozos éliik.

v € V szomszédjainak szdma a v foka. [Jele: deg(v) = d(v)]

e r-regularis grafok

G graf r-regularis, ha minden pont foka r

o Teljes graf

G graf teljes graf, ha minden él be van hiizva, més széval (|V'| — 1)-reguldris. (Jele: Ky|)
e Paros graf
G péros graf, ha V =V'UV" és V' NV" = @ (diszjunkt), valamint él csak V' és V" kozott fut.
Ha wviszont igy V' és V" kézott minden él be hizva, akkor teljes pdros grdf. (Jele: Ky, ahol n =
V'|,m = [V"])

o Részgraf
G = (V,E,p) részgrifja G' = (V',G',¢')nek, haV.CV A ECE AN oCy

e Séta, vonal, 1t
G gréfban egy n hosszi séta v-bdl v'-be egy olyan

V0, €1,V1,"** ,Un—1,€n,Un

sorozat, melyre v = vy, v = v, és v;_1,v; € @(e;)

Egy séta vonal, ha minden él legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.

Egy vonal 1t, ha minden cstcs legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.

Egy séta/vonal /it zart, ha kezdd és végpontja megegyezik, egyébként nyilt.
o Osszefiiggd graf Egy graf sszefiiggd, ha barmely két cstics kozt van .

Ez a reldcio ekvivalenciareldcio, melynek ekvivalenciaosztdlyait komponenseknek nevezzik.

o Cimkézett, Silyozott graf
G=V,E,p,Ce,ce,Cy,c,) rendezett T-es cimkézett grafot jelol, ahol C, C, tetszleges halmazok, és

ce: B — C,
c: E— C,
Ha C, = C, = R, akkor a gréifot silyozott grafnak nevezziik, és w a cstics/él siilya. (w(e) = cq(e), w(v) = c,(v))
Sikba rajzolhatdsag

Fogalmak
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e Sikba rajzolhatésag

Egy graf sikba rajzolhaté, ha lerajzolhaté gy, hogy az elei nem keresztezik egymaést.

e Topologikus izomorfia
Két graf topologikusan izomorf, ha a kovetkez6 1épést illetve forditottjat véges sok ismétlésével

egyikbdl a masikat kapjuk: Egy masodfoku cstcsot elhagyunk, és a szomszédjait osszekotjiik.

e Tartomany
Ha G graf sikba rajzolhatd, akkor a tartomdnyok az élek altal hatérolt sikidomok. (A nem korldtolt

sikidom is tartomény.)
Tételek

1. Minden véges graf R3-ban lerajzolhaté.
2. Ha egy véges graf sikba rajzolhat6 <= gombre rajzolhatd

3. Euler-tétel:
Ha a G véges graf osszefiiggd, sikba rajzolhato graf, akkor:

[El+2=|V[+|T|

4. Kuratowsky-tétel:
Egy véges graf pontosan akkor sikba rajzolhaté, ha nem tartalmaz Ks-tel, vagy K3 3-mal topologiku-

san izomorf részgrafot.

3.2 Fak

Fa

Egy gréafot fanak neveziink, ha 0sszefliggé és kormentes.

Feszit6fa
F részgrafja G-nek. Ha F' fa és csucsainak halmaza megegyezik G csicsainak halmazdval, akkor F-et a G

feszit6fajanak nevezziik.
Tételek

o Ha G egyszert graf, akkor a kovetkezo feltételek ekvivalensek:

1. G fa

2. G osszefiiggd, de barmely él torlésével mar nem az
3. Két kiilonboz6 csics kozott csak egy 1t van
4

. G kérmentes, de egy él hozzdaddsdval mér nem az
e Ha G egyszeri véges graf, akkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

1. G fa
2. G-ben nincs kor és n — 1 éle van

3. G Osszefiiggd és n — 1 éle van

Iranyitott fa
Olyan fa, melyre: Jv € V : d~(v) =0 és Vo' £ v : d~(v') = 1 (Egy csiscs befoka 0, a tobbié 1)

Tovabbi fogalmak:
e r € V,d (r) =0 csiicsot gydkérnek nevezziik
e v’ cstcs szintje a 7, v’ 1t hossza
o (v,v') € ¢(e), a v szlilgje v'-nek, v’ gyereke, v-nek.

e v levél, ha dT(v) =0

16



PTI BSc Zdrovizsga tételek 4. Szamelmélet, grafok

3.3 Euler- és Hamilton-grafok
3.3.1 Euler-graf

Euler-vonal
Az Euler-vonal olyan vonal v-bél v’-be a grafban, amelyben minden él szerepel. Ha v = v’ akkor ezt a vonalat

Euler-korvonalnak is szokas nevezni. Euler-vonallal rendelkezé grafot Euler-grafnak nevezik.
Tétel

Egy 0sszefiiggd véges grafban pontosan akkor létezik Euler-korvonal, ha minden csics paros fokda.
3.3.2 Hamilton-graf

A Hamilton-it egy olyan it v-bdl v'-be a gréfban, mely minden csticsot tartalmat. Ha v = v’ akkor ezt az utat

Hamilton-kornek is szokds nevezni. Hamilton-uttal rendelkezé grafot Hamilton-grafnak nevezik.

3.4 Grafok adatszerkezetei

Grafok szamitégépes reprezentacidjahoz legtébbszor lancolt listakat, vagy matrixokat szoktak hasznalni. A lancolt

listak inkdbb ritka grafokra, mig a matrixok siiri grafok esetén gazdasdgosak.

Illeszkedési matrix
G = (V, E, ) irdnyitott graf esetén a grafot egy A = {0, 1, —1}"*™ matrix segitségével tudjuk reprezentdlni,

ahol V.= {vy, - ,v,}, és E = {e1, -, en}. Ekkor a mitrix egyes elemei:

1 ha v; kezdépontja ej-nek
aj; = ¢ —1 ha v; végpontja e;-nek
0  kiilénben
Ha G nem irdnyitott, akkor a;; = |a, ;|

Csucsmatrix

A fenti jelclésekkel iranyitott esetben B € Z™*", ahol b;; a v;-b6l v;-be mend élek szadmét jeloli.

Ha G iranyitatlan, akkor b;; v; hurokéleinek szdma, egyébként b;; a v; és v; csticsok kozotti élek szdma.
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