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4.1 Kédolaselmélet

1 Kodolaselmélet

1.1 Betilinkénti kédolas

A kodolas a legaltalanosabb értelemben az iizentek halmazanak egy masik halmazba vald leképzését jelenti.
Gyakran az tlizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibél alkotott sorozattal adjuk meg. FEkkor az lizenetet
felbontjuk elére rogzitett olyan elemi részekre, hogy minden iizenet egyértelmiien eléalljon ilyen elemi részek
sorozataként. A kdédoldshoz megadjuk az elemi részek kédjdt, amelyet egy szétar tartalmaz. Az ilyen kddolast
betlinkénti kédoldsnak nevezziik.

A kédolandé tizenetek egy A dbécé betlii, és egy-egy betii kédja egy mdsik, B dbécé (kéddbécé) betiiinek felel
meg. Tegyiik fel, hogy mind két abécé nem iires és véges.

Egy A abécé bettiibdl felirhaté szavak halmazat AT-szal jeloljiik, mig az iires széval kiterjesztettet A*-gal.

Ez alapjan a betlinkénti kédolast egy ¢ : A — B* leképezés hatdrozza meg, amelyet kiterjeszthetiink egy
P A* — B* leképezéssé, aldbbi médon: Ha ajas...c, = a € A, akkor a kédja (o) = p(a1)p(az)...o(as).
Nyilvén ha ¢ nem injektiv (vagy az lires szé benne van az értékkészletében), akkor a ¢ kédolds sem injektiv, azaz

nem egyértelmiien dekédolhaté. Emiatt feltehetjiik, hogy ¢ injektiv, és BT-ba képez.

1.2 Shannon- és Huffman-kéd
Alapfogalmak

e Gyakorisag, relativ gyakorisag, eloszlds

Az informaécioforras n lizenetet bocsajt ki. A kiilonbo6z6 {izeneteket jeldljik aq, -+ , ap-mel. a; lizenet
ki-szer fordul eld, melyet gyakorisdgnak nevezziik. Az a; relativ gyakorisdga a p; = k;/n. A p1,--+ ,pm

szdm m-est az tizentek eloszldsdnak nevezzik. (3 /-, p; = 1)

e Informaciétartalom
Az a; lizenet egyedi informdcidtartalma I; = —log,.p;, ahol r > 1 az informdcié egysége. (r = 2 esetén
az egység a bit).

e Entrépia

Az lizenetforras altal kibocsdtott atlagos informécidtartalmat nevezziik entrépidnak:
m
He(p1,-++ ,pm) = — Y_ pilog,pi
i=1

e Prefix, szuffix, infix

Legyen a, 8, € A szavak. Ekkor az afvy szénak « prefixe, 8 infixe, v pedig szuffixe.
o Kédfa

A betiinkénti kédolashoz egyértelmiien adhaté meg egy szemléletes irdnyitott, élcimkézett fa. Legyen
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@ : A — B* a betlinkénti kdodolas. Készitsiink el egy olyan fit, melynek a gyokere az iires szé és ha
B=ab (b€ B)-re, akkor a-bdl hizddjon olyan él S-ba, melynek b cimkéje van. Ekkor minden azonos
hosszil sz6 egy szinten lesz. Azokat a csucsokat, melyekbél minden b € B cimkével vezet ki él teljes

csucsnak nevezziik, kiilonben csonka csticsok.
e Prefix kdd, egyenletes kéd, vesszos kod
A p: A — BT injektiv leképezés altal meghatrozott 1 : A* — B* betiinkénti kédolds
1. felbonthaté (egyértelmiien dekédolhatd), ha 1 injektiv
2. prefix kéd, ha ¢ értékkészlete prefixmentes.
3. egyenletes kéd (fix hosszisdgn), ha ¢ értékkészletében minden elem megegyezd hosszi
4. vessz6s kéd, ha 39 € BT vessz8, hogy ¥ szuffixe minden kédszénak, de sem prefixe, sem infixe

semelyik kédszénak.

. Atlagos sz6hosszisag
Legyen A = {ay, - ,a,} a kédolandé 4bécé. Az a; kédjanak hossza ;. Ekkor | = S pili a kéd
atlagos széhosszusaga.

e Optimalis kod
Ha egy adott elemszamu abécével és adott eloszlassal egy felbonthaté betlinkénti kod atlagos széhosziisaga

minimaélis, akkor optimalis kédnak nevezziik.

Shannon-kéd
Shannon kéd egy optimélis kéd (r elemszamu dbécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovetkezd médon
allitunk el6.
1. Rendezziik a betiiket relativ gyakorisagaik alapjan csokkend sorrendbe.

2. Hatarozzuk meg az [y, - - - , 1, szbhosszusdgokat a kovetkezé mddon:

rol < py <l

3. Osszuk el az dbécé elemeit az egyes helyiértékeken.

Példa:
Legyen a kédébécé a 0,1, 2 halmaz, az kédolandé betiik és gyakorisdgaik pedig a kovetkezdk:
a b c d e f g h i j
0,17 | 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
A relativ gyakorisdgok rendezése utan:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Hatarozzuk meg szohosszisagokat. Az f, a, h és ¢ esetében: 372 = r=b < p; < r=b*!l = 371 Teh4t azok
széhosszusdga 2. A tobbi esetben is igy jarunk el:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5
Ezek alapjan f kédszava a 00, a kédszava a 01, h-hoz a 02 tartozik, mig c-hez 10. A j-hez ezek utdn 11

tartozna, de mivel az 3 hosszt, igy 110. A kdédszavak tehéat a kovetkezdképp alakulnak:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5
00 01 02 10 | 110 | 111 | 1120 | 1121 | 1122 | 12000

A kédfat 1. dbrén lathatjuk.
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abra 1: Shannon-kéd példa kodfaja

Huffman-kéd

A Huffman-kéd is optimaélis kéd (r elemszdmu dbécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovetkezé médon

allf

1.

tunk elo.

Rendezziik a betiiket relativ gyakorisagaik alapjan csokken6 sorrendbe.

2. Annak érdekében, hogy csak egy csonka cstcs keletkezzen

m=n modr—1

kongruencidnak teljesiilnie kell, ahol m az egyetlen csonka cstcs kifoka. Ami ekvivalens azzal, hogy

m =2+ ((n—2) mod r —1). Tehdt osszuk el n — 2-t r — 1-gyel, és {gy m a maradék+2 lesz.

3. Az elsd 1épésben a sorozat m utolsé betiijét Gsszevonjuk (1 jelolést/betiit adunk neki), és ennek a relativ

gyakorisaga a tagok relativ gyakorisdganak Gsszege lesz. Rendezziik a sorozatot. Ezen 1épés utan mar a
betilik szama kongruens r — 1-gyel, igy a kovetkezd redukcids 1épésekben mindig teljes csticsokat tudunk

késziteni.

4. Az utolsé r betiit vonjunk Ossze, helyettesitsiik egy 1j betiivel és relativ gyakorisdg legyen a relativ

gyakorisagok Osszege.

5. A 4-beli redukciés 1épést addig ismételjiik mig r» db bet{i nem marad. Ekkor rendre minden betithéz a

kédabécé egy-egy bettijét rendeljiik.

6. Ha redukélt elemmel taldlkozunk szétbontjuk, majd az 6 elemeihez is a kédédbécé betiiit rendeljiik, de

konkatenaljuk az el6zdével.

7. A 6-beli 1épést addig ismételjiilk mig marad redukalt elem.

Példa:

A Shannon-kédndl 1dtott forrdst kédoljuk be ugyantgy {0, 1,2} kéddbécével.

a b c d e f g h i j

0,17 | 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
Rendezziik relativ gyakorisag szerint:
f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Osszuk el n — 2-t r — 1-gyel: 10 —2 =4 % (3 — 1) + 0. Igy m a maradék+2, azaz m = 2. Az utolsé m betfit

Osszevonjuk, és rendezziik a sorozatot:

f a h c j i (g,e) | b d

0,

310,17 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,03 | 0,02 | 0,02

Innentdl kezdve minden redukcids 1épésben az utolsé r db azaz 3 betiit vonjuk Gssze:

f la | h | ¢ | j |((ge)bd] i

0,

310,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 0,07 0,06
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Ezt addig ismételjiik, mig r darab betd marad:
(ahe) | £ | (.((ge),b,d),i)
0,47 | 0,31 0,22

A szétbontas alapjan a 2. abran lathaté fat tudjuk Gsszeallitani.

abra 2: Huffman-kéd példa kodfaja

Ezek alapjan a kédtabla:

betli | gyakorisag | kod
f 0,31 1
a 0,17 00
h 0,17 01
c 0,13 02
j 0,09 20
i 0,06 22
b 0,02 211
d 0,02 212
g 0,02 2100
e 0,01 2101

1.3 Hibajavité kodok, kédtavolsag

Hibakorlatozé kédolas
A hibakorlatozé kdédokat két csoportba sorolhatjuk: hibajelzé és hibajavité kédok. Mindkét esetben az
tizenetekhez kédszavakat rendeliink, amik alapjan az atvitel soran keletkezd hibdkat kezelni tudjuk. Ha az
tizenet konnyen ismételhet6 hibajelz6, ha nehezen ismételhetd hibajavité kédot alkalmazunk. A hibakorldtozo

kédokndl mindig azonos hosszisagi kédszavakat hasznalunk.

Kédok tavolsaga, sulya
A kédabécé u és v szavanak Hamming-tavolsdga d(u,v) az azonos poziciéban levd, eltérd jegyek szdma. A

Hamming-tavolsag rendelkezik a tavolsag szokasos tulajdonsagaival, vagyis Vu, v, z:

e d(u,v) >0

o du,v) =0 <= u=v

e d(u,v) = d(v,u) - szimmetria

e d(u,z) < d(u,v) + d(v, z) - hdromszog egyenlétlenség

A kéd tévolsdga d(C) = m;n d(u,v) (u,v € C)

Amennyiben az A kédabécé Abel-csoport a 0 nullelemmel. Ekkor egy u sz6 Hamming-silya (w(u)) a széban

szerepl6 nem nulla elemek széma. Ekkor a kdd silya w(C) = m;g)lw(u)
u



PTI BSc Zdrovizsga tételek 4.1 Kédolaselmélet

Hibajavité kéd
Amikor egy olyan szét kapunk, ami nem kdédszé, a hozza legkisebb Hamming-tdvolsagu kédszéra javitjuk.
A K kéd t-hibajavitd, ha egy legfeljebb t helyen megvaltozott kédot helyesen javit. A K kéd pontosan
t-hibajavito, ha t-hibajavit, de nem ¢ + 1-hibajavité.

Megjegyzés: d minimdlis tavolsdgi kdd esetén d/2-nél kevesebb hibdt biztosan egyértelmien tudunk javitani.

Hamming-korlat
Egy g elemii &bécé n hosszi szavaibdl all6 C kéd t-hibajavité. Ekkor barmely két kédszora a téliink legfeljebb

t tavolsagra 1évo szavak halmazai diszjunktak.

Mivel egy kddszotdl j tavolsdgra pontosan (;‘)(q —1)7 s26 van, {gy a Hamming-korlat a kédszavak szaméra

adott ¢t-nél: ,
n .
#0) Y (-1 <
Amennyiben egyenléség 4ll fent tokéletes kédrol beszéliink.

1.4 Linearis kédok

Definicié
A véges test és A" linedris tér. Minden K < A" alteret linedris kédnak nevezziik. Ha az altér k dimenzids,

a kéd tavolsaga d és #(A) = ¢, akkor az ilyen kédot [n, k, d], kédnak nevezziik.

Egy lineéris kédnél feltessziik, hogy kédolandé iizenetek K* elemei, azaz a kédédbécé elemeib6l képzett k-asok.

Generatormatrix

K véges test feletti [n, k, d], linedris kédolast valasszuk egy (kolcs6ndsen egyértelmii) linedris leképezésnek:
G:KF— K"

Ezt egy matrixszal, az igy nevezett generatormatrixszal jellemezhetjiik.

Polinomkdédok
Egy linearis kéd esetén az tizeneteket megfeleltethetjiik F, (g elemi véges test) feletti k-nél alacsonyabb foki
polinomoknak.
(ag, a1, ,ap_1) = ag + a1x + - + ap_ "1
Legyen g(x) rogzitett m-edfokd polinom. A p(z) polinomot (iizenet) g(x)-szel szorozva linedris kédolést
kapunk (mivel a p — pg kolcsonosen egyértelmil). Ekkor a kédszavak hossza n = k + m. Az ilyen tipusi

linedaris kédolast polinomkédolasnak nevezziik.

Megjegyzés: Feltehetjik, hogy g(z) fépolinom (egyitthatdja egység), illetve a konstans tag nem nulla (ha nulla

lenne, a szorzatban kiesne a konstans tag, igy a kédban a nulla indexd betd soha nem hordozna informdcidt)

CRC - Cyclic Redundancy Check
Ha egy polinomkédban g(x)|z™ — 1, akkor ciklikus kédrol beszéliink. Ekkor, ha agag -« - an,—1 kddszo, akkor

Ap_10Q * * * Gp_o 18 az, mivel:
-1 -1
p-1+apr+ -+ an2x""" = z-(ag+ax+-ap_12"" ") —ap_1(az" — 1)

oszthaté g(x)-szel.

A CRC az Fy feletti ciklikus kédokat foglalja magédba. Csak hibajelzésre alkalmas, a kédolas a kovetkezo:
Vegytik p(z)z™ = (0,0, ,0, @Gm, Gma1,- - ,an_1). Ezt osszuk el g(x)-el maradékosan. p(x)z™ = q(z)g(x)+
r(z). Ekkor a kédszé legyen: p(z)z™ — r(x) = q(z)g(z), amely oszthaté g(z)-szel és magas fokszdmokon az
eredeti iizenet betiii helyezkednek el. A vett sz6 ellendrzése egyszerii: Megnézziik, hogy oszthaté-e g(x)-szel,

ha nem, hiba toértént.



