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5. Valoszinliségszamitasi és statisztikal alapok

Diszkrét és folytonos valészintiségi véltozok, nagy szamok torvénye, centralis hatareloszlas tétel. Statisztikai

becslések, klasszikus statisztikai prébék.

1 Kolmogorov-féle valosziniiségi mezo6

(Q, A, P) harmas, ahol:

Q nem iires halmaz, eseménytér, w elemi esemény.

A Q részhalmazainak egy rendszere, A C 2, A € A események, A o-algebra.

o-algebra:

1.

Qe A

2. Ac A= A=0\Aec A
3. A, As... E-A:U;.ilAiEA

P : A — [0,1] halmazfiggvény, valészinliség, amelyre P(Q2) =
(A,L' . Aj = @,Z 7é ]) Al,Ag... S A eseményekre P(Ufil A,) = Z

1,P(A) > 0,YA € A-ra, paronként kizard
= P(A).

3

2 Diszkrét és folytonos valdszintiiségi valtozok

o Valdszindségi vdltozd: € :  — R mérhetd fiiggvény, azaz amire {w : {(w) < 2} € A, Vz € R, ahol A az

eseménytér () részhalmazainak egy rendszere. (w € ) elemi esemény).

o Valdszindségi vdltozd eloszldsa/eloszldsfiigguénye: Fe(x) = P(€ < x), Vz € R.

Tulajdonsagai:
1. 0< Fe(x) <1
2. monoton névo
3. balrdl folytonos
4. lim Fe(z) =0, 1l>m Fe(z) =1

Tr—r—00

2.1 Diszkrét valésziniiségi valtozok

Ertékkészlete legfeljebb megszamlalhatéan végtelen, azaz {z1...2y...} elemekbdl 8ll. Ekkor eloszldsa: py := P(§ =
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Név Ertelmezés Eloszlas EX D?X
indikétor Egy p valdészinliségli | P(X =1)=p P p(1—p)
Ind(p) esemény  bekovetkezik-e | P(X =0)=1—1p
vagy sem.
geometriai (Pas- | Hanyadikra  kovetkezik | P(X = k) = p(1 — p)k~1 % 1p_2p
cal) be  eldszor egy p | k=1,2...
Geo(p) valdsziniiségii esemény.
hi triai | Visszatevés kiili | P(X = k) = LD 0k) M| Mg My n-l
ipergeometriai isszatevés nélkiili 6 ny | Ny ~ =
Hipgeo(N, M,n) | mintavétel. k=0,1,...,n
binomidlis Visszatevéses mintavétel. | P(X = k) = (Q)pF(1 — | np np(l — p)
Bin(n, p) p) "
k=0,1,...,n
negativ bi- | Hényadikra  kovetkezik | P(X = k) = (*Z})p(1— | 2 L
nomislis be n. alkalommal egy p | p)¥—"
Negbin(n,p) valdszintliségli esemény. k=nn+1,..
Poisson Ritka esemény. P(X=k)= %e‘k A A
Poi()\)

2.2 Folytonos valdszintiiségi valtozok

Egy £ valészintliségi valtozo6 abszolit folytonos, ha létezik olyan f(x) fliggvény, amelyre F'(z

f(x) stiriségfigguény. (F(x) pedig az eloszlébfiiggvény)

= [*_ f(t)dt. Tlyenkor

Miésik megfogalmazds: Va < b-re P(a < & < b) f f(t)dt, Fe(x) = P(£ < x) = hm Pla<¢&b) f f@)
Stirtiségfiiggvény tulajdonsigai:
1. f(z) = F'(x)
2. f(z)>0
3. ffooo f(z)dr =
Név Eloszlasfiiggvény Stirtiségfiiggvény EX | D*X
0 r<a 1 <b
R < _a 2
egyenletes = a<x<b bma OST - “Ter (b12)
4 0 otherwise
E(a,b) 1 b<u
1—e x>0 A-e e x>0 L 1
exponencialis ] ’ 1 =
0 otherwise 0 otherwise
Exp())
(x—m)?
normalis le T2 zreR m o2
N(m,o?)
:D2
standard normalis O(x) = \/%6*7 zeR 0 1
N(0,1%)
A~ 167)\95 >0
gamma { (l)“(a) " x = a °
I, \) otherwise
2.3 Fogalmak
o Konvolucio: X,Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok, konvolicidjuk az X +Y v. v.
o Figgetlenség: P(&1 < @1,...,&n < an) = [/, P(& < x;) vagy diszkrét esetben: P(&)x1,....&, = Ty) =

[T=, P(& = )



PTI BSc Zdrovizsga tételek 5. Valoszinliségszamitdsi és statisztikai alapok

Varhato érték: (Q, A, P) valésziniiségi mez6, X : Q@ — R valdszinliségi véltozé, EX = fQ XdP, ha ez
létezik. Diszkrét esetben EX = ), x) - pi, ha abszolit konvergens. Abszolit folytonos esetben EX =
[75 @+ f(z)dz, ha abszolit folytonos.

o Szordsnégyzet: D*°X = E((X — EX)?) = EX? — E?X

o [. momentum: EX' = fQ z!dP, ha létezik.

e Szdrds: DX =+ D?X

e Kovariancia: cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = E(XY) — EX - EY. Ha cov(X,Y) = 0, akkor X és
Y korreldlatlan. (Megjegyzés: ha két v.v. fiiggetlen, akkor cov(X,Y) = 0, vagyis korreldlatlanok; illetve
cov(X,X) = D?X.)

o Korreldicio: R(X,Y) = cjgv)g(D,);)’ két v.v. linedris kapcsolatdt méri. R > 0 — pozitiv, R < 0 — negativ;

R%2 ~1— erbs, R? ~ 0.5 — kozepes, R? ~ 0 — gyenge.

3 Nagy szamok torvénye

3.1 Gyenge torvény

X1, Xy, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < oo.
p(Ftats g >g) - 0 (n — 00) Ve > 0-ra (sztochasztikus konvergencia).

3.2 Erds torvény

X1, Xy, ... fiiggetlenek, azonos eloszldstiak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < .
bt s (n — 00) 1 valészintiséggel.

Megjegyzés: Csebisev-egyenlStlenséggel bizonyitjuk. (7‘;—; — 0 (n = 0))

3.2.1 Csebisev-egyenl6tlenség

EX véges.
Ekkor P(|X — EX| > \) < 22X
Megjegyzés: Bizonyitdas Markov-egyenl6tlenséggel.

3.2.2 Markov-egyenl6tlenség

X >0,c¢>0.
Ekkor P(X >c¢) < £X

- C

3.3 Konvergenciafajtak

&, — &, vagyis € konvergens.

sztochasztikusan: ha Ve > 0-ra P(|§, —&| > ¢€) = 0 (n — 00).

e 1 valdszindséggel (majdnem mindenditt): ha P(w : {,(w) — &(w)) = 1.

LP-ben: ha E(|&, —&[P) = 0 (n — o0) (p > 0 rogzitett).
o eloszldsban: ha Fy (z) — F¢(z) (n — 00) az utébbi minden folytonosségi pontjaban.

Kapcsolataik: 1 valészintiségii és LP-beli a legerésebb, ezekbdl kovetkezik a sztochasztikus, ebbdl pedig az eloszlasbeli.
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4 Centralis hatareloszlas tétel

X1, X, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < oo.

Ekkor W — N(0,1) (n — 00) eloszldsban, azaz P(W <z)—= P(x) (n — 0).

5 Statisztikal mezo

(Q, A, P) hdrmas, ha P = {Py}yeco és (Q, A, Py) Kolmogorov-féle valszinliségi mezs Vi € O-ra.

5.1 Fogalmak
o Minta: § = (&1,...,6n) : @ — E € R, (& valdsziniiségi valtozo)
e Mintatér: =, minta lehetséges értékeinek halmaza, gyakran R™, Z".
e Minta [realizicidja]: x = (a1, ..., Tn), konkrét megfigyelés.
o Statisztika: T : = — RF.

o Statisztika alaptétele: (Glivenko-Cantelli-tétel) &1, &s, ... fliggetlen, azonos eloszldsi F eloszldsfiiggvénnyel.
Ekkor az F, tapasztalati eloszlasfiiggvényre teljesiil, hogy sup__ . o0 [Fn(z) — F(z)] = 0 (n — o0) 1

valdszintiséggel.

6 Statisztikail becslések

(Q, A, P) statisztikai mez6, ¥ € ©, Py(&1 < 21, ...,&, < zpn) = Fy(z)

T(&) a v becslése, ha T : R" — ©.

T(€) a h(V) becslése, ha T : R™ — h(O).

Torzitatlansdg: T(€) torzitatlan becslése h(¥)-nak, ha FyT(§) = h(9) VI € ©.

Aszimptotikusan torzitatlan: T(§) aszimptotikusan torzitatlan a h(1)-ra, ha EyT(§) — h(9) (n — oco) V¥ € ©.

A T torzitatlan becslés hatdsosabb T torzitatlan becslésnél, ha Dl%Tl < ngTg Vi € ©.

Hatéasos, ha minden mas torzitatlan becslésnél hatdsosabb. Ha van hatasos becslés, akkor az egyértelmi.

Py(§ = diszkr.
o Mazimum-likelihood becslés: Likelihood fliggvény: L(9,z) = (€ =2) LSZRT
fﬁé@) absz. folyt.
H?:1 Py(& = ;) diszkr.
[Ty fo.e (i) absz. folyt.

U a ¥ ismeretlen paraméter maximum-likelihood becslése, ha L(1§, §) = maxyee L(V,§).

Fliggetlen esetben: L(¥,z) = {

o Momentum-mddszer becslés: 9 = (91, ..., 9%), &1, -y Eny . momentum: M;(9) = Epél, tapasztalati [. momen-
~ n l
tum: M; = Li;l &
9 a ¥ momentum mdédszer szerinti becslése, ha megoldésa az M;(9) = M;, | = 1..k egyenletrendszernek.

7 Hipotézisvizsgalat

Feltesziink egy hipotézist, és vizsgaljuk, hogy igaz-e. Elfogadjuk vagy elutasitjuk. Lehet paraméteres vagy nem
paraméteres, vizsgalhatjuk varhaté értékek, szordsok egyeziségét, értékét, teljes eseményrendszerek fliggetlenségét.
Tlleszkedésvizsgalattal megallapithatjuk, hogy a valészintiségi valtozdk adott eloszlasfiiggvényiiek-e, homogenitasvizsgalattal
pedig azt, hogy ugyanolyan eloszlasi-e két minta.

Hy: nullhipotézis, ¢ € ©¢; Hy: ellenhipotézis, ¥ € ©1; © = Oy O;.

Eqgy- és kétoldali vizsgalat: Kétoldali ellenhipotézisnél a nem egyezbséget tessziik fel, egyoldalinal valamilyen

relaciét. Kétoldalinal a préba értékének abszoliut értékét vizsgaljuk, hogy az elfogadasi tartomanyon belil van-e,
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ekkor példdul az u-prébanal az adott hibaszazalékot meg kell felezni a szamitashoz, hiszen a ® fliggvény szim-

metrikus az y tengelyre.

o Statisztikai préba: Z = Z.|JE (diszjunkt halmazok) elfogaddsi és kritikus tartomény. Ez a felbontds a

statisztikai préba. Ha a megfigyelés eleme a kritikus tartomanynak, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, ha

1 €
nem eleme, akkor elfogadjuk. T'(z) = . ‘ k
0 otherwise

o Elséfaji hiba: Hy igaz, de elutasitjuk. Valdszintisége: Py(§ € Eg), ¥ € Oy.

o Madsodfaji hiba: Hp hamis, de elfogadjuk. Valészintisége: Py(§ ¢ Zg), ¥ € ©y.
Az a cél, hogy ezek a hibdk minél kisebbek legyenek. Egymaés karara javithaté a két valdsziniiség, ha a

megfigyelések szama rogzitett.

e Prdba terjedelme: « a préba terjedelme, ha Py(§ € i) < a, ¥ € Oy.

a a proba pontos terjedelme, ha supyce, Po(§ € Zx) = a.

8 Klasszikus statisztikai prébak
e u-proba: Feltételezziik, hogy a minta normaélis eloszldsi (& ~ N(m,0?)), i = 1..n, és hogy a szérés ismert.

— Egymintds: A nullhipotézis az, hogy a varhaté érték megegyezik-e egy konkrét értékkel (myg), masképpen
fogalmazva azt vizsgédljuk, hogy a mintabeli dtlag nem tér-e el szignifikdnsan mg-t6l. Tehat Hy : m = my,
és kétoldali esetben H; : m # myg, egyoldaliban pedig példaul Hy : m > mg vagy Hy : m < myg.

Az u-préba értéke: u = \/ﬁ@ Ha igaz a nullhipotézis, akkor ez kozel standard normélis eloszlast.
¢ hibavalészintiséggel vizsgdljuk a hipotézist, ehhez szitkségiink van a ®(u;_.) = 1 — ¢ értékre.
Kétoldali esetben Ho-t elutasftjuk, ha |u| > u1_¢, és elfogadjuk, ha |u| <wu;_¢.

Egyoldali esetben u > uj_. (jobb) és u < uj_. (bal) esetét vizsgdljuk, ezen esetekben utasitjuk el Hy-t.

— Kétmintds: Itt a feltételek a kovetkezék: & ~ N(mi,0%), i = 1.n és nj ~ N(ma,03), j = 1L.m. A
szordsok szintén ismertek. Hg : mq = ma, és u = \/% Hy : my > mo, ez a fels (jobb?) oldali,
s et
Hy : my < mg pedig az alsé (bal?) ellenhipotézis.
e {-proba: Ennél a probanal nem ismert a szérds, viszont ugyanigy normalis eloszlast feltételeziink, mint az
u-prébanal. & ~ N(m,0?), i = 1..n.
£—mo

Vi

tapasztalati szérasnégyzet, amit a mintabdl szamithatunk ki. (Megjegyzés: n helyett n — 1-gyel osztunk

— Egymintds: Hy : m = mg. Ellenhipotézis az u-prébdhoz hasonléan. t = /n , ahol o2 a korrigélt

a képletben.) Ez az érték t-eloszldsi Hy esetén, ami n— 1 szabadsdgfoki. Mas néven szokds ezt a prébat
Student-prébénak is nevezni.
— Kétmintds: & ~ N(my,0%),i=1..nés n; ~ N(ma,03), j = 1.m. Ez esetben sem ismert a széras, vis-

nm(n+m—2) £-7 )
Y (6624 (n;—1)?

zont feltételezziik, hogy a két minta szérdsa megegyezik. Ekkor ¢, 1,2 =

n +m — 2 a proba szabadsagfoka.

e f-proba: Két minta esetén hasznalhaté. Ez a proba szorasok egyezdségének vizsgdlatara alkalmas, tehat itt
Hy : 01 = 0o. Ha a két minta szérdsnégyzete megegyezik, akkor a hanyadosuk 1-hez tart. f,—1m—1 =

2 2
max(Zk, 23). A két szabadségi fok koziil az elsd az f szamlaléjdhoz tartozé minta elemszama —1, a mésodik

2 1

a nevezdjéhez.

o Welch-proba: Mas néven d-préba. Hasonld, mint a kétmintas t-préba, de itt a szérésok egyezségét nem kell

feltenni. Szabadségi foka bonyolult képlettel szamithato.

o szekvencidlis probak: V, = H}C;g‘g = é;%g fo a nullhipotézis szerinti striiségfiiggvény, fi az ellenhipotézis

szerinti. Adott egy A és egy B érték, A < B. Ha V, > B, akkor elutasitjuk Hy-t, ha V, < A, akkor
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elfogadjuk, és ha A < V,, < B, akkor 1j mintaelemet vesziink.
Stein tétele szerint N 1 valészinliséggel véges. N = min{n : V,, < AVV, > B}.

e Mindség-ellendrzés: ni elemet néziink, c¢; < ¢ és c3 hatarértékek. Ha X; < ¢p, akkor elfogadjuk Hy-t, ha
X1 > ¢, akkor elutasitjuk. Ha ¢; < X7 < co, akkor megnéziink no elemet, és ha X; + X5 < c3, akkor szintén

elfogadjuk Hp-t. A varhaté mintaelemszam méri a hatékonysagét.

o \Z-préba: Hy : Ay, ..., A, teljes eseményrendszer. P(A;) = p;,i = l.n, v; a gyakorisdg. Ha teljesiil a
nullhipotézis, akkor “* ~ p;.
=3 % Ez x? eloszlasd, aminek r — 1 szabadsigfoka van. r az Osszeadott csoportok szama.
(Megjegyzés: ha tul kicsi lenne 1-1 csoportban a gyakorisdg, akkor azokat Gsszevonjuk.)
x2-prébat hasznalhatunk illeszkedés-, homogenités- és fiiggetlenségvizsgalatra is. (Megjegyzés: mas képlet

van mindhez.)
o FEgyéb probdk:

— Kolmogorov—-Szmirnov-préba: 2 tapasztalati eloszlasfiiggvény megegyezik-e (homogenitasvizsgélat), vagy
1 minta esetén megegyezik-e valamilyen eloszlasfiggvénnyel. D, , = max, |F,(z) — Gn(z)|. X; F
eloszlésfiiggvénnyel, Y; G-vel. Hy : F = G.

— FEldjel-proba: Hényszor teljesiil, hogy valami pozitiv.

— Wilcozon-préba: (rangstatisztika), P(X >Y) = % tesztelésére Gsszeszamoljuk, hogy hany parra teljesiil,
hogy X; > Yj.



