1. tétel

Sorozatok, sorok, fiiggvények hatarértéke és folytonossaga
Leindler — Schipp - Analizis 1. kényve + jegyzetek, kidolgozasok alapjan

Szamsorozatok, vektorsorozatok konvergencidja
Def.: Szdmsorozatok értelmezése:
A természetes szamok halmazén értelmezett fiiggvényt sorozatnak nevezzik.

Ha a szoban forgd fliggvény értékkészlete R-nek egy részhalmaza, akkor valds

szamsorozatrdol, ha C-nek egy részhalmaza, akkor komplex szamsorozatrol szokas

besz¢lni.
Az olyan sorozatokat amelyek értékkészlete R" (n-dimenzios euklideszi tér) egy

részhalmaza R"-beli vektorsorozatoknak nevezzik.

Az a sorozattal az n[IN szamhoz rendelt értéket a sorozat n-edik tagjanak, vagy a
sorozat n helyen felvett értékének nevezziik.

Def.: Az olyan sorozatot, amelynek értékei azonos értelmezési tartomannyal rendelkezd
fliggvények, fiiggvénysorozatnak nevezzik.

Def.: Korlatossag

Akkor mondjuk, hogy az a =(a,) valés vagy komplex szamsorozat feliilr6l (alulrol)
korlatos, ha létezik olyan K (k) szdm, hogy minden n[IN indexre fendll az | a, | < K

egyenldtlenség, azaz:

(KU R hogy UnlN a, < K (LkLJR hogy [InlIN k<a,). A K (k) szamot a sorozat felsd

(also) korlatjanak nevezziik.
Def.: Az (a,) valds szamsorozatot konvergensnek nevezziik, ha 1étezik olyan AR

valdos szdm, hogy ennek minden €>0 sugarti kornyezetéhez Iétezik olyan nolIN

kiiszobindex, hogy a sorozat minden ny-nal nagyobb vagy egyenld indexii a, tagja benne
van az A szam € sugaru kornyezetében, azaz

LALR, hogy [e>0 valos szamhoz Uno[I N, hogy [In>n, indexre |a,-Al<€.

Tétel: Ha az (a,): N—R sorozat konvergens, akkor egyetlen olyan ALIR szam létezik,

amelyre a konvergencia (elozé def.) teljesil. Ezt az A szamot az (a,) sorozat
hatarétékének nevezzik: lim a, := A (n - o)

Def.: Ha az (a,) sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.
Def.: Normalt tér
Az (X, ||.|[) normalt tér, ha

1. X linearis tér R felett
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2. ||l X -R fiiggvény, melyre:

a) |[[x|>0 (OxUX)
b) xUX:|x||=0 < x=0
c) [OxOX, OALR esetén ||Ax|| = Alx]|

d) Ox,yUX esetén [[x||+[[y[=][x+y]|

Def.: Az (R", ||.||) normalt térben az (a,): N - R" vektorsorozat konvergens, ha

LLOR" : e>0 valos szamhoz [Ing[JN, hogy [In>n, indexre ||L-a,/[<€.
Belathato, hogy normalt terekben barmely két norma ekvivalens, ezért a definicioban
mindegy, hogy melyik normat hasznaljuk.

Def.: Az olyan konvergens (a,) szdmsorozatot, amelyre lim a, = 0, nullsorozatnak
vagy zérussorozatnak nevezziik.

Def.: Tagabb értelemben vett hatarérték

Akkor mondjuk, hogy valos (a,) szamsorozatnak +o (-0) a hatarértéke, ha barmilyen
PUR szamhoz van olyan NUN, hogy minden n>N indexre a, >P (a, <P).

Def.: Tetszdleges €0 szamra a K(+0):= (1/€, +00) ( K¢(-00):= (-00,-1/€) ) halmazt a +oo
(-00) 1/ € kezdOpontu (-1/€ végpontl) “koérnyezetének” nevezziik.
Def.: Sorozat limesz szuperiorja és limesz inferiorja

Tetszoleges a=( a,) valos szamsorozatra legyen
lim a, = lim sup a,:=

. ha a feliilr6l nem korlatos, akkor +oo
. kiilonben lim A,

lim a, = lim inf a,:=
. ha a alulr6l nem korlatos, akkor -oo
. kiilénben lim B,, ahol

A=sup { a : k=n,n+1,n+2, ...}

B, =inf { ax : k=n,n+1,n+2, ...} L

Tétel: Legyen a=( a,) egy valds szamsorozat. Ekkor tetszéleges K< lim a (k>lim a)
szamnal a-nak végtelen sok tagja nagyobb (kisebb) és minden L>lim a (1 < lim a)
szamnal a-nak csak véges sok tagja nagyobb (kisebb).

Az a sorozatnak akkor és csak akkor van hatarértéke, ha lim a = lim a = lim a.

Monoton sorozatok

Def.: Az a =(a,) valés szamsorozatot novekeddnek (csokkendnek) nevezziik, ha minden
n[IN indexre a, < a,i (a, > a,+1). Ha minden n természetes szamra a, < ani; (an > an1)

teljesiil, akkor az (a,) sorozatot szigoran novekeddnek (szigortan fogyonak, vagy
szigorian csOkkendnek) nevezziikk. A ndvekedd vagy csokkend sorozatokat tagabb



értelemben monoton, a szigoruan ndvekedd vagy csokkend sorozatokat szigoriian
monoton sorozatoknak nevezzik.

Jelolések: (a,) M -szig. monton névé, (a,) ¥V -szig. monoton fogyd, (a,) 7 - monoton
novo, (a,) N - monoton fogyd

Tétel: Ha az (a,) valos szamsorozat monoton ndvekedd (fogyo), és korlatos, akkor

konvergens, ¢s
lim a, = sup a, (lim a, = inf a,)

Biz.: Legyen sup a, =: A. Ekkor — a fels6 hatar értelmezése alapjan — minden n[N

szamra a, < A és tetszlleges €0 szamhoz létezik olyan NLIN, hogy ax >A-£. Mivel

(an)monoton ndvekedd, azért minden n >N indexre is a, >A-€ teljesiil. Azt kaptuk tehat,
hogy
Oe>0 [NON On >N A-e< a, <A,
ez pedig azt jelenti, hogy lim a, =A.
Monoton csokkend sorozatra analog modon bizonyithato.

A végtelen numerikus sor fogalma és konvergencidaja

00

Legyen a=(a,) egy valos vagy komplex szdmsorozat. Az a,;+a,+ as... = ) a, (ezentul

n=1

csak: Ya,) szimbolumot (“formalis végtelen Gsszeget”) végtelen numerikus sornak,
vagy végtelen szdmsornak nevezziik. Az a, szamot a Y a, sor n-edik (vagy altalanos)
tagjanak nevezziik.

Def.: Az s, = a;tar+...+a, (n[IN) egyenldséggel értelmezett (s, ) sorozatot az ) a, sor

részletosszegei sorozatanak nevezzik.

Def.: Akkor mondjuk, hogy Ya, sor konvergens, ha részletosszegeinek sorozata
konvergens. A s, részletosszegek sorozatinak hatarértékét a Ya, sor Osszegének
nevezzilk. Ha az (s,) sor divergens, akkor azt mondjuk, hogy a }a, végtelen sor
divergens.

Tétel: Cauchy-féle konvergencia-kritérium

A Ya, sor akkor és csak akkor konvergens, ha [1e>0 szdmhoz létezik olyan NLIN, hogy
minden n= m= N indexre [Sy-Sm-1| = |[am + am+1 T ..., <E.

1. kovetkezmény: Ha a } a, sor konvergens akkor (a,) nullsorozat.

2. kovetkezmény: Ha a } a, sor abszolut konvergens, akkor egyben konvergens is.

Def.: Akkor mondjuk, hogy > a, sor abszolut konvergens, ha } |a,| sor konvergens.

Pozitiv tagu sorok

Def.: Ha minden n természetes szdmra a, >0, akkor a Y a, sort pozitiv tagi sornak
nevezzik.



Ilyen sorok részletosszegeire nyilvan
Sh— artaxt...ta, < ajtayt...ta, Tan =Sn+
teljesiil, azért a pozitiv tagl sorok részletdsszegeinek sorozata monoton novekedd.

Tétel: Pozitiv tagu sor akkor és csak akkor konvergens, ha részledsszegeinek sorozata
korlatos.

Legyen Ya, és )b, pozitiv tagh sorok és tegyiik fel hogy a, < b,. Ekkor e sorok
részletdsszegeire nyilvan 0 < s, :=a;+a,+...+a, < bitb,+...+b, =:t, teljesiil. Ennek alapjan
(t.) korlatossagabol (t.), sorozat korlatossaga is kovetkezik és megforditva, ha (s,) nem
korlatos, akkor (t,) sem'lehet korlatos.

Ezzel az észrevétellel és az el6zo tétellel adodik az Gn. pozitiv tagh sorokra vonatkozé
Osszehasonlité kritérium: Legyen 0<a,<b,. Ekkor, ha a } b, sor konvergens, akkor } a,
is konvergens, €s ha a ) a, sor divergens, akkor } b, is divergens.

Azt a tényt, hogy a ) a,pozitiv tagl sor konvergens, a > a, < oo szimbdlummal jeldljiik.
Gyok- és hanyados-kritérium

Cauchy-féle gyokkritérium: Ha a Ya, sorra lim “/|a,| <1, akkor Ya, abszolut

konvergens, lim "/|a,| >1 akkor S a, divergens. (lim "/|a,| =1 hatarozatlan eset)

Biz.: Tth. lim "/|a,|<1 és tekintsiink egy olyan q szdmot, amelyre lim"/|a,|<q<1 teljesiil.
Ekkor a felsd hatarérték ismert tulajdonsaga miatt "/ |a,|< q, vagy ami ezzel ekvivalens |a,|
< ¢" (0<g<1) majdnem minden n-re. Innen a korabban emlitett 6sszehasonlitd kritérium
alkalmazasaval azt kapjuk, hogy ha | a,| < q" majdnem minden n-re és 3 q" < oo, akkor az
> a, abszolut konvergens.

Ha lim "/|a,>1 a felsé hatarértékre vonatkozé tétel szerint “]a,/>1 végtelen sok n-re.
Ebbdl kovetkezik, hogy |a.| >1 is végtelen sok n-re teljesiil, azért (a,) nem zérussorozat,
kovetkezésképpen  a, divergens.

D’Alambert-féle hanyados kritérium: Tegyiik fel, hogy a  a, sor tagjaira, a, Z0.

+ Halim|a,.|/|a. | <1 akkor ¥ a, sor abszoliit konvergens, ha pedig

e lim|a,|/|a, | >1, akkor ) a, divergens.

 lim|a,i}/|as | € 1 < lim|a,.|/|a, | hatdrozatlan eset.
Biz.: Tegyiik fel eldszor, hogy lim|a,.|/|a, | <1 és legyen q olyan szam, amelyre lim|a,.|/|
a, | <q<1. Ekkor a felsd hatarérték tulajdonsaga alapjan létezik olyan NLIN index, hogy |

an+|<lan:1]+q (rLIN). Ha a most kapott elsé n egyenl6tlenséget 6sszeszorozzuk, akkor az

lansi]<[ans2| -.. |anm| < |an|+ans] ... |anmei|+q"

egyenlOtlenséget kapjuk, ahonnan egyszeriisités utan |anw|<|ax|-q" adddik. Innen a mar
korabban emlitett 6sszehasonlitd kritérium alapjan az allitas elsé része kovetkezik.

Legyen most lim|a,.|/|a, | >1 és valasszuk a q szamot Ugy, hogy lim|a,.|/|a. | >q>1
teljesiiljon. Innen — az also hatarérték ismert tulajdonsdga alapjan — kdvetkezik, hogy van



Máté
Strikeout

Máté
Insert Text

Máté
Typewriter
s_n

Máté
Typewriter


olyan NUN szdm, hogy minden r[IN indexre |an|>|an:-1[>]an+|, vagyis az (|a,|) sorozat a N

indextdl kezdve monoton névo. Innen kdvetkezik, hogy lim a, # 0, ezért ) a, divergens.

Leibniz-tipusu sorok
Def.: Legyen 0<a,.; <a,. Ekkor a > (-1)"" a,
n=1

(tn. valtakozo6 eldjelit) sort Leibniz-tipust sornak nevezzik.
Tétel: A Leibniz-tipusu sor akkor és csak akkor konvergens, ha lim a, = 0.

(Biz.: Leindler-Schipp — Analizis I. 77. oldal, ha kéritek leirom kézzel)

A hatvanysor fogalma

Legyen x, xo [JK és a =(ay, ai,..., an,...) (aJK) egy tetszéleges sorozat. Az
Ao+ a5 (X-Xo) T a2(X-X0)* + ... + an(X-X0)™+... = ¥ an(X-X0)" (¥)
n=0

alaku végtelen sort hatvanysornak nevezziik. Az a; (1 =0,1,2,...) szamokat a hatvanysor
egyiitthatoinak, az x, szdmot a hatvanysor kézéppontjanak, az x-et pedig a hatvanysor
valtozojanak szokds nevezni.

Cauchy-Hadamard —tétel:
Tétel: Legyen
R:=
e 0,halim"/]a,| = +oo
»  +oo, halim"/|a,|=0
«  1/lim"/]a,|, kiilonben.
Ekkor a
Kr (x0):= {x UK : |x- Xo| <R}
halmaz pontjaiban az (*) sor abszolut konvergens, |x- xo|>R esetén pedig divergens.

Biz.: Legyen el6szor |x- Xo|<R és alkalmazzuk a Cauchy-féle gyokkritériumot a (*) sorra.
Mivel

lim™/ |an(x- Xo)"| = [X- Xo| lim"V |a,| =|x- Xo| /R<I,

azért ) |a| [X- Xo|" konvergens. Ezzel a tétel elso allitasat igazoltuk.
n=0

Ha |x- xo>R, akkor — ismét alkalmazva a gyokkritériumot — azt kapjuk, hogy

lim™/ Jan(x- Xo)"| = |x- Xo/R>1



kovetkezésképpen ebben az esetben (*) valoban divergens.
A Kg (x¢) kornyezetet az (*) hatvanysor konvergencia tartomanyanak, az R-et pedig
a konvergencia sugaranak nevezik.

Kovetkezmények:
1) Ha R a (*) hatvanysor konvergencia sugara ¢és O0<r<R, akkor a }|a.r" sor
konvergens. 0

2) Ha valamely x; [JK pontban a (*) hatvanysor konvergens, akkor [xo- x;|<R.

Vektor-vektor fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Def.: Az f R" - R™ (n, m>0) fiiggvény folytonos a [J D¢ pontban, ha
0 e>0 [®>0: Ox [ Ks(a)n Dresetén f(x) [ Ke(f(a)).
Def.: Legyen f J R" - R™ (n, m>0) fliggvény és folytonos az a U Dy pontban. Azt
mondjuk, hogy [im f hatarérték, és lim f=L [IR", ha
0 e>0 [B>0: Ox O (Ks(a)\{a})n Dresetén f(x) O K¢(L).
Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai:
K=r0OC
Def.: A H halmazt zart halmaznak nevezziik, ha barmely, H elemeibdl alkotott
konvergens sorozat hatarértéke is H-hoz tartozik.

Def.: Akkor mondjuk, hogy a K valamely H részhalmaza kompakt, ha H korlatos ¢s zart

halmaz.
Tétel: Ha HLIK; kompakt €s f: H - K, folytonos fiiggvény, akkor Ry (a fv. értékkészlete) is
kompakt.

* Heine — tétel

Def.: Akkor mondjuk, hogy az flIK; - K, fiiggvény a HLID; halmazon egyenletesen
folytonos, ha

Oe>0 [>>0 Ox,y[: [x-y|<d:[f(x)-f(y)|<E€.
Heine — tétel: Ha HUIK, kompakt halmaz és és f: H - K, folytonos fliggvény, akkor f

a H halmazon egyenletesen folytonos.
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e Weierstrass-tétel

Weierstrass-tétel: Ha HUK kompakt halmaz és f:H - R folytonos fiiggvény, akkor

f-nek van maximuma és minimuma.

* Az inverz fiiggvény folytonossdaga
Tétel: Legyen H,[IK; kompakt, f:H, — H,[IK; pedig egy folytonos bijektiv leképezés.
Ekkor az f':H, - H; fliggvény is folytonos.

Bolzano — tétel

Bolzano — tétel: Legyen [a,b][IR és f:[a,b] - R folytonos fliggvény. Ekkor f minden f(a)
és f(b) kozé eso értéket felvesz, azaz ha pl.: f(a)<f(b), akkor
OcO(f(a),f(b)) CEU(a,b): f(§) =c.
Ez a tétel egyszerli kovetkezménye a kovetkezd lemménak:
Lemma: Ha a ¢:[a,b] - R fiiggvény folytonos és §(a)<0<¢(b), akkor van olyan §[l(a,b)

szam, hogy ¢(§)=0.



