2 - Differencialszamitéas, integralszamitas és alkalmazasaik. Készitette: S.R.

Vektor-Vektor fligguények differencidalhatosdga:

Totalis derivalt: Az f € R" — R™ fv. derivalhat6 az a € intD; pont-
ban, ha létezik L € a(R™, R™) lineéris leképezés, melyre

lim \ [|f(a+h)—f(a)—L(W|| __
(h,—>0) s ||h||a =0

Megjegyzés: A derivalhatosag ténye fliggetlen a norméak megvélasztasatol.

Derivalt-matrix:

A derivalhatosag ekvivalens atfogalmazasa:

Az f € R* — R™ fv. derivilhat6 az a € intDy pontban, ha létezik A € R™*"
matrix, melyre

lim \ ||f(a+h)—f(a)—Axh|| __
(h0) Tl =0

f'(a) = A -t derivaltmétrixnak nevezziik. Belathato, hogy ha egy fv. de-
rivalhat6 az a pontban, akkor folytonos is.

Parcidlisan f € R — R fv.-ek derivdltja:

Parcialis derivalt:

Legyen f € R" — R fv., a € intD; és tekintsiik az e;,...e, € R" kano-
nikus egységvektorokat. Az f fv.nek létezik az . valtozd szerinti parcialis
derivaltja, ha:

o Flik(a)>t— f(a+txe;) fv-re: F € D(a). Ekkor az i. derivalt:
e b, f(a):= F(a)

Derivalt-matrix elGallitasa parcialis derivaltakkal:
Legyen f € R" — R™, a € intDy,

S
f=|...|:fieR"—=R
Jn

koordinata fiiggvény. Ha f € D(a), akkor
51f1 (a) 62f1 (CL) 5nfl (a)
f'(a) = e R
Nfm(a) dofm(a) ... Onfm(a)
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a derivalt matrix (Jacobi matrix).
Belathato, hogy ha léteznek és folytonosak a parcialis derivaltak egy pont-
ban, akkor abban a pontban a fv. totédlisan derivalhato.

Vektor-vektor fv.ek derivalédsa:

Halmaz belsé pontja:
A 0# A C R halmaz bels6 pontja a € A, ha létezik 0 > 0 : ks(a) C A.
Jele: intA :=a € Alletezikd > 0: ks(a) C A

Differencialhatosag:
Az f € R — R fv. differencidlhato az a € intDp pontban, ha létezik és véges
a

(Jm ) (Lethl=t@)y —. f(q) hatérértek,

melyet az f derivaltjanak hivunk. Belathato, hogy a derivalhatosiagbol kovetkezik
a folytonossag.

Differencialasi szabalyok:
Legyenek f,g € R — R, a € intDyNintD, és t.fh. f,g € D(a). Ekkor:

1. f+tgeDa)és (f£9)(a) = f(a) £ 4(a)
2. frge Dla)és (f+g)(a) = fa)*gla)+ fla) *g'(a)
3. Ax feD(a)és (Ax f)(a) =X f'(a)

4. g(a) # 0 esetén 5 € D(a) és (g)l(a) = f’(a)*g((c;)(;)];ga)*g’(a)

Osszetett fiiggvény derivaltja:
f,g € R—> R, Q, C Dy, g € D(a) és f € Dg(a). Ekkor (fog)'(a) =
f'(g(a)) * g'(a)

Inverz fiiggvény derivaltja:
T.th f:(a,b) = RT, folytonos és f € D(§) és f(§) # 0. Ekkor

Létezik f~1és f~1€ D(n) és f(§) =nés (f~1)(n) = f’}é) = f’(fil(n)



Kozépérték tételek:

e Rolle k.érték tétele:
T.fh. fe R— R. Ha

— f€Cla,b]
— f € D(a,b)
— fla) = f(b)
Ezekbdl kovetkezik, hogy létezik £ € (a,b) : f'(§) =0

e Cauchy k.érték tétele:
Legyenek f,g € R — R fv-ek és t.f.h:

o f7 g € C[CE, b]
o f7 g € D(CL, b)
— barmely x € (a,b) : ¢'(x) #0
— g(a) # g(b)
Ezekbol kovetkezik, hogy letezik ¢ € (a,b) : £ ggjg ((a; - Jg”gg

e Lagrange k.érték tétele:
Legyen f € R — R és t.f.h:

- f€Cla,b
- fGD(CL,b)

Ezekbél kovetkezik, hogy létezik € € (a,b) : f/(€) = LU=

Kozépértéktételek alkalmazasai:

e Belathato, hogy konstans derivaltja 0.

e Ha f,g € R — R fv.ekre f' = ¢, akkor f = g+ ¢(c € R) azok csak
konstansban kiilonbéznek.

Differencidlszamités alkalmazésai:
Szélssértékek keresése:

e Az f C R — R fv.nek lokalis szélsGértéke van az a € intDs pontban,
ha az f'(a) = 0 és a derivaltfiiggvény elGjelet valt.



o Az f € R" — R™ fv.nek lokalis szélsGértéke van az a € intDy pontban,
ha Hasse-méatrix pozitiv vagy negativ definit.

Riemann integral

Primitiv fiiggvény:

Az I C R intervallumon értelmezett f : FF — R fv.nek primitiv fiiggvénye
F:I— R, ha F e D(I)és barmely i € I : F'(i) = f(3).

Riemann integralhatosag:

Az f :[a,b] — R korlatos fiiggvény Riemann integralhato az [a,b] interval-
lumon, ha a Darboux féle integralokra: L.(f) = I*(f).

Jele: f € Rla,b], az integralja: fabf(x)dx

Parcialis integréalas tétele:
T.fh.

e f.ge€ D(I), x € I rogzitett,

e ' x g fv.nek létezik primitiv fiiggvénye. Ekkor f * ¢’-nek is létezik
primitiv fiiggvénye: [ fxg = fxg— [f'*g

Integralés helyettesitéssel:
T.fh.:

e g:I - R:ge D)
o létezik J e R:Q € J
e f:J — R fv-nek létezik primitiv fiiggvénye.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy f o g * ¢-nek is van primitiv fliggvénye:

Jo(fog)xg = [ f*g

Newton-Leibniz formula:
Legyen f: I — R. T.fh:

o f € Rla,b

e f-nek van primitiv fiiggvénye: F



A fentiekbdl kivetkezik, hogy:

Alkalmazasok:

o Fv.-ek alatti teriilet kiszamitasa (pl. fizika).
e Sikidomok teriiletének kiszamitasa.

e R™ -beli gérbék ivhosszédnak kiszamitasa.



Differencidlszdmitas, integralszamitas ¢s alkalmazésaik (kieg.)

Iranymenti derivalt
fe R"—>R, aeintDy, e=R", ||e||=1, IK(0)cR, a+tee D; (te K(0))
foa: K(0)>R, f..(t)=f(atte)

Def.: Azt mondjuk, hogy az f az a-ban az e irany mentén derivalhato, ha f. ,(t)e D(0).
Jelolés: 0 .f(a) = (f..)'(0)
Tétel: fe R">R, fe D(a) =30.f(a) VeeR", |le[=1 és O.f(a)=f(a)-e = <f'(a),e> = <grad f(a), e>
Megjegyzés: Az R"—R tipusu fliggvények esetén az f'-t gradiensnek is nevezziik. Jelolése: grad f
Specialis eset: e = ¢;= (0,0, ..., 1, ..., 0) — j. dik valtozo
]
A parcidlis derivalt egy specialis iranymenti derivalt.
Teriilet, ivhossz, térfogat, felszin

Gorbe alatti teriilet:
fx) és g(x) fiiggvénygorbék, valamint az x = a és x = b egyenesek altal hatarolt sikidom tertilete:

[17@) - o(a) e

fvhossz:
Ha az f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumon differencialhatd, és f(x) ugyanitt folytonos, akkor a
fiiggvénygorbe hosszusaga az adott intervallumon:

[ Virr@ra

Ha az x tengelyre forgasszimmetrikus test palastjanak a tengellyel parhuzamos ivét a folytonos f(x)
figgvény irja le, akkor a forgastestnek a tengely [a,b] szakaszéra eso térfogata:

f Az
Felszin:

Ha az x tengelyre forgasszimmetrikus test paldstjanak a tengellyel parhuzamos ivét a folytonos f{(x)
fiiggvény irja le, akkor a tengely [a,b] szakasza koriili palast felszine:

b —_—
o [ Fy/1+ [F(0)fde

Térfogat:



