5. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
numerikus megoldasa

Gauss-eliminéacio, szorzatfelbontésos modszerek, iteracios modszerek, leg-
kisebb négyzetes modszerek.

5.1. A linearis egyenletrendszerek alapproblé-
maja

A e R b e R" Keressiik x € R™-et, hogy Az = b. A linearis algebra-
bol tudjuk, hogy F'A~1 < |A| # 0. Ekkor a cél = A~'b meghatarozésa.

5.1.1. Lemma. Alséhdromszdég-mdtrizok (felséhdromszdg-mdtrizok) szorzata,
illetve inverze alschdromszég-mdtriz (fels6hdromsziog-mdtriz).

5.2. Linearis algebrai alapfogalmak

5.2.1. Definicié (Pozitiv definitas). Legyen A (szimmetrikus) mdtriz, x
vektor a megfeleld méretekkel. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:

A pozitiv definit A pozitiv szemidefinit

Vo #0: 2T Az >0 Vo :azT Az >0

i=1,...,n:|A]>0 V{ir,..., i} C {1,...,n} :
|Aiy i) >0

VAi(A) >0 YAi(A) >0

A negativ definitds analog mdodon definidlhato.
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5.2.2. Definicié (Ortogonalis matrix). Ortogondlis mdtriznak nevezink
eqy QQ mdtrizot, ha oszlopvektorai paronként merdlegesek (skaldrszorzatuk 0).

5.2.3. Definicio (Sajatérték). Adott A mdtriznak u # 0 sajdtvektora, ha
A € R, hogy Au = M. Ekkor \-t a mdtriz sajatértékének hivjuk.

5.2.4. Definicié (Spektralsugar). Az A mdtriz spektrilsugara a sajatér-
tékei minimuma. Jele: r(A) = min? ; (\i(A)).

5.3. Gauss-eliminacid, szorzatfelbontasos mod-
szerek

5.3.1. Gauss-eliminacié és LU-felbontas

A Gauss-eliminécio segitségével a fenti alakra hozott linearis egyenlet-
rendszerek oldhatok meg. A Gauss-eliminécio célja precizen megfogalmazva
egy LU szorzatfelbontas képzése, ha ez lehetséges.

A Gauss-eliminéci6 targyalasiban A alatt mindig R™*"-beli matrixot ér-
tiink.

5.3.1. Definicié (LU-felbontas). Egy A mdtrix A = LU felbontdsdt LU -
felbontdsnak nevezzik, ha:

e L alsohdromszég-mdtriz és fodtlojaban csupa 1 taldlhato,

o U felséhdromszog-mdtriz.

5.3.2. Tétel (Az LU-felbontas unicitasa és egzisztenciaja).

e Ha eqy mdtriznak létezik inverze (|A| # 0), akkor legfeljebb eqy LU -
felbontdsa adhato.

e Ha
E=1,...,n—1:]|A| #0,

akkor A-nak létezik LU -felbontdsa.

A modszernek haromféle megkozelitését targyaljuk:

Készitette: Bogndr Balint 2011. jintus 14.
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Elemi moédszer: az elemi modszerben sorcserékkel és sorok skalarszorosa-
nak masik sorhoz valo hozzaadasaval (egyenl§ egyiitthatok modszere)
alakitjuk ki a fels6haromszodg-alakot. Ebb6l L mér egyszertien megha-
tarozhato.

Oszloponkénti eliminalas: alkalmas alsbharomszég-matrixokkal A-t bal-
r0l szorozva egy-egy oszlop eliminalhato.

Elemenkénti eliminalas: alkalmas méatrixokkal balrél szorozva elemenként
is haladhatunk az eliminéaléssal.

5.3.3. Definicié (Eliminaciés matrixok). Legyen
R™"™ 5 Ly(v) = [ +v- e,

illetve
R™™ 3 Ly(a)=1+a-e-ei.

A k-adik 1épésben valasszuk a matrix aktudlis allapotaban a k-adik osz-
) . o e el ge 1l (k)
lop minusz egyszeresét a felsé k elem ,kinullazasaval” (jelolje ezt v, ') az

eliminacios matrix generalé vektordnak. Ekkor igaz a kdvetkezd allités:

5.3.4. Tétel (Oszloponkénti eliminacid).

A= Ll(vgl))_l, . 7Ln_1(v(n_l))_1 U,

n—1

tovabba
A=Li(—oWM),. .. Ly (—0"Y) - U

n—1

Mivel minden L; alschdromszog-mdtriz, ezért szorzatuk, illetve inverzeik
szorzata s az.

5.3.5. Megjegyzés (Elemenkénti eliminacié). Az elemenkénti elimind-
ci0 a kéovetkezd formaban formalizdlhato:

(k+1) _ (k) Qg (k)
Ak
(k)
. Qg
aij = ——45-
Ak

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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Gauss-Jordan modszer

A Gauss-eliminéci6 egy varidansa a Gauss-Jordan modszer. A Gauss-eliminacio
soran kialakulo U matrixbol (példaul felfelé haladé kikiiszoboléssel) még el
kell allitani az egyenletrendeszer megoldasat ad6 diagonalis matrixot.

A Gauss-Jordan médszer 1ényege, hogy egy lépésben nem csak a fGatlo
alatti, hanem az a folotti elemeket is elimindlja, igy n—1 lépésben kialakul az
egyenletrendszer megoldasa. Ehhez csak kicsit kell modositani az eliminacios
métrixokat.

Hatékonysag. Bar elsg pillantasra tgy tiinhet, a megoldas elGallitasara
a Gauss-Jordan moédszer miiveletigényét tekintve faradtsdgosabb a Gauss-
eliminacional.

A Gauss-eliminaci6é invaridns tulajdonsagai

A Gauss-eliminaci6 soran a matrix egyes tulajdonsigai megmaradnak a
»jobb als6” munkamatrix-részeken. Ezek:

e szimmetria,
e pozitiv definitéas,
e diagonalis dominancia,

e profil (sav).

5.3.2. LDU-felbontas

Az LU-felbontas egy variansa az LDU-felbontas. Célunk, hogy U-ban is
egyesek szerepeljenek a f6atloban, ezeket tehat  kiemeljiik”.

5.3.6. Definicié (LDU-felbontés). Legyen D € R™" diagondlis mdtriz.
Ekkor az LU-felbontds alapjin A = LD(D'U) képezhetd gy, hogy U =
DU diagondlis elemei 1-esek legyenck.

5.3.3. LDIL-felbontas

5.3.7. Tétel (LD L-felbontas). Ha A szimmetrikus mdtriz, akkor LDU -
felbontdsdban U = LT, azaz a felbontds felirhaté A = LDLY alakban.

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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5.3.8. Tétel (Cholesky-felbontas). Ha A még pozitiv definit is, akkor LD L-
felbontdsdban D fédtiobeli elemei mind pozitivak. Ekkor képezhetd VD, hogy
(VD)? = D, igy A = (LVD)(LVD)" = LL". Ezt Cholesky-felbontasnak
nevezzik.

5.3.9. Megjegyzés. A Cholesky-felbontisban L fédtldgjaban mdr nem biztos,
hogy csak 1-esek szerepelnek.

5.3.4. () R-felbontas

Ehhez a szorzatfelbantashoz keresiink ) ortogonalis és R felsGharomszog-
matrixot, melyekre A = QR.
A felbontasnak haromféle modszere terjedt el:

1. Gram-Schmidt modszer,
2. Householder-médszer,

3. Jacobi-forgatas.

Gram-Schmidt moédszer

A moédszer el6szor a Q = AR kiszamitasat tiizi ki célul a Gram-Schmidt
ortogonalizacios eljaras segitségével. Lépései

1. tegyiik fel, hogy (z;)} vektorrendszer linearisan fiiggetlen,

2. Gram-Schmidt eljarassal alakitsuk ki a megfelel§ ortogonéalis rendszert:
(y:)7, legyen az ebbdl képzett matrix Qo,

3. Ry f6atlojaban legyenek egyesek, tobbi elemét pedig adjak az ortogo-
nalizacios eljaras egyiitthatoi, ekkor A = Qo Ry,

4. normaljuk Qo-t egy D diagonélis matrix segitségével (D elemei Q) meg-
felel§ oszlopainak normai), ekkor A = (QoD)(D ™' Ry), ezzel megkaptuk
a felbontast.

5.

5.3.10. Tétel (Gram-Schmidt ortogonalizacios eljaras). Az eljdrds célja
eqy linedrisan fiiggetlen vektorrendszerhez azonos alteret kifeszitd, ortogondlis
vektorrendszer konstrudldasa. Ehhez az

i—1

Yi = Ti — Zcijyj

J=1

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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képletet haszndlhatjuk, ahol az ortogondlis tulajdonsdgot biztosito eqyiitthatok:

Cki =
< ykhxk >

Householder-modszer

Ez és a kovetkezd (forgatésos) modszer a ,modernebb” (azaz numerikusan
hatékonyabb), QT A = R megkdzelitésbdl vizsgalja a feladatot.

5.3.11. Definicié6 (Householder-matrix). Legyen ||[v|| =1, ekkor a v dl-
tal generdlt Householder-mdtriz H(v) = I — 2vvT.

5.3.12. Megjegyzés. A Householder-mdtrix szimmetrikus és ortogondlis.

Az LU-felbontashoz hasonléan most olyan Householder-matrixokat kere-
stink, melyekkel A-t balrdl szorozva végiil fels6haromszog-alakot kapunk (ez
lesz R) — az eljaras ebben az eliminacidhoz hasonlit.

5.3.13. Tétel (A Householder-mdédszer generalé vektorai).
IIZ:EZH’ ahol t = +||a|| megfeleld lesz a kovetkezd megfeleltetéssel: a;
legyen a mdtriz elsd oszlopa, minden tovdbbi a; pedig a mdtrix aktudlis dlla-

potdnak 1. oszlopa, a felsd i — 1 elemet 0-val helyettesitve.

v =

A végeredményben Q7 = Q! a Householder-méatrixok szorzatabol ado-
dik, és R = QT A.

Jacobi-forgatas

Legyen ¢ € R, jelolje ¢ = cos(p)-t, s = sin(p)-t. Ekkor az eljaras a
kovetkezd lemmén alapul:

5.3.14. Lemma.

ortogondlis, sit, tetszdleges n X n-es egységmdtrizot csak 4 helyen maodo-
sitva (Uj; = ¢,Ui; = s,U;; = s,Uy; = —c) is ortogondlis mdtrizot kapunk.

5.3.15. Tétel. Legyen ¢ olyan, hogy tg(¢) = ZL. Ekkor U;;(y) - A az A-nak
77
épp kinulldzza” az A;; elemet.

5.3.16. Megjegyzés. A nulldzds javasolt sorrendje:
(2,1) > (3,1) = ... = (n,1)
(3,2) = (4,2) = ... = (n,2)

.= (n,n—1)

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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5.4. Tteraciés moédszerek
Az iteracios modszerek alapotlete a kovetkezd:
Ar=b&s =Mz + v,
, melybdl iteracios eljarast kapunk a kévetkezé modon:
Tpr1 = Mz, +v

Keressiink azokat az M és v értékeket, melyekkel az iteracié folyamatosan
kozeliti a keresett x vektort.

5.4.1. Definicié (Additiv felbontéas). Legyen adott eqy S mdtriz: ekkor
A-nak az S-re vonatkozo additiv felbontdsa az A =S — T felbontds.

Ekkor az additiv felbontason alapuld iteracids képletet konstrualhatunk:
(S—T)x=0b

Sx=Txz+b

r=8""Txz+ S
T <~

5.4.2. Megjegyzés. Minél kisebb ||M]||, az iterdicid konvergencidja anndl
gyorsabb (feltéve, hogy konvergdl).

Most vezessiik be az A = L + D + U additiv felbontast ugy, hogy L az
A-nak az also-, U fels6haromszog-része, D pedig A diagonalis matrixa.

5.4.1. Jacobi-iteracid

5.4.3. Definicié (Jacobi-iteracid). A fenti jelolésekkel az iterdciot Jacobi-
iterdcionak nevezzik, ha S =D ésT = —(L+U).

5.4.4. Tétel. A definiciobdl trividlisan kévetkezik, hogy
M;=-DYL+U), s

vy = D_lb.

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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Relaxalt alak

Relaxacio alatt a modszer kis modositasat értjiik 1j paraméterek beveze-
tésével, mellyel a hatékonysig novelhetd.

5.4.5. Definicié (Jacobi-iteracioé relaxalt alakja). Vezessiik be az
Ty = M(w)zg + v(w)
iterdcios formuldt gy, hogy
Mj(w)=1—-w)—-wD Y L+U)s
vy(w) =wD™ b,
Ezt a Jacobi-iterdcio relaxdlt alakjinak nevezziik.

5.4.6. Tétel (Jacobi-iteracié konvergenciatétele).

e Ha A diagondlisa nem nullmdtriz és A soronként vagy oszloponként
szigoruan diagondlisan domindns, akkor a Jacobi-iterdcio konvergens.

e Ha azw =1 eseten a relaxdlt Jacobi-iterdcio konvergens, akkor minden
0 <w < 1 esetben is konvergens.

5.4.2. Gauss-Seidel i1teracio

5.4.7. Definicié (Gauss-Seidel iteracid). A fenti jelilésekkel az iterdciot
Gauss-Seidel iterdcionak nevezzik, ha S=D + L ésT = —U).

5.4.8. Tétel. A definiciobdl trividlisan kévetkezik, hogy

Mgs =—(D+L)'U, s

vgs = (D + L)~ 'b.

5.4.9. Definicié (Gauss-Seidel iteracié relaxalt alakja). Vezessik be az

Thp = M(w)ay + v(w)
iterdcios formulat gy, hogy

Mgs(w) = (D +wL) ' [(1 —wD —wU] s
vas(w) = (D + wL) 'wb.

Ezt a Gauss-Seidel iterdcio relazdlt alakjanak nevezzik.

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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5.4.10. Tétel (Gauss-Seidel iteracié konvergenciatétele).

e Ha A diagondlisa nem nullmdtriz és A soronként vagy oszloponként
szigoruan diagondlisan domindns, akkor a Gauss-Seidel iterdcio kon-
vergens.

o Ha A szimmetrikus és pozitiv definit, akkor a Gauss-Seidel iterdcid kon-
vergens minden 0 < w < 2 paramélerre.

e Ha a Gauss-Seidel iterdcio konvergens valamely w paraméterre, akkor
0<w<2.

5.4.3. Richardson-iteracid
5.4.11. Definici6 (Richardson-iteracid). Ha A szimmetrikus és pozitiv
definit, 0 # p € R, akkor a fenti iterdcids képletben legyen

M = M, =1 — pA,

v = v, = vp.

Bzt az iterdciot Richardson-iterdcionak nevezzik.

5.4.12. Tétel (A Richardson-iteracié paraméterei). Jeldlje A sajdtér-
tékeit rendre \y > Xy > ... > X, > 0. A Richardson-iterdcié pontosan
akkor:

e konvergens, ha p € (0, ﬁ)

2

e optimdlis, ha p = STEwE

A —An

Az optimdlis paraméterrel az iterdcios mdtriz spektrdlsugara r,pt = ST
n

5.5. Legkisebb négyzetes modszerek

5.5.1. Az altalanositott inverz

5.5.1. Definici6é (Szingularis felbontas). Legyen A, D € C**™ U € C"*",
Ve C™™, Ekkor az A = UDV™ felbontast az A szinguldris felbontdsdnak
hivjuk, ha U és V unitérek (valds esetben ortogondlisak), valamint D diago-
ndlis és nincs negativ eleme.

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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5.5.2. Megjegyzés. Fqgy mdtriznak dltaldban tébb szinguldris felbontdsa lé-
tezik.
5.5.3. Definici6 (Altalanositott inverz).

e A D diagondlis mdtriz D dltaldnositott inverzének mérete legyen azo-
nos DT méretével, és minden d elemére

g = L had#0
10 ,had=0 "

o Az A mdtriz dltaldnositott inverzének nevezziik az AT =V DTU* mdt-
rizot, ha UDV™ az A eqy szinguldris felbontdsa.

5.5.4. Definici6 (Altalanositott megoldas). Az Az = b linedris egyen-
letrendszer dltaldnositott megolddsa x™ = ATb.

5.5.5. Tétel (Az altalanositott inverz algebrai tulajdonsagai).

1. AAT = (AANT és ATA = (ATA)T (szimmetrikus/énadjungdlt),
2. AATA = A,
3. ATAAT = AT,

5.5.6. Tétel (Az altalanositott inverz geometriai tulajdonsagai).

1. [| Azt — bl| = min {]| Az — b\|jx er"},
2. = (x—a")+at.

5.5.7. Tétel (Az altalanositott inverz teljes ranga matrixokra). Legyen
A € R"™™ teljes rangi mdtriz. Fkkor ha:

e n > m (a mdtriz tilhatdrozott), akkor At = (ATA)~1AT,

e n < m (a mdtriz alulhatdrozott), akkor At = AT(AAT)~1.

5.5.8. Tétel (Az inverz és az altaladnositott inverz kapcsolata). Ha A-
nak van inverze, akkor dltaldnositott inverze megeyezik az inverzével.

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.
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5.5.2. Diszkrét legkisebb négyzetek moédszere

A legkisebb négyzetek modszerével altalunk valasztott alakd polinom-
fiiggvényt illeszthetiink diszkrét pontokra a stkon tgy, hogy a fiiggvénygorbe
és az alappontok kozotti tavolsdgok négyzetdsszege minimalis legyen. A mod-
szer tulhatarozott egyenletrendszerek altalanositott megoldasat hasznélja fel
— jo tulajdonsaga az altalanositott inverz geometriai tulajdonsagabol adodik.

5.5.9. Definicié (Normalegyenlet). Legyen Xc = y tilhatdrozott linedris
eqyenletrendszer. Ekkor az XTXc = XTb egyenletrendszert az eredeti midt-
rizegyenlet normdlegyenletének nevezzik.

5.5.10. Megjegyzés. FEqy tulhatdrozott eqyenletrendszer normdlegyenlete min-
dig megoldhato, és eredménye az eredeti egyenlet dltaldnositott megolddsa.

A moédszer. Legyenek adottak az (z;,y;)!; alappontok és a (¢;)7, alap-
fiiggvények. Ekkor keressiik a

m

p(z) = Z cipi(z)

=1

polinom egyiitthatoit dgy, hogy az altala leirt gérbe négyzetesen legjobban
kozelitse az alappontokat.
Ehhez képezziik a kovetkez6 strukturakat:

o1(r1) ... Om(T1) Y1 1

901(13”) Spm(xn) Yn Cm

A sziikséges egyiitthatokat az M7 Mc = M*y normalegyenlet megolda-
sabol kapjuk.

Készitette: Bogndr Bdlint 2011. jintus 14.



