7. fejezet

Ko6dolaselmélet

Huffman-kod, hibajavité kodok. Véges testek konstrukcioja. Reed-Solomon
kod és dekodolasa.

7.1. A kodolaselmélet alapfogalmai

Az informéciorol alkotott intuitiv fogalmak nyoman szdmos definicié szii-
letett — mi valasszuk azt, miszerint az informaci6 j ismeret. Mérése a Shanon
altal bevezetett bizonytalansdg segitségével torténik.

7.1.1. Definicié (Entrépia). Legyen egy informdcidforrds dltal kibocsdtott

tizenetek szdma n, az dsszes kilonbozd tzenet pedig: ai,...,a, (n > m €
NT). Tegyiik fel, hogy minden a; tizenet k;-szer fordul eld, és jelolje az a;
tizenet relativ gyakorisdgat: p; = %

Az a; tzenet egyedi informdcidtartalma I; = —log, p;(1 < r € R), az

informdcidfords entropidja pedig H,(p1,...,pm) = — Yooy pilog, p;.

Megjegyzés. Amennyiben a fenti logaritmus alapja r = 2, akkor az infor-
mécio egységét bitnek nevezziik. Ilyen kor altalaban elhagyjuk a log alapjanak
jelolését.

7.1.2. Tétel. Bdrmilyen eloszlashoz tartozd entropidra H,.(p1, . .., pm) < log, m,
és egyenldség pontosan akkor teljesil, ha py =ps = ... = pp, = %

Az atlagos informacidtartalom maximuma tehat logm bit.
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7.1.1. Kodolasok fajtai

A kodolas legaltalanosabban az lizenetek halmazéanak egy masik halmazba
valo leképezését jelenti (célja altalaban az informacio hordozhatova tétele).
Ha a leképezés injektiv, akkor a kodolas felbonthatd, kiilonben wveszteséges.

A kodolésok fajtai kozott megkiilonboztetiink betinkénti, illetve szotdrkodokat
attol fiiggéen, hogy a meglévd jelsorozatot milyen modon képezziik le a ko-
dolas soran.

A kodolasoknak az tlizenet tovabbithatosagan tul még tobb célja lehet: az
atvitel gazdasagossa tétele (gazdasdgos kddolds), az atviteli hibak kivéedése
(hibakorldtozo kddolds), esetleg digitalis alairas vagy az iizenet titkositésa.

7.1.3. Definici6 (Bettinkénti kodolas). Legyen A és B két véges, nem
tres dbécé. Ekkor betinkénti kodolds eqy ¢ : A — B* leképezés. A leképezés
természetesen kiterjeszthetd i . A* — B* leképezéssé.

A felbonthatdsdg érdekében dltaldban feltessziik, hogy @ : A — B% és
ingektiv.

7.1.4. Definici6é (Prefix, infix, szuffix). Legyenek o, 5 és v az A dbécé
feletti szavak. Ekkor az a8y szonak o prefize, B infize, v pedig szuffize.

Az tires szd, illetve dnmaga minden szonak trividlis prefize, infize, illetve
szuffize. a-nak valodi prefize, infixe, illetve szuffive olyan prefiz, infiz, illetve
szuffiz, amely nem egyezik meg a-val.

7.1.5. Definici6 (Prefixmentes halmaz). Szavak egy halmaza prefitmen-
tes, ha nincs benne két olyan kilonbozd szo, amelyek kézil az eqyik a mdasiknak

prefize.

7.1.6. Definicio (Prefix kéd, egyenletes kod és vesszds kod). Prefix ko-
dolds egy ¢ injektiv leképezés, melynek értékkészlete prefirmentes.
Az egyenletes kod olyan kod, melynek kodszavai azonos hosszisdguak.
Vesszds kddnak neveziink eqy kddot, ha van olyan ¥ € B s26, amely
minden kodszonak szuffive, de egynek sem infize.

Megjegyzések. Az egyenletes kod egyben prefix kod. A prefix, egyenletes,
illetve vessz6s kodok trivialisan felbonthatok.

7.1.7. Definicio (Kodfa). A betdnkénti kddolds szemléltetd eszkize a kddfa.
Ez a kodolds értékkészlete idsszes prefiveinek Hasse-diagramja (a ,prefize”
részbenrendezési reldciora). Az élek cimkézése: legyen egy B-bol a-ba vezeld
él cimkéje b, ha 5 = ab.

Készitette: Bogndr Balint 2011. jintus 135.
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7.2. Huffman-kod

A Huffman-kod optimalis kod, célja, hogy a lehets legkevesebb jellel irjuk
le a kodolni kivant informaciot.

7.2.1. Definicié (Optimalis k6d). Legyen a kddolds sordn az {ay,...,a,}
betik eloszldsa py,...,pn, €s a; kédjanak hossza l;. Ha egy kod 1 = >"7 | pil;
atlagos hossza minimdlis, akkor optimdlis kodrol beszéliink.

7.2.2. Tétel (Shannon tétele zajmentes csatornara). Legyen egy betin-
kénti kodolasban a kodabécé elemeinek szama r. Ha a betinkénti kddolds fel-

bonthatd, akkor H,(p1,...,pn) <1, aholl a kdd dtlagos hossza, H, pedig az

eloszlds entropidja.

7.2.3. Tétel (Shannon-kdd 1étezése). Az eldzd tétel jeloléseivel n > 1
esetén létezik olyan prefiz kod, melyre | < H,.(p1,...,pn) + L.

7.2.1. A Huffman-kéd konstrukci6ja

Huffman-kodot (és igy optimalis kodot) allithatunk els egy kodolando
szohalmazhoz a kovetkezd lépések segitségével (legyen n a kodolandé betiik
szama, r pedig a kodabécé elemszama):

1. rendezziik a betiiket relativ gyakorisdguk szerinti csokkend sorrendben,
2. legyen t = ((n —2) mod (r — 1)) + 2,

3. els6 1épéshben helyettesitsiik a legkevésbé gyakori ¢ bettit egy 0j betiivel,
melyhez relativ gyakorisdgként az elhagyott betiik relativ gyakorisaga-
inak 0sszegét rendeljiik, és ezt helyezziik el a sorozatban,

4. ismételjiink az el6z6hoz hasonld redukciot Ggy, hogy minden alkalom-
mal r bet{it hagyunk el és helyettesitiink a sorozat végérdl — ezutan a
redukalt dbécé legfeljebb r betiit tartalmaz,

5. ezutan rendeljiink miden Gsszevont betihoz egy elemet a kodabécéhdl,

6. végiil az Osszevonasok mentén ,yvisszafel¢” haladva az Gsszevont betd
kodjahoz fiizziink hozza még egy jelet a kodabécébdl,

7. folytassuk a felbontéast addig, amig vissza nem kapjuk az eredeti abécét!

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.
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Megjegyzés. A Huffman-koédolt szoveggel egyiitt dltalaban tovabbitanunk
kell a kodszotarat is, ami plusz koltséget jelent.

7.3. Hibakorlatoz6 kédok

A hibakorlatozo kddok célja a csatorna esetleges hibainak kikiiszobolése.
Megkiilonboztetiink hibajelzd és hibajavito kddokat.

7.3.1. Alapfogalmak

7.3.1. Definicio (Kod tavolsaga és siilya). A kdddbécé két eqyforma hosszi-
sdgi szavdnak d(u,v) tdvolsiga az azonos pozicidban lévd, kilonbézd jelek
szama. Kod d(C') tdvolsdga a kdd szépdrjai tdvolsdgdinak minimuma.

Ha a kéddbécé additiv Abel-csoport, akkor a kddabécé egy u szavdanak w(u)
Hamming-silya a nulldtol kilonbozd jegyeinek szama, a kod w(C') silya pedig
a nem nulla kodszavak sulyainak minimuma.

Megjegyzés. A Hamming-tavolsag rendelkezik a tavolsag szokasos tulaj-
donségaival, azaz

= d(v, u) (szimmetrikus),
< d(u,v) + d(v, z) (haromszog-egyenlStlenség).

7.3.2. Definicio (Hibajelzé kod, hibajavité kod). Egy kddot t-hibajelz6nek
(t-hibajavitonak) neveziink, ha minden esetben jelez (illetve a hiba biztosan
javithatd), ha az elkildétt kodszo legfeljebb t helyen vdltozik meg.

Egy kod pontosan t-hibajelzd (pontosan t-hibajavitd), ha t-hibajelzd (t-
hibajavitd), és nem t + 1-hibajelzd (t + 1-hibajavitd).

7.3.3. Tétel (Hibajelzés, hibajavitas és a Hamming-tavolsag). Eqgy C
kod akkor és csak akkor t-hibajelzd, ha t < d(C), illetve akkor és csak akkor
pontosan t-hibajelzd, ha t = d(C') — 1.

Hasonloan eqy C kod akkor és csak akkor t-hibajavito, ha t < @, Wlletve
d(C)—lJ

akkor és csak akkor pontosan t-hibajavitd, ha t = | ==

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.
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Ismétléses kéd. Az ismétléses kod olyan kod, melyben minden bitet pé-
ratlan sokszor elkiildiink egymés utan. Ekkor az egy bitet jelz6 bitsorozatban
valamelyik bit tobbszor szerepel, ekként értelmezziik a sorozatot. A kodnak
elméleti jelentGsége van, mivel a tobbszorozés novelésével a dontési hiba 0-hoz
tart.

7.3.2. Paritaskédok

7.3.4. Definici6 (Paritasbites kod). A paritdsbites kod olyan kod, mely a
(tegyiik fel, azonos n hosszi) kédszavakat kiegésziti eqy n+1-edik paritasbittel
gy, hogy a paritasbit értéke 0, ha a bitsorozatban az 1-esek szama pdratlan,
kilénben 1 (vagy forditva, de a kddolds sordn kivetkezetesen kell eljdarni).

Megjegyzés. A paritasbites kod pontosan 1-hibajelzé.

7.3.5. Definicié (Kétdimenziés paritaskod). Legyenek az iizenetek n bi-
tes szavak. Fgészitsink ki minden kodszot eqy paritdasbittel pdratlan paritd-
stra, és rendezziink m ilyen kédszot eqymds ald! Irjuk minden bitoszlop aljdra
az oszlop paritdsbitjét pdaros paritds szerint!

Megjegyzés. A kétdimenzios paritaskod pontosan 1-hibajavito egy (m +
1)(n + 1) blokkra nézve.

7.3.3. Linearis kod

7.3.6. Definici6é (Linearis kod). Ha K test, akkor a K elemeibdl képzett
rendezett n-esek a komponensenkénti dsszeaddssal, illetve az ugyanazzal az
elemmel valo szorzdssal linedris teret alkotnak. Ennek barmely alterét linedris
kodnak nevezzik.

Megjegyzés. A paritasellenérzé kod parosra vald kiegészitéssel linearis.

A lineéaris kédok alapfogalmai

7.3.7. Definicié (Generatormatrix, ellendrz6 matrix). A K véges test
feletti [n, k] linedris kédndl, ha a kédoldsi eljdris K* — C(C C K™) linedris
leképezés, akkor a leképezés mdtrizdt generdtormdtriznak nevezzik.

A dekédoldsra ekkor haszndlhaté eqy H : K" — K% szirjektiv linedris
leképezés, melynek magja C. A leképezés mdtriza az ellendrzd mdtrix.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.



FEJEZET 7. KODOLASELMELET 6

Ellenérzés ellenérzé matrixszal. Ha v € K" fogadott sz6, akkor az
s = Hv szindroma pontosan akkor 0, ha v k6dszo.

Szindréma-dekodolas. Ha a fenti jeldlésekkel s € K™% akkor legyen
e(s) a{v: Hv = s} halmaz egy minimalis stlyu vektora — ez a mellékosztdly-
vezetd. ¢ kodszo és v fogadott sz6 esetén e = v — ¢ a hiba. Tegyiik fel, hogy
a hibavektor silya kisebb, mint £, azaz a hiba javithato! Ekkor He(s) = s =
Hv = He, melyb6l a Hamming-sily tulajdonsigai alapjan kovetkezik, hogy
e =e(s).

A hiba javitasa tehat ¢ = v — e(s) szamitassal javithato.

7.3.8. Tétel (Singleton-korlat). Ha egy adott C kdd, mely egy q elemd
dbécé betibdl dlld n hosszi kddszavakat tartalmaz, és d(C) =: d, akkor min-
den kodszobol elhagyva d—1 betit ugyanazon poziciokrol, a kapotlt halmaz kod
marad. Ekkor a kédszavak szdma |C| < ¢4+,

Ko6vetkezmény. Lineéris kod esetén a Singleton-korlathol adodik a d <
n — k + 1 Osszefiiggés. Ha egyenlGség all fenn, a kédot mazximdlis tdvolsdgi
szeparabilis kodnak (MDS) nevezziik. Az elnevezést az indokolja, hogy a ko-
dolast ekkor valaszthatjuk gy, hogy a koédolt sz6 betidi a kodban rogzitett
helyeken alljanak, igy a kiolvasas egyszert.

CRC (Cyclic Redundancy Check)

A CRC egy gyakorlatban széles kérben hasznalt, hibajelz& lineéris kod.
Az altal hasznalt test kételem (pl. {0, 1}), és erGsen tamaszkodik a rendezett
n-esek és polinomok kozotti megfeleltetésre (ahol az n-esek elemei rendre a
polinom egyre magasabb foki egytitthatoit jelolik).

A CRC nem a fent bemutatott szindroma-modszerrel, hanem annal na-
gyonbb hatékonysiggal miikédik, azonban hiba javitasara nem alkalmas.

A CRC konstrukci6oja. Legyen n a teljes lineéris tér dimenzi6ja, k bites
a kodolando sz6, m = n— k! Adott még egy m-edfokt polinom, a kddpolinom.
Ekkor a CRC-kod a kdvetkezGképpen all elé:

1. a kodolando sz6 elejére irjunk m darab nullat, és tekintsiik a megfelels
polinomot,

2. osszuk el az igy kapott polinomot a kdédpolinommal,

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.
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3. az osztés maradékat irjuk a kiegészitett szoban a 0-k helyére!

fgy a kodszavakat az jellemzi, hogy oszthatok a kodpolinommal. Ha tehét
egy fogadott sz6 nem oszthato a kodpolinommal, akkor az atvitel soran hiba
keletkezett.

Megjegyzés. A CRC-1 kod kédpolinomja z + 1, ami a paritasbites
kodolast allitja els. Ezen kiviil még szamos, a gyakorlatban elterjedt CRC-
kédpolinom van hasznalatban.

A CRC hasznalata. A CRC altalaban csak hibajelzésre hasznalhato
fel, és itt is nagy stlyt kell fektetni a generatorpolinom megvalasztasara.
Altalaban ajanlott, hogy a generatorpolinom konstans tagja ne legyen 0. Ezen
kiviil mas megfontolasokat is figyelembe véve a CRC hatékonysaga tovabb
fokozhato (példaul minden péaratlan szamu bitet érint6 hiba felismerhetd).

Hamming-kod

A Hamming-koéd egy hiba javitasara alkalmas linearis kod.

Legyen r > 2 egész szam, n = 2" — 1 és k = n — r. Készitsiink egy r x n
méretd matrixot, melynek minden oszlopaban az oszlop szdmanak binéris
alakjanak szamjegyei allnak (a szamjegyek a fenti korlatok miatt biztosan
elférnek a méatrixban).

Pl legyen r =3 = n =7, ekkor :

o O =
O = O

10101
10011
01111

Ekkor van r — 1 darab olyan oszlop, mely egy kett6 hatvany szamjegyeit
tartalmazza, tehat pontosan 1 darab egyes taldlhaté benne. Ezek az oszlopok
egységmatrixot alkotnak, azaz fiiggetlenek, tehat a matrix rangja r. Igy a
méatrix altal meghatarozott H linearis leképezés sziirjektiv.

Legyen C' kéd azon binaris, n-dimenziés vektorok halmaza, melyekre
Hc = 0. Ekkor a £ = n — r bites kddoland6 szavakat egészitsiik ki r bit-
tel ugy, hogy a kapott sz6 eleme legyen C-nek.

Ha pontosan egy hiba lépett fel, akkor a v vett széval: s :== Hv = He,
igy a konstrukcié miatt s-et binaris szamként értelmezve megkapjuk a hiba

“ e,

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.
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7.3.4. Véges testek konstrukcidja

7.3.9. Tétel (A véges testek alaptétele). Minden véges test elemszima
primhatvdny, ahol a prim a test karakterisztikdja. Az azonos (primhatvdny)
elemszdami véges testek izomorfak.

7.3.10. Tétel (Maradékosztalyok és véges testek). Hap primszdm, ak-
kor Z,, maradékosztdly test.

7.3.5. Reed-Solomon kéd

A Reed-Solomon kéd maximélis tavolsagi linearis kod, melyben lehetd-
ség van nagy hatékonysagt kodolasra és dekodolasra. A Reed-Solomon kod
valtozatait alkalmazzak példaul optikai lemezeken az irasi és olvasasi hibak
javitasara. A gyakorlatban ketts hatvany-elemszamu testekkel (pl. Kys) hasz-
naljak.

Reed-Solomon kod elgallitasa

7.3.11. Definici6 (Reed-Solomon kdédolas). Legyen K véges test, 0 #
a € K, a multiplikativ rendje n, 0 < k < n! Legyen még m = n — k,
g =12, (x — a") generdtorpolinom. Ekkor C' = {agla € K|z],deg(a) < k}
halmaz az o dltal generdlt Reed-Solomon kdd, melynek leképezése p(a) = ag.

Magyarazat. Kz] 3 2" —1 = [[/2) (z — a'), mivel a’minden0 < i < n-re
kiillénbozs elemek, és mindegyik gyoke az 2™ — 1 € K|[x] polinomnak, azaz
megadjak a polinom Osszes gyokét. A generatorpolinom osztoja az 2 — 1

polinomnak. ¢ : K¥ — C injektiv leképzés, C a K™ k-dimenzios altere.

A Reed-Solomon kéd ellen6rzé matrixa. A CRC-kodolashoz hason-
lban a Reed-Solomon koéd esetében is elmondhatjuk, hogy egy v kodszo-
nak akkor és csak akkor osztoja g, ha v € C. Ez alapjan belathato, hogy
hij=a9(1<i<m,0<j<n-—1)akod egy ellenérz6 matrixa.

7.3.12. Tétel (Reed-Solomon kod tavolsaga). Reed-Solomon kdd tdvol-
sdga a fenti jelolésekkel: d =n — k + 1, azaz a kod mazimadlis tavolsdgu.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.
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Reed-Solomon kéd dekdédolasa

A Reed-Solomon kdd javitasa torténhet szindroma-dekodoléssal is, de az
alabbi megoldés hatékonyabb.

A fenti jeloléseket egészitsiik ki a kovetkezkkel: e legyen a keresett hiba-
vektor, L(z) =[], 4(1 — a’z) az n. hibahelypolinom.

A hibék helye a kévetkez6 modon hatarozhaté meg: ha megkeressiik azon
aJ-ket, melyek L-nek gyokei, akkor a j-k megadjak a hibdk poziciojat.

A hibak javitasahoz vezessiik be a hibaérték-polinomot:

E(z) =) ale;Ly(z)

e;#0

, ahol L;(z) = IESJ)Z, ha e; # 0. Ennek ismeretében a hibék javithatok:
E(a™7)
ol Lj(a7)
akkor nem nulla, ha ¢ = j.
A fenti polinomok meghatarozasanak lehet&ségét tétel biztositja a szind-

rOma segitségével.

. A nevez6 itt nem nulla, mivel o/ # 0, illetve L;(a™7) pontosan

6j:

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 13.



