7. tétel 1

Kodolaselmélet. (Huffmann kéd, hibajavité koédok, véges testek kon-

strukcidja. Reed-Solomon kéd és dekddolasa.)

Kommunikacioé soran az adotol egy vevéig visziink 4t valamilyen adatot egy csatornan
keresztiil. Az adatot az informécié mennyiséggel mérhetjiik, melynek mértékét az
altala megsziintetett bizonytalansaggal mériink. Tegyiik fel, hogy adatainkat r
kiilonboz6 jelbdl allo sorozattal kodoljuk, ekkor ha az adott jelsorozat (iizenet) p
valoszintiséggel fordul el, akkor az 6 informéciotartalma legyen I := —log,p. Egy
forras altal kibocsajtott atlagos informaciotartalom a forrés entropidja a kévetkezd

mennyiség legyen: — > p; * log,p;, ahol pi az i. {izenet el6fordulasanak valoszintisége.

Minden adatot egy adott karakterkészlet jeleibél 4llo sorozattal kodolunk, ugyanis
ez az a forma, mellyel konnyen tudunk kiilonféle machinaciokat végrehajtani. Ko-
dolasnak az injektiv leképezéseket nevezziik. Azért csak az injektiveket tekintjiik ko-
dolasnak, mert csak ezek dekdédolhatoak. Minden {izenet felbonthaté elemi részekre,
amelyet mar le tudunk koédolni jelsorozatokka, ezen elemi részeknek megfelels kod-
szavak egymas utan irasaval kapjuk meg az iizenet in. bettinkénti kédolassal.
Uzeneteinket a természetes nyelvek redundansan kozlik, melyre a zajos kornyezet
miatt szlikség is van, hiszen ha minden szavunkat legfeljebb 5 betiivel irnank le (amit
meg is tehetnénk), ugy pl. az aabaf és aadaf szavakat elég zajos helyen meg sem
tudnank kiilonboztetni, pedig lehet, hogy teljesen méast jelentenének, ezzel szemben
a kenyér és sajtosperec szavakat még zajos metron is megkiilonboztethetjiik (még

ha nem is értjiik, de legalabb tudjuk, hogy ez a kett6 nem ugyanaz volt).

Ezen jelsorozatokban fellelhet6 redundanciat a tomoritéssel lehet csékkenteni, ami
gyorsabb atvitelt is eredményezhet. Jeldljiik A,B,...-vel egy adott abécé betiiibdl allo
halmaz, A™-szal az ezen abécé feletti legalabb egy hosszu szavakat, csillagos valtoza-
taban megengedjiik az tires szot is. A bettinkénti kodolas egy A — BT fiiggvény,
melyet gy terjsztiink ki egy AT — BT fliggvénnyé, hogy a sorozatokat alkoto bettik
kodjat egyméas utan irva azt kapjuk, mintha ezzel a fiiggvénnyel képeztiik volna le

az lzenetet.

Prefix, szuffix, infix a szavak elejét, végét és kozepét jelentik (mindharom foga-
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lomba belefér az egész sz6 maga is). Szavak nem iires halmazat prefixmentesnek
nevezziik, ha benne egyik sz6 sem valddi prefixe a masiknak.

Kodok tulajdonsagai koziil néhany fontosabb.
e Egy kod felbonthatd, ha a megfelels A™ — B fiiggvény injektiv.
e Egy kod prefixmentes, ha a kodolas értékkészlete prefixmentes.

e Egy kod vessz0s, ha van olyan Bt-beli elem, mely az értékkészlet téle kiilon-
b6z6 elemének szuffixse, de egyiknek sem prefixe, vagy infixe. Ha ilyen vesszs

nincs, akkor a kod vessz6mentes.

Kod atlagos szohossza a kiilonb6z6 betiik kodjanak hossza szorozva az eléfordulas

valoszintiségével, ez szummazva minden bettre.

1. Tétel (McMillan egyenlStlenség). Legyen A egy n elemi, B eqy r elemd abécé,
r>1, és legyen ¢ : A — B7% injektiv fiigguény. Ha e leképezés dltal létesitett
betiinkénti kédolds felbonthatd, akkor S r~19@)l < 1. Megforditva, ha I1,...,In olyan
pozitiv egészek, melyek megfelelnének az elébbi szummadban latott kitevdknek, gy van

olyan prefiz kodoldsa A-nak a B elemeivel, melyben az i. betd hossza li.

E tétel szemléletesen azt fejezi ki, hogy felbonthato kodban az atlagos széhossz
nem lehet tilsagosan kicsi. A méasodik része pedig azt szemlélteti, hogy felbonthato
kodbol ugyanolyan hosszakkal készithet6 prefix kod is, ha esetleg els6re nem ilyet
sikeriilt volna Gsszerakni.

Adott valoészintiségekhez tartozo, adott elemszamu kodolo dbécével megkonstrualt
minimalis &tlagos szohosszlisagt prefix kodot optimalis kdédnak nevezziik. Ezek
azon kodok, amelyekben a McMillan egyenlGtlenség altal adott szumma minél job-
ban megkozeliti az egyet, pontosabban mivel a valos szidmok korében tetszéleges
kozelités érhetd el, azt a kodot nevezziik optimalisnak, melynek atlagos szohossza a
szumma-+1-et méar nem éri el, de legalabb a szumma értéke.

[lyen optimalis kodot ad a Huffman kéd, amelynek konstrukcidja a kévetkezd.

Rendezziik valoszintiségiik csokkend sorrendjébe a betiiket, majd a két legnagyobb



valoszintiségli betlit vonjuk Ossze egy kozos koduva. Itt lényegében az torténik,
hogy folyamatosan épitjiik a kodfat, a legnagyobb valosziniiségii betiik kodjat téve
a legrovidebbnek, oly modon, hogy a két legkisebb valdszintiségii betii lesz a kodfa
legalso szintjén, és felfelé haladva jonnek az egyre stirtibben eléfordulo betiik, de egy

betd az mindig egy levélen lehet.

Hibajavitasnal az els6dleges szempont az, hogy az atviteli kozeg altal okozott
esetleges hibakat kiszirjiik, javitsuk. Ennek alapjan kétfajta hibakorldtozo kod

létezik, a hibajelzd, valamint a hibajavité kodok.

Egy kod t-hiba jelzd, ha mindig hibat jelez, ha a kiildétt kodsz6 max t helyen
hib4dsodott meg. Pontosan t hiba jelz6nek akkor nevezziik, ha van olyan t+1 hiba,

amit mar nem jelez. Hibajavitasra ezt hasonldéan definialjuk.

Ahhoz, hogy a hibajelzés és javitas kozott kapcsolatot teremthessiink, be kell
vezetni a Hamming-tavolsdg fogalmat. u és v kddszavak Hamming tavolsaga az
egymastol eltérs helyiértékek szama. Ez valoban rendelkezik a tavolsagfiiggvények
megszokott tulajdonsagaival (szimmetria, csak egyezés esetén nulla,haromszog egyen-
16tlenség). u kodszo6 Hamming sdlya a nem nulla bitek szama. Kod tavolsaga a két
minimalis tavolsdgi kdédszavanak tavolsaga, stilya a minimalis silya kodszo stlya.

Egyszeriien lathato, hogy egy kod pontosan akkor t hiba jelzG, ha t kisebb mint a
kod tavolsaga, és pontosan akkor pontosan t hiba jelz6, ha t megegyezik a tavolsag-
1-gyel. Példaul paritasbites kod esetén a kod tavolsaga 2, ez a kod a hibat csak

jelezni tudja, javitani nem.

Minimalis tavolsagt dekodolas esetén mindig a tavolsiagban legkozelebb 4llo
kodszora dontiink ha hibas volt az atvitel. To6bb ilyen esetén valamilyen méas al-
goritmussal donthetiink az egyikre. Adott tavolsaga kédnal a tavolsag felének az
alsé egészrésze az a hatar, aminél kevesebb vagy még pont annyi hibéval ez a fa-
jta dekddolés miikddhet, hiszen haromszog egyenlétlenség miatt ez a kodszo lesz a

legkozelebb ahhoz amit kaptunk.

Osszefoglalva tehat ha egy kod tavolsaga d, akkor a kod d hiba jelzé, pontosan

d-1 hiba jelz6, d/2 javito, és pontosan (d-1)/2 als6 egészrész javito.



Tovabbi hibajavito kodok a matrixos paritas bit, amikor egy adott matrixban van
az iizenet, és ennek minden sora és oszlopa utan helyeziink egy paritasbitet. Ezzel
méar javitani is lehet, &m pl pont ,négyzetesen” elhelyezkedd hibdkat ezzel is csak

detektélni lehet, javitani nem mindig.

Linearis kédok esetében a kodszavakat egy K test feletti linearis térbél vessziik.
Egy ilyen kodot e tér alterének tekintjiik. Ha a tér k dimenzids, a kod tavolsaga
d, és a test szamossdga ¢, akkor jeloljik ezt a kodot [n,k,d]-vel, (esetleg g-t is
feltiintethetjiik a jelolésben). Egy linearis kod két matrixszal jellemezhets, az n.
generatormatrixszal, amelyben az altér bazisvektorai szerepelnek, azaz ez egy
k x n -es métrix; valamint az ellen6rzé matrixszal, melynek tulajdonsiga, hogy
vele jobbrol szorozva a kodvektorokat 0-t kapunk, mig més vektorokkal szorozva
nem nullat. Barmely K*-beli elemet megszorozva a generdtorméatrixszal, kodszot

kell kapnunk.

Reed-Solomon kédoknal egy test feletti | dimenzios vektorteret vesziink, ami-
hez hozzarendeliink egy polinomot, mégpedig ¢ € K'-hez a > ¢; * 2 polinomot. Ez
a hozzarendelés megfordithato természetesen. Ez egy Osszegtarto, injektiv, valamint
skalarszorost tarto leképezés. Most valasszunk a véges test multiplikativ csoportjabol
egy elemet, a-t, melynek rendje legalabb 1, jeloljiik n-nel. Tudjuk, hogy ekkor a-
nak az n-edik hatvanya a test szorzasra nézett egységeleme, igy a akarhanyadik
hatvanya ezen az n-ediken is az egységelem. Tovabba ezen kisebb hatvanyok mint
kiilonboznek, hiszen a rendje n, igy azonnal kovetkezik, hogy az a'-k és csak ezek
a gyokei a z" — e polinomnak, vagyis felithaté a gyoktényezds felbontésos alakja
ennek a hatvanyok segitségével. Valasszuk a g polinomot ezen hatvanyok szorza-
tanak, de a szorzat most csak n-k-ig menjen el, vagyis g = H?:_Ok (r—a'). Ez a
polinom lathatoan osztja az ™ — e polinomot. Ennek tobbszorosei (azaz legfeljebb
k-1-edfokt nem nulla polinomokkal valo szorzatai) legyenek az altala generélt Reed-
Solomon koéd. C elemei a legfeljebb n-1-ed foku polinomok, és van is ilyen foku
polinom, pl 257! % g. Belathato, hogy C egy linearis altere a legfeljebb k-1 dimenzios
K feletti térnek, valamint, hogy a C a K™ k dimenzi6s altere. Belathaté tovabbé,



hogy a K feletti legfeljebb n-1-ed fokt polinomok pontosan akkor elemei e g generalta
kédnak, ha g minden gyoke gyoke u-nak is. Ennek a kdédnak egy ellen6rz6é matrixat
kaphatjuk, ha az i-edik sor j-edik elemének az a1 -nek valasztjuk, ugyanis a egy
n-k-ad rendii részmatrixdnak a determinansa pont ebben az esetben lesz 0, ami a
megfelel6 kiemelések utan latszik is.

A kod egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy a kod tavolsaga d=n-k-+1, és mivel
H rangja n-k, igy a kod maximalis tavolsagt.

Még egy fontos probléma a véges testek megkonstruilasa. Nevezetes tétel,
hogy minden Z, maradékosztalygytrd pontosan akkor test, ha p prim. Tovabbi
nevezetes tételek, hogy minden mar véges test ezeknek a bgvitésével jon létre, vagyis
minden testnek valamely p primre Z, a legsziikebb részteste, Gn. primteste. Mivel
egy n-ed fokiu polinommal térténd testbovités utan egy p” elemi test jon létre, gy
kénnyen lathatd, hogy minden véges test elemsziama primhatvany, valamint, hogy
minden elemszémra izomorfiatol eltekintve egy véges test létezik.

Tegyiik fel, hogy egy ¢ elemii testet szeretnénk béviteni ¢” elemtivé. Ennek lépései:

1. Keresiink egy, a q elemi test feletti irreducubilis polinomot, azaz olyat, aminke

ott nincs gyoke.
2. Ennek a gyokét megjeloljiik valamilyen eddig nem hasznélt bettivel (pl i-vel).

3. Meghatarozzuk az 10j test elemeit, amelyek i legfeljebb n-1-edfokt polinomjai
lesznek (mint pl komplexeknél a bovités masodfokaval tortént, s ott i els6foku

polinomjai lettek az @j elemek, mint pl 2-+4i)

4. Meghatarozzuk az ] test osszeado, és szorzotablajat. Osszeadasnal még egysz-
erd a dolog, szorzasnal viszont lépten nyomon fel kell hasznalni, hogy i annak
az adott polinomnak a gyoke, kiilonb6z6 szamolasi triikkkokre van sziikség. (pl
amikor valosat bévitettiik komplexre az 22 +1 polinommal, akkor az i*i értékét

az i*i+2=0 segitségével szamoltuk ki, mivel feltettiik, hogy i a polinom gytke.)



