9. fejezet

Val6szintiségszamitasi és
statisztikal alapok

Diszkrét és folytonos valoszintiségi valtozok. Nagy szamok térvénye, cent-
ralis hatareloszlas tétele. Statisztikai becslések, klasszikus statisztikai probék.

9.1. Valoszintiségszamitasi alapfogalmak

9.2. Valo6szintiségi valtozok

9.2.1. Definicio (Valdszintiségi valtozo). Valdsziniségi vdltozénak neve-
ziink eqy eseménytér elemeihez valds szamokat rendeld X : QQ — R fiigguényt.

9.2.1. Diszkrét valészintiségi valtozok

9.2.2. Definicié (Diszkrét valosziniiségi valtozo). Az X valdszinidségi vdl-
tozot diszkrétnek nevezziik, ha lehetséges értékeinek szama megszamlalhato
(véges vagy végtelen). Ezt réviden X (Q)-val jeloljiik.

9.2.3. Definicié (Diszkrét valdsziniiségeloszlas). Av: X(Q) — R, v(z;) =
pi = P(X = ;) figgvényt az X wvdltozo eloszldsdnak nevezziik.

9.2.4. Tétel (Az eloszlas tulajdonsagai).

o v(z;) >0,

o Xiu() =1
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9.2.5. Definicié (Diszkrét eloszlasfiiggvény). A fentijelolésekkel F(x) =
ZIKI pi fiigguényt az X diszkrét eloszldsfiggvényének hivjuk.

9.2.6. Definicié (Varhato érték). Az eldzd jelolésekkel X waldszintdségi
vdltozd vdrhatd értéke M(X) = Y1, zv(z;).

9.2.7. Megjegyzés. Az X wvégtelen sokféle értéke esetén a wvdrhato érték
csak akkor értelmes, ha a > ;- v(x;)x; sor abszolit konvergens.

9.2.8. Definicié (Szorasnégyzet, szoras). Az X valdsziniségi viltozd szo-
rasnégyzetének az (X —m)? wvaldszintségi vdltozd vdrhatd értékét nevezziik:

D*(X) =" (2, — m)?v(z).

i=1
A szordsnégyzet gyoke a szdrds (D).

9.2.9. Tétel.

D*(X) = Zx?v(wi) —m? = M(X?) —m?

9.2.10. Megjegyzés. Az X vdltozd szordsanak és vdarhato értékének hanya-
dosdt relativ szordsnak 1s nevezzik.

9.2.11. Tétel (A varhat6 érték és a szdras tulajdonsagai).

o M(aX +0b)=aM(X)+0,
o M(aX +bY)=aM(X)+bM(Y),
e D*(aX +b) = a*D*(X).
9.2.12. Definici6 (Normalt valosziniiségi valtozo).

Y ETh

Ekkor M(X*) =0 és D*(X*) = 1.
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Egyiittes eloszlasok, peremeloszlasok

9.2.13. Definicio (Egyiittes eloszlas). Legyenek X ésY valdsziniségi vdl-
tozok. Ekkor az X(Q) x Y (Q) halmazon értelmezett

w(z;,y;) = P(X =2;,Y = y;)
fligguényt a két vdltozo (vagy az (X;Y) vektorvdltozo) egyiittes eloszldsdnak
hivjuk.

9.2.14. Definicié (Egyiittes varhaté érték). Mivel két vdltozo egyiittes
eloszldasa kielégiti az eloszldsra megfogalmazott feltételeket, képezhetjiik beldle
a két valtozo

M(X;Y) = E ziyw (i, yj)
2%
egyiittes vdrhato értékét.

9.2.15. Definicio (Peremeloszlas). X és Y egyiittes eloszldsabdl a
v(x;) = Zw(mi,yj), illetve u(y;) = Zw(mi,yj)
=1 i=1
eloszlasokat az X, illetve Y wdltozokra vonatkozo peremeloszldisoknak nevez-

9.2.16. Definicié (Kovariancia). Két valdsziniségi vdltozé kovariancidja
a Cov(X,Y)=M((X —M(X))(Y —M(Y))) virhato érték.

9.2.17. Tétel. Cov(X,Y) = M(XY) — M(X)M(Y)

9.2.18. Definicio (Korrelacios egyiitthatd). Ha X ésY waldsziniségi val-
tozoknak létezik szordsa és kovariancidja, akkor korreliciojuk az

Cov(X,Y)

HED = DDy

A korreldcios egyiitthatd a valdszindségi vdltozok kézdttr kapesolat erdsségét
jellemzi.

9.2.19. Tétel (A korrelacibs egyiitthato tulajdonsagai).

e R(X,Y)=0, ha X ésY figgetlenek (nem megfordithato);
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e R(X,aX +b)=1, haa>0, mert Cov(X,aX +b) = aD?*(X);

o |[RIX,)Y) <1és|R(X,Y) =1« X =aY +b egyenldséyg teljesiil 1
valdszindséggel (a #0,b € R).

9.2.20. Tétel (Linearis fiiggvénykapcsolat). Ha két valdszinidségi vdlto-
zora |R(X,Y)| = 1, akkor a két vdltozo kézitt figgvénykapcsolat dll fenn,
azaz da,b e R:Y =aX +b.

9.2.21. Definicio (Fiiggetlen val6szintiségi valtozok). Két valdsziniségi
vdltozo figgetlen, ha P(X = z;,Y =vy;) = P(X = x;) - P(y = y;).

Ebben az esetben az egyiittes eloszlds minden tagja a megfeleld peremel-
oszldsok szorzataként dll eld, azaz: w(z;,y;) = v(x;) - u(y;).

9.2.22. Tétel (Fiiggetlen val6szintiségi valtozok tulajdonsagai). Ha X
és'Y fiiggetlen valdszinidségi vdltozok, akkor:

o M(X +Y)=MX)+MY),

o D}(X +Y)=D*X)+ D*Y).

9.2.2. Folytonos valészintiségi valtozok

9.2.23. Definici6 (Eloszlasfiiggvény). Az x € R : F(z) = P(X < x)
fiigguényt az X wvaldszintdségi vdltozo eloszlasfiigguényének nevezziik.

9.2.24. Tétel (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai). 1. F(z) >0,
2. F monoton névekedd,
3. limy oo F(x) =0 és limy 1o F(x) =1,

4. F minden pontjiban balrol folytonos.

9.2.25. Definicié (Folytonos valészintiségi valtozo). Ha egy valdszini-
ségi vdltozo eloszldsfiigguénye folytonos, akkor eloszldsdt is folytonosnak (ab-
szolit folytonosnak) nevezziik.

9.2.26. Definici6 (Striségfiiggvény). Az X folytonos valdszinidségi vdl-
tozo sdriségfiggvénye f, ha F(X) = ffoo f(t)dt értelmes.

9.2.27. Tétel.
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o A siriségfiigguény nemnegativ és ffooo f(t)dt =1,
o Pla<xz<b)=F(@b) — F(a),
o Pla<az <b)= [ f(z)d.
9.2.28. Definicio (Varhato érték). AZ X abszolit folytonos valdszini-

ségi vdltozd vdrhatd értéke M(X) = [~ xf(x)dz, feltéve, hogy ez az im-
proprius integrdl abszolit konvergens.

9.2.29. Definici6é (Szorasnégyzet, szoras). Ha X folytonos eloszldsi va-
loszintdségi valtozo sdriségfiggvénye f(x), akkor szdrasnégyzete

DA(X) = M((X = MEOP) = [ (o = MO0V Fa)ds,

oo

szdrdsa a szordsnégyzet négyzetqyoke (feltéve, hogy az integrdal létezik).
9.2.30. Tétel. A szérdsnégyzet felirhato D* = M(X?) — M?(X) alakban.

9.2.31. Megjegyzés. A diszkrét valosziniségi vdltozok vdrhato értékre és
szorasra vonatkozo dsszefiiggéser igazak folytonos valosziniségi valtozokra is.

9.2.3. Tételek

9.2.32. Tétel (A centralis hatareloszlas tétele). Ha X, ..., X, azonos
eloszldsu, figgetlen, véges vdrhato értéki és szordsi valdsziniségi valtozok,

akkor
X X, — 1 o
lim,HooP( 1+ + Ao T TR < x) = —/ ezdt = o(x),
U\/ﬁ 21 J o
ahol m = M(Xy), 0 = D(Xy)(k = 1,2,...), nm az X; + ... + X,, dsszeg

vdrhatd értéke, o\/n a szérdsa, és ®(x) a standard normdlis eloszldsfiigguény.
Azaz sok fiiggetlen valdsziniségi vdltozo dsszege normdlis eloszldsi.

9.2.33. Tétel (A nagy szamok torvénye). Legyenek X,..., X, azonos
eloszldsi, figgetlen, azonos (véges) vdrhato értékd (m) és szorasd valdszini-
ségi viltozok. Ekkor az X, = % valtozora:

iMoo P (|Xn — m| > 8) =0,

azaz a szamtant kozép sztochasztikusan konvergdl a vdarhato értékhez.
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9.2.34. Definici6 (Sztochasztikus konvergencia). Valdsziniségi vdltozok
&ns,n=1,2,..., sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan eqy & valosziniségi
vdltozohoz, ha (eqyrészt ezek a valdszinidségi vdltozok ugyanazon az (S, A, P)
valdszindségi mezdn vannak definidlva, mdsrészt) minden € > 0 szamra:

limp oo P (|6 (w) = § (w)] > €) = 0.

9.3. Statisztikai becslések

A statisztikai becslések feladata, hogy ha sejtjiik egy minta eloszlasat,
kozelithessiik az eloszlas ismeretlen paramétereit.

9.3.1. Definici6 (Statisztika). Egy ismeretlen a paramétert kizelité min-
taelemekbol képzett b(Xq, Xo, ..., X,) figgvényt az a paraméler statisztikai
becslésének (roviden statisztikdanak) nevezzik.

9.3.2. Definicié (Torzitatlansag). Azt mondjuk, hogy a b statisztika tor-
zitatlanul becsli az a paramétert, ha vdrhato értéke M (b(X1,...,X,)) = a.

9.3.3. Definici6 (Konzisztencia). Eqy statisztikai becslést konzisztensnek
neveziunk, ha elegendden nagy mintaelemszamra tetszélegesen kézeliti a be-
cstlt paramétert, azaz Ve, € R: AN € N: han > N, akkor

P(Ib(X1,...,Xn) —a| 2 ) <9

9.3.4. Tétel (A varhato érték becslése). A vdrhatd értéknek minden el-
0szlds esetén torzitatlan becslését adja a tapasztalati (empirikus) vdarhato ér-
ték, azaz a mintaelemek dtlaga:

9.3.5. Tétel (A szoras becslése). A szdrdsnégyzetnek minden eloszlds ese-
tén torzitatlan becslését adja a korrigdlt tapasztalati szordsnéqgyzet.

D2(X) oy Z?:l(Xi — X)Q

n—1
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9.3.1. Maximum-likelihood becslés

Tegyiik fel, hogy X,..., X, adott minta, mellyel az aparamétert szeret-
nénk becsiilni. Ekkor a minta kozos strtiségfiiggvénye

Jfal@) = Hfa(xi)'

Ekkor a maximum-likelihood becslésének nevezziik azt az a(Xq,...,X,)
fiiggvényt, melyre f;(x) maximalis.

A feladat tehat az L = [[;_, fo(z:) likelihood-figguény szélseértékeinek
keresése. Egy fiiggvény és logaritmusa ugyanott veszik fel szélsGértékeiket,
melyeket altalanosan derivalas segitségével hatarozhatunk meg, tehat a meg-

oldandé feladat:
dln L B

da

0.

9.3.6. Megjegyzés.

o Diszkrét eloszlds esetén is alkalmazhato a modszer, ekkor a likelihood-
fligguény:

m

L= Hpa(xi)mv

=1

ahol r; at i-edik mintaelem gyakorisdga.

o T'6bbvdltozos fiigguények derivdldsdaval sziikség eseté eqyszerre tobb pa-
raméter is becstilhetd.

o A gyakorlat szempontjdibol elegendden dltaldnos feltételek mellett meg-
mutathato, hogy a maximum-likelihood becslés konzisztens és minimd-
lishoz kézeli szordsi.

9.3.2. Konfidenciaintervallumok

Ez a modszer nem konkét értéket hataroz meg a paraméter becsléseként,
hanem adott valoszintiséghez rendel intervallumot, melyben a paraméter a
megadott valoszintiséggel talalhato.

9.3.7. Megjegyzés. A konfidenciaintervallum hossza a mintaelemszdm no-
velésével annak négyzelgyokével aranyosan csokken.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 27.
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Varhat6 érték becslése. Legyen X normélis eloszlasa valtozo ismert o
szordssal. Ekkor varhato értékének 1 — p megbizhatosagu konfidenciainter-

valluma:
o o
X—UPE,X—FUP% y
ahol
O(u,) =1 — g.

Ha megkdoveteljiik, hogy a konfidenciaintervallum félhossza legfeljebb d
lehessen, akkor a mintaelemszdmra az

0.2

2
> R
n =~ ’led2

also korlat adodik.

Szoras becslése. Keressiik az N(m, o) ismert varhato értéki normalis el-
A s s . s 2 . . ;. , .

oszlas szorasat. Jelolje s*° a minta tapasztalati szorasnégyzetét! Ekkor a o2

szorasnégyzet 1 — p megbizhatoségi konfidenciaintervalluma:

2 2
s* s*
n. _‘n. —
2 2 ’
Xp X1,£
2 2

ahol X;QD az n szabadsagfokt y? eloszlas p valoszintiséghez és n szabadsagfokhoz
tartozo értéke.

9.4. Statisztikai probak

A statisztikai probak feladata altalaban valamely minté(k)ra vonatkozd
feltevésiink megerd@sitése vagy elutasitasa.

9.4.1. Alapfogalmak

A statisztikai proba alapja mindig egy statisztika, azaz egy h(Xy, ..., X,)
fiiggvény, amire vonatkozoan a hipotéziseinket felallitottuk.

Nullihpotézis, ellenhipotézis. Alaphipotézisnek vagy nullhipotézisnek (Hy)
nevezziik az alapfeltevésiinket, amit igazolni szeretnénk. Ezzel szemben 4ll az
ellenhipotézis, ami akkor tejesiil, ha a nullhipotézis nem igaz.
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Elfogadéasi tartomany, kritikus tartomany. FElfogaddsi tartomdnynak
neveziink egy olyan halmazt, amelyben a nullhipotézis teljesiilése esetén a
vizsgalt statisztika értéke nagy valoszintiséggel (1 — p) elhelyezkedik. Ezzel
szemben a kritikus tartomdnyba varhatéan akkor esik a h statisztika értéke,
ha az ellenhipotézis teljesiil.

‘ Hy, igaz Hy hamis
Hibak. Hj elfogadasa | helyes dontés masodfaju hiba
Hy elvetése | els6faji hiba  helyes dontés

9.4.1. Definicié (Terjedelem). Egy préba terjedelme az elséfaji hiba va-
losziniségének felsd hatdra.

9.4.2. Definici6 (Ersfiiggvény). Ha 3 a mdsodfaji hiba valdszinidsége, ak-
kor a proba erdfigguénye 1 — 5.

9.4.3. Definicié. Azonos terjedelmi probdk kézil erdsebbnek neveziink azt,
amelyiknek az erdfigguénye minden ponton nem kisebb a mdsikéndl.

9.4.2. u-prébak
Egymintas eset

Adott egy X normalis eloszlasi, ismert szorasu valtozo n elemi mintaja.
Hipotézisiink a varhato értékre vonatkozik, azaz Hy : m = mgy. Legyen a
probastatisztikar: B
X — mo
—

u=+n

Ekkor a p valosziniiség mellett elfogadjuk a nullhipotézist, ha |u| < ue, ahol
uz @ standard normélis eloszlds 1 — & kvantilise.

Ha az ellenhipotézis egyoldalu, akkor az elfogadéasi tartomany u < u,-re,
illetve u > —u,-re modosul.

Kétmintas eset

Két fliggetlen (a fenti feltételeket teljesité) mintara (X, Y) vonatkozo
nullhipotézisiink, hogy varhato értékiik egyenls. Erre a probastatisztika:

X-Y
u = >

(o4 &

n1+ny

9.4.4. Tétel. Az u-probdk konzisztens, torzitatlan és legerdsebb probdk.
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9.4.3. t-préba
Egymintas eset

Ha a vizsgélt normalis eloszlas szorasa sem ismert, de feltehets, hogy
azonos, akkor az u-proba helyett t-probat alkalmazunk. Ennek probastatisz-
tikaja csak annyiban kiilonbozik, hogy a szoras helyett a korrigalt tapasztalati
szorasnégyzettel dolgozunk, azaz:

t= \/EX_—ZmO
s
Az elfogadasi tartomany ekkor: [t| <z, ;, ahol a jobb oldalon a % héz
tartozo, n — 1 szabadsagfokt Student-eloszlas All.
Egyoldali ellenhipotézis esetén az u-probédhoz hasonléan moédosul a tar-
tomany.

Kétmintas eset

Adott X és Y, a fenti feltételeket teljesité mintakra vizsgaljuk azt a nullhi-
potézist, mely szerint a két valtozd varhato értéke azonos. A probastatisztika:

t_\/nm(ner—Q) X-Y

n+m 2 W2
\/Sy s,

9.4.5. Tétel. A t-priba legerdsebb priba.

9.4.4. F-préba

Ha két, normélis eloszlast, ismeretlen paraméterekkel rendelkezé mintarol
szeretnénk elddnteni, hogy szoérasuk azonos-e, akkor F-probat alkalmazunk.

Ennek probastatisztikaja:
s s
F=max|2%, % |.
* *
sy Sy

A elfogadasi tartomény hatéara az (n— 1, m — 1) szabadsagfoka F-eloszlas
1 — £ kvantilise, ahol n a szdmlalobeli, m a nevezébeli minta elemszama.
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9.4.5. [Illeszkedésvizsgalat, homogenitasvizsgalat

Az illeszkedésvizsgdlat in. nemparaméteres proba, mellyel azt vizsgaljuk,
hogy egy minta a megadott eloszlasbol szdrmazhat-e.

Egy gyakran hasznalt proba a Kolmogorov-Szmirnov préba, mely a ta-
pasztalati eloszlasfiiggvények eltérésének maximumén alapul.

A homogenitdsvizsgdlat feladata két minta alapjan megvizsgélni, hogy
azok azonos eloszlasbol szdrmaznak-e.

(7) Mindkét modszernél tamaszkodunk a minta osztalyozasara és az ez
alapjan képzett tapasztalati eloszlasfiiggvényre.
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