22. fejezet

Alapvetdé algoritmusok

Az adattérolas és -visszakeresés néhany megvalositasa (binaris keresdfa,
AVL-fa, 2-3-fa és B-fa, hasitas lancolassal és nyilt cimzéssel. Rendezési mod-
szerek és hatékonysaguk (buborék, besztiré és maximum-kivalaszto, ill. ver-
seny, kupac, gyors és Osszefésiilé rendezés). Rendezés lineéris id6ben: edény-
rendezések.

22.1. Adattarolas és -visszakeresés

22.1.1. Binaris kereséfa

A binéris keres6fa olyan binaris fa, melyben a csicsok a kulcsok szerint
rendezetten helyezkednek el. A binéris fa részletes leirasat 1d. az adatszerke-
zetekrdl szolo, 21. fejezetben.

22.1.2. AVL-fa

A binaris keres6faval, ha a bemeneti adatok ,rossz” sorrendben érkez-
nek, el6fordulhat, hogy kiegyensilyozatlanna valik, azaz néhany hossza agon
tarolja az adatok nagy részét. Ekkor a keresés hatékonysaga erdsen lecsokken-
het, szélsGséges esetben nem lesz jobb, mintha egyszeri listdban tarolnank
az adatokat.

Az AVL-fa a binaris keres6fak kiegyensilyozottsagi problémajat igyekszik
kikiiszObolni azaltal, hogy a beszurasok, illetve torlések kozben folyamatosan
alacsony szinten tartja a fa kiegyensilyozatlansagat. Nevét G. M. Adelson-
Velsky-r6l és E. M. Landis-rol kapta.
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22.1.1. Definicié6 (AVL-fa invariansa). Jelilhe h(t;) a t; facsics alatti
részfa magassdgdt. Fkkor az AVL-fa megkéveteli, hogy a fa minden t; csi-
csdra teljesiiljon a

|h(bal(t;)) — h(jobb(t;))] <1
korldt.

22.1.2. Tétel (Az AVL-fa legnagyobb magassiga). o Az AVL-fa ma-

gassdga nem nagyobb, mint 1,44 -log,n, ahol n a tartalmazott csicsok
szdma.

o Az AVL-fa mduveleteinek iddigényére is vonatkozik a fenti korldt.
o Az AVL-tulajdonsdg ellenérzése O(logn) ideji.

e Beszirdst kiovetden az AVL-tulajdonsdg helyredllitasa mindig konstans
vdejil.

o Tirlés utdn a fa helyredllitdsa legfeljebb c - log, n miveletigényi.

Besztiras utani helyreallitas

A besztras (és a torlés) a binaris kereséfaban leirtakhoz hasonléan torté-
nik, és ha ezzel a kiegyenstlyozottsag elveszett, helyre kell allitani.

A helyreallitas els§ 1épése, hogy felismerjiik, melyik az a legmélyebben
fekvd cstcs, melynél az invarians nem all fenn (,hibds csics”).

Fekete Istvan megfeleld anyagdban szép dbrdkkal illusztrdlva megtaldlhato
a beszirds és a torlés utdni helyredllitds.

Példa: (++,+) szabaly.

Legyen a besziras el6tt a majdani hibas csics alatti fak magassaga h (pl.
bal részfa), illetve h + 1 (pl. jobb részfa). Ekkor a hibas csics jobb gyereke
(pl. a) alatti részfak magassaga nyilvan h.

Tekintsiik azt az esetet, mikor a hibas csiics jobb oldali részfajaba szir-
tunk be egy elemet, és az AVL-tulajdonsag elromlik, mivel a egyik (mondjuk
jobb) részfaja h + 1 magas lett. Ekkor a kovetkezs forgatast tessziik:

Helyezziik a hibas cstcs helyébe a-t, és legyen a bal gyereke a hibas csics,
melynek bal részfaja maradjon meg, jobb részfaja pedig legyen a korabbi bal
részfaja. a jobb részfajat szintén helyben hagyhatjuk.

Ezeket a szabalyokat forgatdsoknak is nevezziik.

Készitette: Bogndr Balint 2011. jintus 17.
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22.1.3. 2-3 fa, B-fa

A 2-3 fak és a B-fak a binaris fakhoz hasonlé, de nem binaris keress
fastrukturak.

22.1.3. Definici6 (2-3 fa).

A fa minden belsd csicsdnak 2 vagy 3 gyereke van,

a levelek mind azonos szinten vannak,

a belsd csiucsokban csak keresést seqitd kulcsokat tdrolunk, adatok csak
a levélszinten vannak,

a kulcsok balrol jobbra rendezelt sort alkotnak.

A belsé csicsok seqitd kulcsainak kritériuma: minden kulcs a téle jobbra
esd részfa minimalis kulcsértéke.

Hatékonysag. A fa mélysége legfeljebb log,n, de ennél joval kisebb is
lehet. A beszirés és a torlés hasonlé miiveletigényti.

Besziiras. A beszurashoz elGszor megkeressiik azt a levélpoziciot (a segits
kulcsok segitségével), ahovéa be kellene sziirni az 1j elemet. Ha ez alapjan a
leend§ sziilg tul sok (4) levelet tartalmazna, akkor csicsvdgdst hajtunk végre
rajta — a vagas felgytrtzhet akar a gyokérig is.

Esetleg, ha sziikséges, helyreallitjuk a kulcsértékeket a faban felfelé ha-
ladva.

Torlés. Ha a torléssel egy cstucsnak tul kevés (1) gyereke lenne, akkor:

e megnézziik, hogy van-e ,testvére”, melynek harom gyereke van: ha igen,
akkor egy megfelel6t dtadunk a torolt csics helyére, és helyreéllitjuk a
kulcsokat,

e ha a sziil6nek nincs harom gyerekes testvére, akkor csticsésszevonéasokat
eszkozoliink, melyek felgytrizhetnek (a gyokeérig is).

Kiilénben egyszertien torliink, és esetleg helyreallitjuk a kulcsértékeket a
faban felfelé haladva.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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B-fa

A B-fa a 2-3 fa altalanositasa t6bb agu csicsokra.

22.1.4. Definici6 (B-fa). Egy B,-fa olyan, a 2-3 fihoz hasonld fa, ahol a

csucsok minimdlis gyerekszdma (ﬂ, mazximdalis gyerekszima pedig r.

2
A miiveletek a 2-3 faval teljesen analdog modon toérténnek.
Felhasznilasok. B-fakat és valtozataikat gyakran hasznaljak adatbaziske-

zel6 rendszerekben tarolasi strukturaként, az r érték a gyakorlatban 50 és
1000 ko6z0tt mozog.

22.1.4. Hasitotablak, hasitas

A hasitas szintén az adattarolas és -keresés hatékonysagat novels struk-
tarak. Alapjukat a hasitd figguény (hash-figguény) képezi.

22.1.5. Definicié (Hasito fiiggvény). A h hasild fiigguény egy tetszdleges
alaphalmazbdl (példaul adatrekordok kulesérték-halmazabdl) [0..M — 1] inter-
vallumba képezd fiigguény, melyre jo vidlasztas esetén teljesiil, hogy:

e az alaphalmaz szdmossdga M -nél jelentdsen nagyobb,
e a hasito fligguény gyorsan kiszamithato és

e az alaphalmazt eqyenletesen képezi le az intervallumra.

A hasitotablazatok két valtozatat vizsgaljuk: a lancolt és a nyilt cimzéses
hasitotablat.

Hasitas lancolassal

Ennél a modszernél az adatok tarolasédra egy mutatdkat tartalmazod, M
hosszi t6mbot hasznalunk (¢[0..M — 1]). A mutatok (altalaban fejelem nél-
kiili) lancolt listak kezdcimeit tartalmazzak.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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Besztiras.

1. A beszirando rekord kulesat leképezziik [0..M — 1]-re a hasito fiiggvény
segitségével (m := h(k)).

2. A t[m] listaba — rendezett vagy rendezetlen modon — beszirjuk az ele-
met.

Ha nem engediink meg két azonos kulcsii elemet, akkor elGszor meg kell
vizsgalnunk, hogy t[m] lista tartalmazza-e mér az adott kulcsot, és ekkor
hibat kell jelezniink.

Keresés.

1. A beszurando rekord kulesat leképezziik [0..M — 1]-re a hasito fiiggvény
segitségével (m := h(k)).

2. A t[m] listaban keressiik az elemet a lista szerkezetétdl fiiggé modszer-
rel.

Torlés. Megkeressiik, majd a listabol tordljiik a kérdéses elemet.

Hasitas nyilt cimzéssel

Ennél a modszernél a teljes hasito tablazat M méreti, és az adatokat
(vagy legalabbis a kulcsokat és az adatok mutatoit) kozvetleniil taroljuk egy
t[0..M — 1] tombben.

Besztras. Ha beszuraskor kulcsiitkozés 1ép fel, akkor valamilyen h; fiigg-
vénnyel eltoljuk a besziras helyét, azaz megprobaljuk elhelyezni az elemet a
(h(k) + hi(k)modM helyen. Ha ez sem sikeriil, tovabb probalkozunk ugyan-
ezzel a modszerrel (h(k) + hy(k) + hao(k)).

Ha betelt a tablazat (ez nyilvantarthaté kiilon vagy figyelhetjiik a probak
szamat), akkor példaul a tablazat novelésével és a hasito fliggvény cseréjével
készithetiink nagyobb hasité tablat.

Keresés. Ha a hasito érték alapjan nem a keresett kulcsot talaljuk meg

(azaz masik kulcs van ott, vagy a cella ¢drdlt, 1d. alabb), akkor a beszurasnéal

hasznalt h; fiiggvény segitségével probalkozunk a kovetkezé lehetséges helyen.
Ha iires cellat talalunk a keresés kozben, akkor a kulcs nem talalhato.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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Torlés. Torléskor el6bb megkeressiik a kulcsot, majd a cellat egyszer tor-
lés helyett specidlis tordlt statusszal kell ellatnunk, hogy a keresés ne akadjon
el, ha esetleg egy ,probalkozasi lanc” kozepén talalhato a térolt elem.

A kovetkezdkben harom modszer kovetkezik a h; megvalasztasara.

Linearis probalas. FEkkor h; = —1 (lehetne +1 is — a —1 vélasztas haté-
konyséagi elényt jelentett egyes korai szamitogép-architektirakon).

Ennek a modszernek a probléméajat linedris csomdosoddsnak szokés ne-
vezni: ha sok azonos hasito értékii adat érkezik, akkor a beszurasok és kere-
sések meghosszabbodhatnak, mivel minden beszirt elemen végig kell haladni.

Négyzetes probalas.

22.1.6. Tétel (A négyzetes probalas alaptétele). Ha M = 4k+3 alakd
és primszdam, akkor a

M—1\" M—1\"
02,12,—12,22,—22,32,...,( )—( 5 )(mod M)

2
sorozat minden értéket eldallit a [0..M — 1] intervallumon.

A fenti tétel alapjan, ha a h; fiiggvény értékeit a fenti sorozatbél vessziik,
akkor a tablazat biztosan teljesen kitélthetd.

A modszer megsziinteti az els6dleges csomosodast, de mivel az elemek fix
nyomvonalra keriilnek, masodlagos csomosodéas 1ép fel.

Kettds hash-elés. FEz a modszer kikiiszoboli a masodlagos csomdsodést
is: valasszunk h;-nek egy tjabb hasito fliggvényt, és ennek értékével lépjiink
mindig balra, ameddig sziikséges. A teljes kitoltéshez ki kell kotni, hogy h'(k)
és M legyenek relativ primek. Valaszthato példaul a b’ (k) = k mod (M —1)+
1-nek.

A nyilt cimzés kritikdja. Mivel ez a modszer megkotést tesz a hasitod
tabla méretére, a gyakorlatban ritkdAbban hasznaljak.

Hasit6 fliggvény valasztasa

Oszté6-modszer. Legyen h(k) = k mod M! Knuth szerint ha M olyan
prim, amely nem esik kett§ hatvany kozelébe, akkor ez a modszer egyenlete-
sen hasit (pl. M = 701).

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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Szorz6-modszer. Valasszuk a fiiggvényt igy: h(k) = [{k-A}- M} (A € R),
ahol {z} az x tortrészét jeldli.
Ez a médszer M értékére nem, csak A-ra érzékeny: egy javaslat az arany-

metszés aranyszama: A = @

Hasito tablak értékelése

A kerestfakkal Osszehasonlitdsban mondhatjuk, hogy altalanos esetben
a keres6fak jobbak, mivel van elméleti fels6 korlat a keresési idére, illetve
olyan lehetdségeket kinalnak (pl. minimalis elem keresése), melyek hasito
tablazattal nem lesznek hatékonyabbak.

A hasit6 tablak alkalmazéasa nem széles kort, de néhany specialis teriileten
gyakori.

22.2. Rendezési modszerek

Ebben a szakaszban kiilonféle adatok rendezésére szolagld algoritmusok-
kal foglalkozunk. Mindig feltételeziink az adatok kozott egy rendezési relaciot,
illetve az egyszertiség kedvéért ugy kezeljiik az adatokat, mintha egy A[l..n]
tombben helyezkednének el, teljesen kitoltve azt.

22.2.1. Buborékrendezés

Az alapétlet szerint a tombon tobbszor végighaladva a szomszédos ele-
meket cserélgetjiik, ezaltal csokkentjiik az inverzioszamot. Egy menetben a
tombnek valamelyik végére kikeriil az egyik szélsGérték, ezt a kovetkezé me-
netben mar elhagyhatjuk.

@uborékrendezéS(AD
|
ji=n

J =2

Ali] < A[j] SKIP

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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Miiveletigény. Az dsszehasonlitasok szama ©(n?) nagysagrendii. A cserék
szama:

e legjobb esetben nyilvan 0,

n(n—1)
4

n(n—1)
5 -

e Atlagos esetben

e legrosszabb esetben

22.2.2. Beszur6 rendezés

A beszir6 rendezés jobbrol balra haladva minden elem helyét megkeresi
a rendezett sorban, oda beszirja és a jobbra esé részt eltolja eggyel.

@eszﬁr() rendezés(AD

Miiveletigény. Miiveletigénye dltaldban ©(n?). Megvalositasa lancolt lis-
takra sokkal hatékonyabb.

22.2.3. Maximumkivalaszté rendezés

A modszer minden menetben a tombbdl kivalasztja a maximumot, ame-
lyet kicserél a tomb végén 1év6 elemmel, majd a maradék elemekkel folytatja
ugyanezt.

22.2.4. Versenyrendezés

A versenyrendezés a maximumkivéilaszto rendezés egy specialis valtozata,
ahol a legnagyobb elem kivalasztasa egy kieséses verseny lebonyolitasidhoz
hasonl6 faval valasztja ki az aktualis maximumot.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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22.2.5. Kupacrendezés

A kupacrendezés a versenyrendezés helyben rendezd véltozata. Rekur-
ziv algoritmusként is megvalosithato, ekkor a tombdét egy kupac adatszerke-
cstcstol kezdve mindkét gyerekre, majd a két gyerek sziilgjét lesiillyesztjiik
a kupacban a helyére (a Sillyeszt eljaras els6 paramétere egy a tomb, a mé-
sodik a siillyesztendd elem, a harmadik a résztémb fels¢ hatara, amelyben
stillyeszt).

[terativ megvaldsitasa tombre:

@(upacrendezés(AD
I

j=15] cn 1
Siillyeszt(A, j,n)
k:=mn._y. 2

All] « Alk]

Siillyeszt(A, 1,k — 1)

CSijllyeszt(A, u, v) @ (u< UD
I

[:=7
2u<v Al
2u+1> vV AR2u] > Al2u + 1]
rany = 2u wrany = 2u+ 1

Alu] < Alirany]
Alu] < Alirany]

U 1= irany

Miiveletigény. A kupacrendezés miveletigénye ©(nlogn).

22.2.6. Gyorsrendezés (quick sort)

A gyorsrendezés az egy elemet helyrerakéd rendezések kozé tartozik. Min-
den lépésben kivalaszt egy elemet, majd a sorozat tobbi tagjat tgy helyezziik
el, hogy a kisebbek a kivalasztott elemtdl balra, a nagyobbak jobbra legyenek.
Ezutan a jobb és bal oldal résztémbokon rekurzivan végrehajtjuk a rendezést.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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A kivéalasztott (4ltalaban valamely szélsd, legyen ez most a bal) elem
helyre vitelét olyan modszerrel végezziik, ahol két index fut szembe egymas-
sal a tombon. Az u a résztomb als6, v a fels§ korlatja, a visszatérési érték
megadja, hogy hanyadik helyre keriilt a kivalasztott elem.

@elyrevisz(A, u, VD
I
1, =u+1v

i1<J
i <vAA[] < Al
1i=1+1
u+1<jAAu <A[j
Ji=7—1
i1 <J
Ali] & Alj]
iji=i+1,5—1
Alu] <> Ali — 1]

return: — 1

SKIP

Miiveletigény. Legrosszabb esetben (ha vagaskor az egyik résztomb min-
dig iires) a gyorsrendezés miiveletigénye O(n?). Ez azonban ritkan fordul eld.
Atlagos esetben (feltéve, hogy mindenféle elrendezés azonos valoszintiséggel
fordul el) a miveletigény ~ 1,39 - nlog, n.

22.2.7. Osszefésiil6 rendezés (merge sort)

Ez az algoritmus is rekurziv, és a rendezendd sorozat kettéosztésan alapul.
Minden lépésben félbevigja a sorozatot, a két részt rendezi, majd a részeket
rendezetten Osszefuttatja. Kikiiszoboli a gyorsrendezés bizonytalansagat, bar
a helyben rendezés nehézkesebb.

Miiveletigény. Legrosszabb esetben az 6sszehasonlitasok szama ((n—1)log, n).

22.2.8. Linearis ideji rendezések

A linearis ideji rendezések vagy edényrendezések olyan algoritmusok, me-
lyek a rendezendé adatok specialis szerkezetét hasznaljak ki a hatékonysag
noveléséhez. Tobb valtozatuk ismert:

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.
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Leszamold rendezés

A leszamol6 rendezés esetén a rendezési kulcsok osztatlanok, és feltessziik,
hogy egy viszonylag sztik [1..k] intervallumba esnek.

Ekkor kiszamithatjuk az egyes értékek gyakorisagat (esetleg eloszlasfiigg-
vényét is), melybdl a tomb rendezett valtozata kénnyen generalhato.

A leszamol6 rendezés kétszer halad végig a tombon, miveletigénye tehat
2n.

Edényrendezés (bucket sort)

Itt a feladatunk n darab [0, 1)-beli, egyenletesen elosztott szam rendezése.

Itt lényegében hasitoé tablaba rendezziik az adatokat (mondjuk gy, hogy
tizedenként osztjuk a kulcsértékeket a hasitétdblaba — fontos, hogy a hasitas
soran a rendezettség megmaradjon). A hasito tabla listaiban besziré rende-
zést hasznalunk (ez lancolt listak épitésére linearis idejii). Végiil a tabla egyes
listait egymas utan lancolva kapjuk a rendezett sorozatot.

Tobbmezds kulcsok rendezése el6re

Feltételezziik, hogy a rendezendé adatok kulcsa tébb mez&bdl all, melyek
egy véges intervallumbol veszik értékeiket.

A kulcsmezk alapjan fat épitiink, amelynek minden 7. szintjén az 7. kulcs-
mez6 0sszes lehetséges értéke jelenik meg minden el6z6 szintbeli csics gyer-
mekeként, rendezett sorrendben. A levelekre helyezziik az adatokat gy, hogy
a fa csicsaig vezetd dton 1évd kulcsmezd-értékek adjak ki az elem kulcsat.
Ezutan a fa frontjat dsszeolvasva kapjuk a rendezett adatsort.

Az eljarast ilyen formaban nem alkalmazzak a fa tal nagy mérete miatt,
de a Radiz-rendezés az alapoétletet felhasznalja binaris kulesra.

Tobbmezds kulcsok rendezése visszafelé

Az elv az edényrendezéshez hasonlé: kulesmezénként hatulrol el6re ha-
ladva rendezziik az adatokat a mez§ értékkészlete szerinti edényekbe, majd
flizziik 6ssze a listat a kulcsmezd szerint és folytassuk ezen a listan a rendezést
a kovetkezd kulccsal.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 17.



