23. fejezet

FormaAlis nyelvek

Formalis nyelvtanok és Chomsky-féle nyelvosztalyok. A regularis nyelvek
alapvetd tulajdonsagai és alkalmazésai. Kérnyezetfiiggetlen nyelvek és elem-
zésiik. Matematikai gépek — véges automata és veremautomata.

23.1. Formadlis nyelvtanok

23.1.1. Alapfogalmak
A formalis nyelvek alapelemei

23.1.1. Definici6 (Abécé). Abécének neveziink egy tetszdleges véges szim-
bolumhalmazt. Az dabécé elemeit betiknek hivjuk.

23.1.2. Definicio (Sz6). Az X dbécé betdinek eqy véges (esetleg tires) so-
rozatdt az X dbécé feletti szonak nevezzik.

Jelolések. Az abécé feletti Osszes sz6 halmazat jelolje X*! Azt a legsziikebb
abécet, mely felett u jelsorozat még szo, jelolje X (u)! Az € legyen az iires sz0
jele!

23.1.3. Definicio (Nyelv). Az X dbécé feletti nyelunek nevezzik az X* egy
részhalmazdt, azaz az X feletti szavak eqy tetszdleges halmazdt.

Jelblések. Legyen X (L) alegsziikebb olyan dbécé, amely felett az L halmaz
nyelv!
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Miiveletek

23.1.4. Definici6 (Szavak konkatenacioja). Legyenek u és v szavak eqy
X abécé felett. Ekkor a két szo konkatendcidjanak nevezziik azt a jelsorozatot,
amelyet a két szo jeleinek eqymds utdn fdzésével kapunk. Jeldlése: uv.

Megjegyzés. A konkatenécid asszociativ, de nem kommutativ mivelet,
melynek egységeleme . Igy X* a konkatenacioval mint miivelettel és e-nal
egqységelemes félcsoportot alkot.

23.1.5. Definicio (Megforditas). Az u szd megforditisa legyen jeleinek
forditott sorrendben vett sorozata, és jellje ezt u='!

23.1.6. Definicio (Sz6 hossza). Adott u sz6 hossza a benne szerepld jelek
szama. Jeldlése [(u) vagy |ul.

Jelolések. X := X(u). y € X esetén jelolje [, (u) az u széban az y jel
el6fordulasainak szamat, tovabba ha H C X, akkor ly(u) az u-ban a H
halmazbeli jelek Gsszes el6fordulasainak szamat.

23.1.7. Definici6 (Homomorfizmus). Homomorfizmusnak neveziink két abécé
kézotti konkatendciotarto leképezést. Eqy h : X* — Y™ leképezés konkatend-
cidtartd, ha tetszéleges u,v € X* : h(uv) = h(u)h(v).

Megjegyzések. Ha h homomorfizmus, akkor h(e) = . A homomorfizmus

nyelvekre vonatkozo kiterjesztése: h(L) = |, h(u).

23.1.8. Tétel (Véges sok nyelv unidja nyelv). Véges sok nyelv (halmaz)
uniojahoz taldalhato olyan dbécé, amely felett az unio is nyelv. Ez az dbécé:

Uiz X (L)

23.1.9. Definici6 (Nyelvek konkatenacioja). Ly és Ly nyelvek konkate-
ndcidja az LyLy = {uvlu € Ly ANv € Ly}.

Megjegyzések. Nyelvek konkatenacioja asszociativ. A konkatenécit az uni-
ora nézve mindkét oldalrél disztributiv.

23.1.10. Definici6 (Maradéknyelv). Ha L nyelv és uw € L szd, akkor L-
nek az u-ra vonatkozé maradéknyelve L, = {uv|uv € L}.

Készitette: Bogndr Balint 2011. jintus 12.
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23.1.11. Definici6 (Helyettesités). Nyelvek kiézitti, unio-, konkatendcio-
, eqységelem- és zéruselemtarto leképezés.

23.1.12. Definici6 (Lezaras). L nyelv lezdrdsin a kévetkezd nyelvet ért-
jik: L* = ;e L', ahol L' az L i-szeres, dnmagdval vett konkatendcidjdt
jelali.

Pozitiv lezdrdsnak nevezziik és L -szal jeléljik a lezdrdsnak azt a vdltoza-
tat, ahol az iires nyelvet (L° = {e}) elhagyjuk az unicképzésbol.

23.1.2. Nyelvek megadasa

A formalis nyelvek megadasi modszereitdl elvarjuk, hogy a leiras véges
legyen.

1. Véges nyelvek esetén felsorolhatjuk a nyelv elemeit.
2. A nyelvet megadhatjuk logikai formuléval.
3. Megadhato6 nyelv strukturalis rekurziv leiras segitségével.

4. Algoritmus segitségével mely felsorolhatja a nyelv Osszes elemét, illetve
egy szorol megmondhatja, hogy eleme-e a nyelvnek.

23.1.13. Definicié (Rekurzivan felsorolhat nyelv). Egy nyelv re-
kurzivan felsorolhatd, ha létezik olyan algoritmus, mely felsorolja min-
den elemét (nem feltétlendl véges iddn beliil).

23.1.14. Definicié (Rekurziv nyelv). Egy nyelvet rekurzivnak ne-
veziink, ha lélezik eldontd algoritmus, ami inputként eqy szot kapuva
mindig termindl, és megmondja a szorol, hogy eleme-e a nyelvnek.

23.1.15. Definici6é (Parcialisan rekurziv nyelv). FEgy nyelv parci-
alisan rekurziv, ha létezik olyan algoritmus, amely mindig termindl igen
vdalasszal, ha az iputként kapott szo eleme a nyelvnek; és nem termindl
vagy nem wvdlasszal termindl, ha nem eleme.

5. Matematikai géppel is megadhato egy nyelv.

6. Nyelv definidlhato produkcios rendszerrel (axiomak és kovetkeztetési
szabalyok segitségével).

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 12.
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Produkcios rendszerek

23.1.16. Definici6 (Produkcios rendszer). Produkcids rendszer alatt a
Il = (X, P, A,) hdrmast értjik, ahol X dbécé, P C X* x X* a produkcids
szabdlyok véges halmaza, és A, C X* véges axiomahalmaz.

Levezetések. Egy szot kdzvetleniil levezethetdnek mondunk egy II produk-
cios rendszerben, ha az egyik szobol a masik elGallithatd valamely résszonak
a P szabélyok valamelyike segitségével torténG helyettesitéssel.

Egy sz6 kizvetett modon levezethetd a produkcids rendszerben, ha va-
lah&ny (véges) levezetési lépés segitségével elgallithato a kiinduld szobol a
célszo.

Generativ nyelvtanok

A generativ nyelvtanok speciélis produkciés rendszerek.

23.1.17. Definicié (Formalis nyelvtan). Olyan G = (T, N, P, S) négyes,
ahol T a termindlis jelek dbécéje, N a nyelvtani jelek abécéje, P véges szabdly-
halmaz, melyben barmely szabdly bal oldalan szerepel legaldbb egy nyelvtans jel,
és S € N a kezddszimbolum.

23.1.18. Definicié (Mondatforma). Mondatformdnak nevezzik termind-
lis és nemtermindlis szimbolumok véges sorozalat.

23.1.19. Definici6 (Generalt nyelv). A G formdlis nyelvtan dltal gene-
ralt nyelv szavai a kezddszimbolumbol levezethetd szavak.

23.1.20. Tétel. Nem minden nyelv irhatd le nyelvtannal. A bizonyitds az
LLE 27" Gsszefiiggés beldtdasdval torténik.

Nyelvtanok osztalyozasa

Jelblések.
e A B,C € N nyelvtani jelek,
e S a kezdszimbolum,
e p egy szabaly bal oldala,

o ¢ tetszbleges szabdly jobb oldala,

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 12.
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e a;5 € (T'UN)* mondatforma,

e KES a korlatozott epszilon-szabalyt jeloli, azaz ha a nyelvtanban sze-
repel az S — € szabdly, akkor S nem szerepelhet szabdly jobb oldaldn.

O | Alapnyelv Megszoritott Normalforma
0 |p—gq p—>q(qg#¢),S— AB— A BA— A+ az
e KES 1-es és 2-es normalforma

szabalyai.

L |p = q lp) < Ug), orAay = ayqas (¢ #

AB — AC, BA — CA

S — ¢ KES g), S — e KES + 2-es norméalforma sza-
balyai.
2 |A—yq A—q(qg#¢e),S—> A—-BC, A=t S—
e KES e KES
3 |A—=>nB, A—>n A—th A—>t, S— A—tB, A—e¢
¢ KES

Megjegyzés. Az 1. tipusu nyelvek rekurzivak, azaz létezik hozzajuk el-

donté algoritmus (altaldban O(e”) futasidével).

Chomsky-féle hierarchia. L3 C L, C L, C L.

23.1.21. Tétel (A nyelvosztalyok valtozatainak kapcsolata). Az alap-
formdk, megszoritott formdk, illetve normdlformdk dltal meghatdrozott nyelv-

osztdlyok mind a négy osztdly esetén azonosak, azaz L; =

23.2. A 3. tipust nyelvek

Lmszi — Lnfl

23.2.1. Tétel (Kis Bar-Hillel lemma). Tetszdleges L € L3 nyelvhez In =
n(L) > 0 egész szdm, hogy Yu € L,l(u) > n: u = zyz a kévetkezd tulajdon-

sagokkal:
«y#te,
o [(zy) <n,

o Vi=0,1,... :ay'z € L.

23.2.2. Tétel (Zartsag). L3 zdrt az unid, konkatendcid, lezdrds, komple-
menterképzés, metszet, kiillonbség és szimmetrikus differencia miveletekre nézve.

Készitette: Bogndr Bdlint

2011. junius 12.
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23.2.3. Definicié (Regularis nyelv). A reguldris nyelvek definicidjdt struk-
turdlis indukcioval adjuk meg:

o Reguldris nyelvek az elemi nyelvek: {},{e}, {t}, aholt € U.
e Reguldris miveletek az uni6, konkatenécio és a lezérés.

o Reguldris nyelvek az elemi nyelvekbdl a reguldaris miveletek véges sok-
szori alkalmazdsdval elddllithato nyelvek.

23.2.4. Definicié (Regularis kifejezés). A requldris kifejezések a reguld-
ris nyelvek eqyszerisitett leirdsat jelentik, ahol:

o {t} helyetl t szerepel,

e az unio jele U helyett +.

23.2.5. Tétel (Kleene-tétel). A reguldris nyelvek osztdlya megegyezik a
véges determinisztikus automatdval elddllithato nyelvek osztdlydval.

23.2.6. Tétel. A véges determinisztikus automatdval elddllithato nyelvek osz-
talya megegyezik a véges, nemdeterminisztikus automatdval elddllithato nyel-
vek osztdlydval.

23.2.7. Tétel. A véges determinisztikus automatdval elddllithato nyelvek osz-
talya megegyezik a 3. nyelvosztallyal (L3).

23.2.1. Regularis nyelvek felhasznalasi teriiletei

Bar a regularis nyelvtanok az Osszes nyelvek viszonylag sziik osztalyat
jelolik ki, konnytd kezelhetGségilik miatt gyakorlati alkalmazasuk rendszeres.

Lexikalis elemzd§ (scanner): A forditoprogramok legalso szintjén, a lexi-
kalis elemek felderitésében nagy szerepet jatszanak a 3. tipusi nyelv-
tanok: altalaban regularis kifejezésekkel azonositjak a nyelv lexikalis
elemeit.

Mintaillesztés: Mintaillesztési feladatokban (pl. adatok kozott/szévegben
torténd keresés) regularis kifejezéssel irhato le az illesztendd minta. Eb-
bl altalaban véges determinisztikus automatat (példaul Knuth-Morris-
Pratt automatdt) generalnak.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 12.
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23.3. Automatak

Az automatdk a matematikai gépek egy csoportjat alkotjak. Ebben a
fejezetben a véges (determinisztikus és nemdeterminisztikus) automatakkal,
illetve veremautomatakkal foglalkozunk.

23.3.1. Véges determinisztikus automatak

23.3.1. Definici6 (Véges determinisztikus automata). Egy véges deter-
minisztikus automatdt az A = (Q,T, 0, qo, F') 6tds ir le, ahol:

e () az dllapotok véges halmaza,

o T a bementi értékek dbécéje (igy véges),

0:Q xT — Q az atmeneti fligguény,

qo € Q a kezdd dllapot,

e ['C Q) a végdllapotok halmaza.

Megjegyzés. 0§ az automata egy lépésben végzett miikodését irja le. Kiter-
jeszthets ¢ : QQ x T* — @ alakra, ahol:

>

e i(g.e) =4q,

e §(q,ut) = 5(5(g, ), 1).
23.3.2. Definici6 (Automata altal felismert nyelv). Az automata dltal
felismert nyelv azon szavak halmaza, amelyekre a kezdd dllapotbol valamelyik
végdllapotba jut, azaz L(A) = {u € T*|0(q, u) € F'}.
Az automata megadasi moédszerei

Atmeneti graf: Olyan iranyitott graf, melynek pontja az allapotok, és A
allapotbol t-vel cimkézett él fut B allapotba, ha §(A,t) = B.

Tablazat: egyik tengelyén az allapotok, a masikon a terminélisok talalhatok
— lényegében az Atmeneti graf matrixreprezentacioja.

Képlet: a ¢ fiiggvény megadasa valamilyen zart szamitasi képlettel, formu-
laval.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 12.
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Automata és a 3. tipusi nyelvek kapcsolata

23.3.3. Tétel. Lpa = Ls.

3. tipust nyelvtan konstrukci6ja automatabdél. A konstrukcio alap-
Otlete a kovetkezs:

1. hozzuk norméalformara a nyelvtant,

2. a nyelvtani jeleket feleltessiik meg az automata allapotainak,
3. qo-t rendeljiik az S startszimbolumhoz,

4 q—td ePedqt)=4,

5. q € P& qeF.

Automata konstrukciéja 3. tipust nyelvbél. A fentihez hasonlo, fordi-
tott konstrukcioval készithets 3. tipusi nyelvtan alapjan automata, ez azon-
ban nem mindig lesz determinisztikus — ha nemdeterminisztikus allapotat-
meneti fiiggvényt kapunk, az automatat még determinisztikussé kell tenniink
(1d. az automatéak determinisztikussa tételérsl szolo tételt).

23.3.2. Véges nemdeterminisztikus automata

23.3.4. Definici6 (Véges nemdeterminisztikus automata). Véges nem-

determinisztikus automata felépitésében azonos a determinisztikus automatd-
val, de § : Q x T — 29, illetve d(q, ut) = Uyesigu 0(d' 1)

23.3.5. Tétel (Automata determinisztikussa tétele). Véges nemdeter-
minisztikus automatdhoz konstrudlhato véges determinisztikus automata, amely
ugyanazt a nyelvet ismeri fel.

1. A= (29,T,0,q0,F),

2. 0({qr, - qs b t) = U, 0(gi, 1),
3. F={ECQ|ENF #{}}.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 12.
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23.3.3. Veremautomatak

23.3.6. Definicio (1-verem automata). Az egy veremmel rendelkezd (1-
verem) automatdt a (V) = (Q,T, %, 9, qo, 00, F) hetessel azonositjuk, ahol

o () az dllapotok véges halmaza,
o T a termindlis dbécé,
e X a veremdbéce,

§: QxTU{e}xX — 29%E" qz dtmeneti fiigguény, hogy |6(q,t,0)| < oo,

qo a kezdddllapot,
e 0 a verem kezddjele,

o [ a végdllapotok halmaza.

Megjegyzés. A tobb veremmel rendelkezé automatik esetén a definicio
érteemszerten kib&viil vermenként tovabbi veremabécékkel, illetve kezdGje-
lekkel. Az atmeneti fiiggvény, illetve a konfiguracio definicidja is béviil.

Megjegyzés. A veremautomatik a mikodés definiciojatol fiiggen kétféle
modon fogadhatnak el szot: elfogadd dllapottal, vagy tires veremmel. Utobbi
esetben a definiciéban az elfogad6 allapotokat nem szokas jelolni. A kétféle
automata altal felismert nyelvosztalyok azonosak.

23.3.7. Definicio (Konfiguracio). Veremautomata egy konfigurdcidjin egy
[q,v,a] € Q x T* x ¥* hdrmast értink, melyben q az aktudlis dllapot, v a
hdtralévd inputszoveg és a a verem tartalma.

Megjegyzések. A veremautomatak altaldban nemdeterminisztikusak, mi-
vel az atmeneti fliggvényben a termindlis szimbolum helyén megengedik az
lires sz0t (€) is.

A veremautomatak és a 2. tipust nyelvek kapcsolata

23.3.8. Tétel. Az 1-verem automatdkkal felismerhetd nyelvek osztdlya meg-
eqyezik a 2. tipusi grammatikdk dltal generdlt nyelvek osztdlydval, azaz Ly, =

L.

Készitette: Bognar Bdlint 2011. junius 12.



