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Zarovizsga tételsor
1. Fiiggvények hatarértéke, folytonossiga

Fekete Déra

Fiiggvények hatarértéke, folytonossaga
Figgvények hatdrértéke, folytonossaga. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai: Heine-
tétel, Weierstrass-tétel, Bolzano-tétel. A hatvanysor fogalma, Cauchy—Hadamard-tétel, analitikus fiiggvények.

1 Figgvények hatarértéke

Adott f € K; — Kg,a € D} (torlédasi pont). Az f fiiggvénynek az a helyen van hatarértéke, ha

JA € Ky, ahol K = C VR V +00 V —0c0, amelyre tetsz6leges K(A) C Ky kdrnyezetet is véve megadhaté
az a-nak egy alkalmas k(a) C K; kornyezete, amellyel f[(k(a)\{a}) N D] C K(A) teljesiil.
Masképp: f(z) € K(A),(a # x € k(a) N Dy).

Ekkor az egyértelmiien 1étezé A € Ky szamot vagy valamelyik végtelent az f fiiggvény a helyen vett
hatarértékének nevezziik.
Jelolés: lim f(z) =limf=A

r—ra a

1.1 Torlédasi pont

A C K, ekkor az a € K torléddsi pontja az A halmaznak, ha barmely K () kornyezetre (K (a)\{a})NA #
0.
Egyenlétlenségekkel: A C K, ekkor o € K szdm torlédédsi pontja az A halmaznak, ha Ve > 0 esetén

Jr € A, hogy 0 < |z — af <e.

1.2 Kornyezet
ACKiacAr>0:K.(a)=K(a)={x € A:|lz—a| <r}.

1.3 Fiiggvény
) # A, B halmazok, f C A x B reldcié. Valamely x € A elemre legyen f, :={y € B: (z,y) € f}. [

relacié fiiggvény, ha Vo € A-ra az f, halmaz legfeljebb egy elemii.

2 Filiggvények folytonossaga

Az f € Ky — K, fiiggvény az a € Dy pontban folytonos, ha Ve > 0 szdmhoz megadhaté olyan § > 0
szam, amellyel barmely x € Dy, |z — a| < 0 esetén |f(z) — f(a)] <e.

Jelolés: f € C{a}, haVa € Dy : f € C{z}, akkor f € C.

3 Osszefiiggés hatarérték és folytonossag kozott

Legyen f € K1 — Kg,a € Dy ND}. Ekkor f € C{a} <= lim f = f(a).



4 Fogalmak

4.1 Kompakt halmaz

A C K kompakt, ha barmely (z,) : N — A sorozatnak van olyan (x,, ) részsorozata, amely konvergens
és lim (z,,) € A.
Ekkor A korlatos és zart.

4.2 Konvergens

Egy « = (z,,) : N — K szdmsorozatot konvergensnek neveziink, ha 3o € K, Ve > 0,IN € N,Vn € N;n >
N:|z, —ao|<e.
« az  sorozat hatarértéke.

4.3 Korlatos

Sorozatra: x, korlatos = Jv : x o v konvergens
Halmazra: () # A C K korldtos, ha 3g € R: |z| < g, (z € A)

4.4 Zart halmaz

Komplementere nyilt halmaz.

4.5 Nyilt halmaz
A nyilt halmaz <= Va € A,3K(a): K(a) C A, vagyis az A halmaz minden pontja bels§ pont.

5 Heine-tétel

Ha az f € K; — K fiiggvény folytonos és Dy kompakt, akkor f egyenletesen folytonos.

5.1 Egyenletesen folytonos
f € Ky = K, fiiggvény egyenletesen folytonos, ha Ve > 0,36 > 0: |f(x)—f(¢)| <e, (z,t € Dy, |z—t| < 9).

6 Weierstrass-tétel
Tegyiik fel, hogy az f € K — R fiiggvény folytonos és Dy kompakt. Ekkor az Ry értékkészletnek van
legnagyobb és legkisebb eleme (Imax R, IminRy).

7 Bolzano-tétel

Tegyiik fel, hogy valamely —oco < a < b < 400 esetén az f : [a, b] — R fiiggvény folytonos, és f(a)- f(b) <
0 (ellenkezé eldjeld).
Ekkor van olyan £ € (a,b), amelyre f(§) = 0.

8 A hatvanysor fogalma
Legyen adott az a € K kozéppont és az (a,) : N — K egylitthat6-sorozat, tovabbé ezek segitségével

tekintsiik az aldbbi fiiggvényeket: f,,(t) := an(t—a)", (t € D:=K,n € N). Ekkor a ) _ (f,,) fiiggvénysort
hatvanysornak nevezziik.

8.1 Sorozat
Az f fiiggvényt sorozatnak nevezziik, ha Dy = N.



8.2 Figgvénysorozat, fliggvénysor

(fn) sorozat fliggvénysorozat, ha Vn € N esetén f, fiiggvény, és valamilyen D # () halmazzal Dy, =
D, (n €N).
Ha a széban forgé (f,,) fliggvénysorozatra Ry, C K, (n € N) is igaz, akkor az (f,,) fliggvénysorozat éltal

meghatdrozott > (f,,) fiiggvénysor a kovetkezd fiiggvénysorozat: > (fn) := (> fr)-
k=0

9 Cauchy—Hadamard-tétel

Tegyiik fel, hogy az (a,) : N = K sorozat esetén létezik a lim ( {/]a,|) hatdrérték, és legyen

+o0 halim (Y/]ay]) =0
= 1
"= ; halim ({/]ay]) > 0
an

lim (§
r-t a konvergenciasugdrnak nevezziik. Ekkor barmely ¢ € K mellett a ) (a,(t — a)™) hatvanysorrdl a
kovetkezdket mondhatjuk:

1. Har > 0, akkor minden « € K, |z —a| < r helyen a ) (a,(t — a)™) hatvanysor az = helyen abszolit
konvergens.

2. Ha r < +o0, akkor tetszleges © € K, |z — a| > r mellett a Y (a,(t — a)™) hatvdnysor az z helyen

divergens.

9.1 Abszolut konvergens

(e} o0
A > a, végtelen sort abszolit konvergensnek nevezziik, ha a Y |a,| sor konvergens.
n=1 n=1

9.2 Divergens

Ha a lim a, nem létezik, vagy nem véges, akkor a >_ a,, végtelen sor divergens.
n—oo

9.3 Cauchy—-Hadamard-tételbdl kovetkezik

1. Ha r = 400, akkor Dy =K, és Vz € K-ra a hatvanysor abszolit konvergens.

2. Ha r =0, akkor Dy = {a} és > an(a—a)™ = ap.
n=0
3. Ha 0 < r < 400, akkor K,(a) C Dy C Gy(a) ={z € K: |[x —a| <71} és a K,(a) kdrnyezet Vo
pontjara a hatvanysor az x helyen abszoltit konvergens.

4. Ha r > 0, akkor tetszéleges 0 < p < r szdmhoz vélasszuk az z € K, (a) elemet gy, hogy |z —a| = p.

Ekkor 3 |an(z —a)"| = 3 |an|lz —al") = 32 |an|p™) < +o0
n=0 n=0 n=0

10 Analitikus fliggvények

Tegyiik fel, hogy a Y (a,(t — a)™) hatvdnysor r konvergenciasugara (1d. C-H-tétel) nem nulla. Ekkor
értelmezhetjiik az aldbbi figgvényt: f(x) := > an(x —a)”, (z € K,(a)), ami nem més, mint a Y (a,(t — a)™)

n=0

(&)
fiiggvénysor F(z) := > an(x —a)™, (x € Dy) Osszegliiggvényének a lesziikitése a K, (a) kornyezetre:

e
[ = Flk,(a), (f ahatvanysor Osszegfiiggvénye). Az ilyen szerkezetii f fiiggvényt analitikusnak nevezziik.
Megjegyzés: Do a »_ (a,(t — a)™) hatvanysor konvergenciatartoményéat jeloli.



10.1 Fontos analitikus fiiggvények

Olyan a,-ek, amire lim ( {/]a,|) = 0, tehdt r = 400 a >_ (a,t™) hatvdnysorok esetén. Ezek az a,-ek:
P I S

n!” 2n+1)!" 2n)! 7 (2n+ 1)1 (2n)!°

o expx:=exp(z) =€ = iojo T,(a? € K)
oo p2ntl
e sinz :=sin(z) = ngo (=™ CEE (x € K)
0 22
e cosx :=cos () = n2=:0 (=™ (Qn)"(x € K)
o p2ntl
e sinhx :=sinh (z) = 2 o 1)!,(x € K)
0o g2n
e coshx := cosh (z) = nX::O ) (xr € K)
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Zarovizsga tételsor
2. Differencial- és integralszamitas

Dobreff Andras

Differencial- és integralszamitas

Jacobi-maétrix, gradiens, parcidlis derivalt. Széls6érték, fiiggvényvizsgalat. Riemann-integral, parcidlis
integralas, integrélas helyettesitéssel. Newton-Leibniz-formula. A kezdeti érték probléma. Linearis, ill.
magasabb rendii linedris differencidlegyenletek.

1 Jacobi-matrix, gradiens, parcialis derivalt

1.1 Jacobi-matrix, gradiens

Differencialhatésag
1<n,meN, 1<p,q<+oo,

(R™,|I.1lp) és (R™,]|.||q) normalt terek
feR" >R™, acintDy

Az f figgvény differencidlhat6 az a pontban (f € D{a}) , ha
létezik olyan L € L(R™, R™) korldtos linedris leképezés és olyan n € R™ — R™ fliggvény, hogy :

fla+h) = f(a) = L(h) +n(h) - |hll, (he€R™ a+he Dy)
ahol

n(h) — 0 ([[h]l, — 0)
Miés szoval:

fla+h) = f(a) = L(h)
171l

— 0 ([[rll, = 0)

Amennyiben Ya € intDy : f € D{a}, akkor az f differencidlhaté (f € D)

Megjegyzés:
A K test feletti (X, |-llx), (X,]-]lo) normdlt terek kozétti folytonos leképezés, korldtos linedris
leképezés, ha

e linedris, azaz
fle+xy) = fl@)+ Af(y) (z,y e X, AeK)
e fLorldtos, azaz

IMZ0: [f(@)llo < Mlzllx  (z € X)

Derivalt
f € R® = R™ fiiggvény differencialhaté egy a € intD; pontban
= 3L € L(R™,R™) korldtos linedris leképezés

Ezt az egyértelmiien 1étez6 L € L(R™ R™) korldtos linedris leképezést az f fliggvény a pontbeli
derivaltjanak nevezziik, és f'(a) szimbSlummal jeldljiik.



Jacobi-matrix
Az elézbekben szerepld L := f'(a) korldtos linedris leképezéshez A € R™*™ métrix, melyre:

L(z) = Az (z €R")

Ezért: f'(a):= A
az f fiiggvény a-beli derivaltja vagy derivalt métrixa, mas néven Jacobi-matrixa.

Gradiens
m=1esetén : f e R" - R

gradf(a) := f'(a) € RY*" ~ R™

Teh&t ebben az esetben az f’(a) Jacobi-matrix tekinthetd egy R™-beli vektornak, amit az f fliggvény
a-beli gradiensének neveziink.

Ha D :={a € Dy : f € D{a}}, akkor az
z+— gradf(z) e R" (z € D)
fliggvényt az f fliggvény gradiensének nevezzik, és gradf € R™ — R"™ jeloljiik.

Gradiens mint Jacobi-matrix sora
Legyen1 <n,m € N. Az f = (f1, ..., fm) € R" — R™ fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté
az a € intDy helyen, ha minden ¢ = 1,...,m esetén az f; € R™ — R koordinata-fiiggvény differ-
encialhaté az a-ban.

Ha f € D{a}, akkor az f'(a) Jacobi-métrix a kovetkezd alaki:

gradfi(a)
grad fa(a)

!
a) =

grad].”m(a)

1.2 Parcialis derivalt

Definicié
Tekintsiik a h € R™ — R fiiggvényt és az a = (aq, ..., a,) € Dy, vektort. Legyen

D) = {t €R: (a1, s @i—1,, G111,y an) € D} (i=1,...,n)
Es legyen:
ha,i : D}(Lal) =R, melyre:  hg;i(t) = h(ar,...,ai—1,t, i1, ...,an) (L€ D}(La))
A h,; parcidlis fiiggvények mind egyvialtozos valds fiiggvények (hq; € R — R)

A h fiiggvény az a-ban i-edig valtozé szerint parcidlisan derivélhatd, ha h, ; € D{a;}. Ekkor:
dih(a) == hy, ;(a;)
valés szamot a h fiiggvény a-beli, i-edik valtozé szerinti parcalis derivaltjanak nevezziik.

Parcialis derivalt fliggvény
Tegyiik fel, hogy az el6z6 h fliggvényre:

Dy, ; == {a € Dy, : 1étezik a 9;h(a)parcidis derivalt} # 0 (i=1,..,n)
Ekkor a
x> O;h(z) (z € Dp,)

fiiggvényt a h fliggvény i-edik valtozd szerinti parcidlis derivaltfiiggvényének nevezziik, és a 0;h
szimbdélummal jeloljik.



Differencialhatésag és parcialis differencialhatésag
e Differencialhatésag = parcidlis differencidlhatosig
1<neN, heR* >R, és h e D{a} (a € D)
=Vi=1,..,n: a h fiiggvény i-edik védltozd szerint parcialisan differencidlhaté az a pontban,
és

gradh(a) = (01h(a), ..., Onh(a))

e Differencialhatésag < parcialis differencidlhatosig
1<neN, heR" - R, ésacintD
Valamilyen ¢ = 1, ..., n esetén:
— Tetszbleges © € K,(a) (r > 0 alkalmas) helyen léteznek a 0;h(z) parcidlis derivaltak
(i #j=1,..,n) és ezek folytonosak
— 3 0;h(a) parciélis derivalt
= h € D(a)

2 Szélsoérték, figgvényvizsgalat

2.1 Szélsbérték
fERSRac Dy

Lokalis maximum
f-nek a-ban lokdlis maximuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
fx) < fla)  (z€Dylr—al<r)

Lokalis minimum
f-nek a-ban lokilis minimuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
f(x) = fla)  (z €Dy, |v—al <r)

Abszolit maximum
f-nek a-ban abszolit maximuma van, ha:

f(x) < fla) (2 €Dy)

Abszolit mimimum
f-nek a-ban abszolit minumuma van, ha:

f(@)=fla) (€ Dy)

Lokalis széls6érték
f-nek a-ban lokalis szélsGértéke van, ha a-ban lokélis minimuma vagy maximuma van.

Abszolit széls6érték
f-nek a-ban abszolut szélséértéke van, ha a-ban abszolit minimuma vagy maximuma van.

Els6rendii sziikséges feltétel (lokalis széls6értékre)
f € R — R fiiggvénynek a € intD; helyen lokalis széls6értéke van, és f € D{a}

= f{a} =0

Az el6bbi tétel segitségével mar nem nehéz beldtni a differencidlhaté fiiggvények vizsgalata szempontjabol
alapvet6 fontossagu un. kozépérték-tételeket

Rolle-tétel
a,beR (a<d), f:a,b] >R, feC,és
Vz € (a,b) : f € D{z} és f(a) = f(b)
=3 (a,b): f'(§) =0

Lagrange-féle kozépértéktétel

a,beR (a<b), f:]a,b] = R, feC,és
Vo € (a,b) : f € D{z}

S3ce(ab): fe) =1

— f(a)



Cauchy-féle kozépértéktétel
a,beR (a<b), fig:[a,b) =R, f,geC,és
Vz € (a,b): f,g € D{z}

=3¢¢€(a,b):
(f(b) = f(a)) - g'(&) = (9(b) — g(a) - f'(£)
Jelvaltas

feR—=R, a€intDs és f(a) =0, (K,.(a) C Dy, r>0)
1. f figgvénynek (—,+) jelvdltdsa van, ha
flz) <0< f(t), (z,te K, (a), x<a<t)
2. f figgvénynek (+,—) jelvéltdsa van, ha
f(@) 20> f(t), (v,t€ K.(a), z<a<t)

Els6rendii elégséges feltétel
feR—=R, acintDs és f € D{z}, (z € K,(a) C Dy,r > 0)
1. f’-nak az a-ban (+, —) jelvéltdsa van = f-nek a-ban lokélis maximuma van.

2. f’-nak az a-ban (—,+) jelvaltdsa van = f-nek a-ban lokalis minimuma van.

2.2 Monotonitas
feR-R

Monoton novekedés
f monoton névé (), ha Vz,t € Dy, z <t: f(z) < f(t).
Amennyiben f(x) < f(¢), akkor f szigorian monoton névé (1).

Monoton fogyés (cs6kkenés)
f monoton fogyé (\,), ha Vz,t € Dy, z <t: f(xz) > f(t).
Amennyiben f(x) > f(¢), akkor f szigorian monoton fogyé ({).

Derivalt és monotonitas kapcsolata
I C R nyilt intervallum, f: I - R, fe D

Lf/ e ffz0

2. fN\e f1<0

3. f konstans < Vxel: f'(x)=0
4. Veel: f'(x)>0 = f1
5.Veel:fl(z)<0 = f]

2.3 Alaki viszonyok

Konvexitas, konkavitas
I C R intervallum, f: I — R

e f konvex, ha
Va,bel YO<A<1:f(Aa+ (1—=XNb)<Af(a)+ (1—=XN)f(b)

e f konkdav, ha
Va,bel YO<A<1:f(ha+(1—=Xb)>Af(a)+ (1 —=N)f(b)



f(Aa+(1-\)b)

Aa+ (1-A)b

abra 1: Konvex fliggvény
Konvexitas és derivalt

I C R nyilt intervallum, f: I - R, fe D
e f konvex & 1 N
e f konkdv & [N\

Inflexidé

feR =R, acintDys, fe D{a}:

Pontbeli érintd

ea() == f(a) + f'(a)(x —a) (z €R)
Inflexid

f-nek az a-ban inflexidja van, ha az f — e, (f) az a-ban jelet vélt.

f=x?+1
T
15 2
w

. eg)-f
3 e P (b) szinusz fiiggvény inflexidja -
(a) 2" fiiggvény inflexidja (c) z*-nek nincs inflexiéja
2.4 Tobbszor differencialhaté fiiggvények
Masodik derivalt

feR =R, acintDy, és

f€D{z} (z€K.(a),r>0),illetve f' € D{a}
Ekkor f az a-ban kétszer derivalhaté és f”(a) := (') (a) az f mdsodik derivéltja.
Differencialas magasabb rendben
Hasonléképpen az el6z6hoz:
feR =R, acintDy, és
feD"{z} (zeK.(a),r>0),illetve f™ € D{a}, (1 <neN)

Ekkor f az a-ban (n + 1)-szer derivalhaté és f(**D(a) := (f™)(a) az f (n + 1)-edik derivéltja.
Maisodrendii elégséges feltétel (lokalis szélsGérték létezésére)

f € D*{a} fiiggvényre f'(a) =0 és f"(a) # 0



= f-nek az a-ban szigoru lokalis szélséértéke van.
Ha f”(a) < 0 = szigorui lokalis maximum.
Ha f"”(a) > 0 = szigorud lokélis minimum.

3 Riemann-integral, parcialis integralas, integralas helyettesitéssel.

Primitiv fiiggvény
I C R nyilt intervallum, f € I — R
Ha3F:I - R, hogy Fe D, F' = f
akkor F' az f primitiv fliggvénye.

Hatarozatlan integral
Legyen [ f:= [ f(z)dz:={F:1 - R,F € D és F' = f} az f hatdrozatlan integrélja.

Hatarozott integral (Riemann-integral)
—o<a<b<oo,f:[ab — R, [ korldtos
e A 7 C [a,b] felosztdsa, ha T véges és a,b € T
Ekkor 7 = {zo, 21, ..., zp}(n € N), ahol a ' =20 < 21 < ... < zp :=b

o m; :=m;(f) =inf{f(x):z; <x <xi41}( =0..n — 1), illetve
M; == M;(f) == sup{f(z) :z; <ax <x41}(i =0.n—1)

és:
n—1

s(f,m) = > mi(xip1 — x5) - alsé Gsszeg
i=0
e

S(f,1) = M;(z;41 — x;) - fels6 Osszeg
=0

o §:= {7 Cla,b] felosztas }

o Az {s(f,7): 7 € F} felilrdl korldtos és Y € § : S(f, ) fels6 korlat, illetve
Az {S(f,7) : 7 € §} alulrdl korldtos és Vu € § : s(f, ) alsé korlat

e Tehat legyen:
L.(f) = sup{s(f,7) : 7 € §} - Darboux alsé index, és
I*(f) :=inf{S(f,7) : 7 € §} - Darboux fels6 index

=V, peF:s(f,7) <L(f) < T*(f) < S(f, )
Az f figgvény Riemann-integralhaté (f € R[a,b]), ha L.(f) = I*(f), ekkor legyen
f; f = f[a nl = f: f(x)dz = L(f) = I*(f) az f fiiggvény Riemann-integrélja (hatdrozott
integralja).
Parcidlis integralas
e Hatarozatlan esetben
I C R nyilt intervallum, f,g: I = R, f,g € D és
f¢'-nek van primitiv fiiggvénye (azaz [ fg’ # 0)
= [[g#0és [f'g=Ffg—[fd
e Hatarozott esetben
f,9 € Dla, b]
f'9,fg’ € Rla,0]
b b
= [, f'a = f(b)g(b) - fla)g(a) — [, fo'

Integralas helyettesitéssel

e Hatarozatlan esetben
I,J C R nyilt intervallumok, g: [ — J,g€ D, f: J =R, [ f#0
= [fog-gd #0és ([ flog=[(fog-9g)
e Hatarozott esetben
f €Cla,bl,g: |a, 8] — [a,b],g € Ca, 8],
g(a) = a,g(B) =0
= [Vf=[ (fog9)



4 Newton-Leibniz-formula

f € Rla,b],3F : [a,b] — R, F folytonos és F € D{z}, F'(z) = f(x),(a <z <)
= [V f=F(b) - F(a)

5 A kezdeti érték probléma

Differencial egyenlet
0 <neN, I CR nyilt intervallum,
Q:=15L x..x1I, CR" ahol I, ..., I, C R nyilt intervallum
f:IxQ->R* fel

Hatarozzuk meg a ¢ € I — Q) fliggvényt ugy, hogy:

e D, nyilt intervallum
e peD
o ¢'(z) = fz,0(x)) (x€Dy)
Ezt a feladatot nevezziik differencidl egyenletnek.

Kezdeti érték probléma
Ha az el6z6ekhez még adottak: 7€ I, és £ € Q)
Illetve a ¢ fiiggvényre még teljestil:

e 7€D,ésp(r)=¢

Akkor kezdeti érték probléménak (Cauchy feladatnak) nevezzik.

6 Linearis, ill. magasabb rendii linearis differencialegyenletek

6.1 Linearis differencialegyenletek

Definicié
A lineéris differencidlegyenlet olyan differencidlegyenlet, melyre:
n=1, [I,I[; CR nyilt intervallumok, f : I x I; — R, ahol
g h:I—=R, ggheC, I ;=R és
f(z,y):=g(x)-y+h(z) (rel,yel =R)
= ¢'(x) = f(z, o(z)) = g(x) - p(x) + h(z) (z € Dy)

Homogenitas
A linedris differencidlegyenlet homogén ha h = 0 (kiilénben inhomogén)

Kezdeti érték probléma

e Minden linedris differencialegyenletre vonatkozo kezdeti érték probléma megoldhaté és
Ve, 1 megoldasokra: ¢(t) = (t) (t € Dy, N Dy)
e Minden homogén linedris differencidlegyenlet (¢ : I — R) megoldésa a kovetkezd alaki:
cpg, ahol
ceRés po(t) =e“®) (G:1—-R, GeD,és G =g)
e Allanddk varidldsénak médszere:
Im: 1 =R, meD:m-pomegolddsa az (inhomogén) linedris differencidlegyenletnek
e Partikularis megoldas:
M:={p: I =R:¢(t)=g(t)  ot) +h(t) (t € 1)}
My = {p: T —R: (1) = g(b) - o(t) (¢ € D)}
=WWeM:M=¢+M,={p+¢:pe M}
(Es itt ¢ az el6z6ek alapjan m - pg alakban irhatd)



e Példa: Radioaktiv bomlés:
mg > 0 - kezdeti anyagmennyiség
m € R — R - tomeg-id6 fiiggvénye, ahol
m(t) - a meglévé anyag mennyisége
m(t) —m(t + At)

meD= (At # 0) - 4tlagos bomldsi sebesség
m(t) — m(t + At) , . . .
— 1 =~
A poRT L (t), ami megfigyelés alapjan ~ m(t)
azaz:
m'(t)=—a-m(t) (teR,0<acR)
m(0) = myg

Homogén linedris differencidlegyenlet (kezdeti érték probléma):
g=—a, 7:=0, £:=my

=Gt)=—at (teER)=p(t)=e* (teR)
=3JdceR:mt)=c-e  (teR), ahol

m(0) = ¢ = mo = m(t) = mee " (¢t € R)

HaT eR:m(T) = % (felezési id6)

ﬁ%—moe*“TéQ*e’aTéeaT:2
In(2
L)
o

6.2 Magasabb rendi linearis differencidlegyenletek

Definicié
0<neN, I CR nyilt, ag,...,an_1 : I = R folytonos és ¢ : I — R folytonos.
Keressiink olyan ¢ € I — K fliggvényt, melyre:

e pc D"

e D, nyilt intervallum
n—1

o p(z) + 3 ay(x) - " (2) = c(z) (¢ € Dy)
k=0

Ezt n-edrendii linedris differencidlegyenletnek nevezziik. (n = 1 esetben Linedris diff. egyenlet).
Ha még:
Tel, &,....6,—1 € Kés

e 7€D,és M (1)=& (k=0.n—1)
Akkor Kezdeti érték problémérdl beszéliink.

Homogenitas
Amennyiben c¢(z) = 0 homogén n-edrendii linedris differencidlegyenletrél beszéliink. Tehét ho-

mogén és inhomogén egyenletek megoldasainak halmazai:
n—1

My ={p: I -K:pecD" o™+ 3 a-o* =0}
k=0

n—1

M:={p: I =>K:pecD" o™ 4+ 3 ap-o* =¢}
k=0

(Itt M}, n-dimenzids linedris tér, igy valamilyen ¢1, ..., p, € M}, bézist, mds néven alaprendszert
alkot.)

Allandé egylitthatés eset
Ebben az esetben aq,...,a,,_1 € R

e Karakterisztikus polinom szerepe
n—1
Legyen P(t) :=t" + Y axt® (t € K) karakterisztikus polinom és
k=0
oa(z) ==eM (x eR, N €K)



Ekkor: ¢y € My <= P(\) =0
S6t ha A r-szeres gyoke P-nek, és

. n n—1
orj(@) = a29er (j =0.r — 1,z € R), akkor: ¢y ; € M), <> gog\]) + > akcpgf}
k=0
azaz POV =0 (j =0..r —1)

e Valds megoldésok
Legyen A = u+iv (u,v € R,v #0,i% = —1)
= az x > 1/ cos(ve), és x — 1l e"sin(vr) fiiggvények valés alaprendszert (bazist) alkot-
nak (Mp-ban)

Példa: Rezgések
frjuk le egy egyenes mentén, rogzitett pont koriil rezgémozgast végzd m tomegl tomegpont mozgasat,
ha ismerjiik a megfigyelés kezdetekor elfoglalt helyét és az akkori sebességét!
0 €R = R, € D? : kitérés-idé fiiggvény
m > 0 : tomeg
F € R — R : kitérit6 erd
a > 0 : visszatérité erd, mely aranyos -vel
B >0 : fékezberd, mely ardanyos a sebességgel.
= (Newton-féle mozgastérvény alapjan):
m- " =F —ap— By’
©(0) = s0,¢'(0) = 5§

Mésodrendi linedris differencidl egyenlet (kezdeti érték probléma)

F
Standard alakba irva: ¢" + é(p’ + g(p = —
m m m

Tekintsiik kényszerrezgésnek a periodikus kiilsé kényszert, amikor:

F
Fla) = Asin(wz) [A >0 (amplitudd), w > 0 (kényszerfrekvencia)]
m

Ekkor wq := ,/E - sajat frekvencia
m

és ¢ (x) + Wip(x) = Asin(wz)
Melynek karakterisztikus polinomja : P(t) = > + w2 (t € R)
Megoldasai: A = £ wqi

Kordbban lattuk, hogy ha A\ = u + iv akkor @ + 27e%*cos(vx), és x > zie*@sin(vr) fiiggvények
val6s alaprendszert (bdzist) alkotnak (Mjy,-ban). Igy o(z) = ¢1cos(woz)+casin(woe) alakban frhaté
mely fazisszog segitségével: d - sin(woz +6) (d = /2 + 2,0 € R) alakra atirhaté. gy:

My, = {d - sin(wox + 0)}

Ekkor mar konnyen megadhatunk egy partikularis megoldést:

e w # wy esetén partikularis megoldas:
x — q- sin(wx)

Esq= ] kielégiti a —qw?sin(wz) + w3q - sin(wr) = Asin(wz) egyenletet. Tehat:
0

A
o(x) =d- sin(wor + 0) + o

5 sin(wz) megoldds két harmonikus rezgés Gsszege.

0
e w = wy (rezonancia) esetén partikuldris megoldds:
x — qx - cos(wx)

Esq = ;— kielégiti a —2qw - sin(wz) — qw?r - cos(wr) +w?qr - cos(wx) = Asin(wr) egyenletet.
w
Tehat:

o(z) = d- sin(wz + §) — 5% cos(wz) megoldds egy harmonikus és egy aperiodikus rezgés
w

Osszege.

(Ebben az esetben az id§ (x) elteltével a ¢ értéke n6. Bizonyos modellekben ez a ”rendszer

szétesését” idézi eld)
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Zarovizsga tételsor
3. Numerikus médszerek

Ancsin Addm

Numerikus médszerek
Iteracios modszerek: Linedris egyenletrendszerekre és nemlinearis egyenletekre. Interpolacio:
Lagrange-, Hermite- Spline interpolacié. Legkisebb négyzetek mddszere.

1 Iteracios modszerek

1.1 Linearis egyenletrendszerek iteraciés mdédszerei

A linedris egyenletrendszert (LER) vektorsorozatokkal kozelitjiik, torekedve a minél gyorsabb konver-
gencidra. Az iterdcids modszereknek a lényege az Ar = b <= x = Bz + ¢ atalakitds. Ilyen alak létezik,
s6t nem egyértelmii, hanem sokféle lehet, és a kiilonboz6 atalakitasok szolgdltatjak a kiilonféle iteracios
modszereket.

Definicié (kontrakcié): Az F : R™ — R™ fiiggvény kontrakcié, ha 30 < g < 1:Vz,y € R":

[1F(z) = F(y)ll < qllz -yl

A ¢ értéket kontrakcids egyiitthaténak nevezziik.

Banach-féle fixponttétel: Legyen F' : R — R™ kontrakcié a q kontrakcios egyiitthatéval. Ekkor a
kovetkez6 allitasok igazak:
1. Ala* e R™ : 2* = f(2z*). Azt mondjuk, hogy z* az f fliggvény fixpontja.

*

2. Vz(9) € R" kezd6érték esetén az x*+1) = f(z(*)) sorozat konvergens, és klirn z®) = g+,
—00

3. 2 — 2| < £ e — 2.
q
4 Jz® =2 < ¢*[la® — 2.
Vegyiik észre, hogy az Ax = b <= x = Bux + ¢ atirdssal megteremtettiik a kapcsolatot a Banach-

féle fixponttétellel, hisz most az F(x) = Bz + ¢ fliggvény fixpontjat keressiik. A fenti felirdsban B-t
atmenetmatrixnak nevezziik.

Tétel (elégséges feltétel a konvergenciiara): Ha a LER B atmenetmétrixdra ||B| < 1, akkor
tetszéleges z(9-bél inditott x 1) := Ba*) 4+ ¢ iterdcié konvergal az Az = b LER megoldéséhoz.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel a konvergencidra): Tetszéleges 2(?)-bdl inditott z(F+1) .=
Bz 4 ¢ iterécié konvergél az Az = b LER megolddsédhoz <= o(B) < 1, ahol o(B) = max;<;<,, |\i(B)]
a B matrix spektrilsugara.

1.1.1 Jacobi-iteracio

Tekintsiik az A € R™*™ métrix L + D + U felbontését, ahol L a méatrix szigort alsé része, U a szigort
fels6 része, D pedig a diagondlis része. Ennek segitségével konstrualjuk meg a kovetkezo atirast:

Az =b<+= (L+D+U)zr=b<= Dz =—(L+U)r+b<= 2 =-D " (L+U)x+D'b



A Jacobi-iterdcié dtmenetmatrixa tehat By = —D~!(L + U), maga az iteracié pedig:

25D = D YL+ U)z™ + D1

Koordinités alakban felirva:

n
k41 1 k .
:I:E ) = —[Zaijxg- )—bi] (2217...7n)

i |

j=

J#i
Tétel: Ha az A métrix szigorian diagondlisan dominédns a soraira, akkor || Byl < 1 (azaz konvergens

a médszer).

Tétel: Ha az A métrix szigorian diagondlisan dominans az oszlopaira, akkor || Bs||1 < 1 (azaz konvergens
a mobdszer).

1.1.2 GCsillapitott Jacobi-iteracié

Tovabbra is a Jacobi-iteraciéval foglalkozunk, csak egy plusz w paraméter bevezetésével prébaljuk fi-
nomitani a mdédszert. Tekintsik a Dz = —(L + U)x + b egyenletet, valamint a trividlis Dz = Dx
egyenletet. Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve 1 — w értékekkel, majd adjuk 6ssze a két egyenletet:

Dx=(1-w)Dx —w(L+U)x+wdb

Szorozzunk D~1-zel:

r=(1-wlz—wD ' (L+U)z+wD b= az=((1-w)—-wD (L+U))z+wD b
Ez alapjén By = (1 —w)] —wD YL+ U) és ¢j(w) = wD ™.
Eszrevehetd, hogy w = 1 esetén pont a Jacobi-iterdcit kapjuk vissza.
Koordinédtas alakban felirva:
(k+1) (k) w & (k) .
x; =1-w)x;”’ — — ai;xy’ —bil t=1,...,n
% ( ) [ @i [; I3 ‘| ( )

J#i
Tétel: Ha J(1) konvergens, akkor w € (0, 1)-re J(w) is az.

1.1.3 Gauss-Seidel iteraci6

Egy masik lehetséges iteracié konstrualasanak az otlete a kovetkezo:

Ar=b<= (L+D+U)z=b<= (L+ D)z =-Ur+b<=ax=—(L+D)'Uz+(L+D)"'b
Ez az otlet sziili a Gauss-Seidel iteraciét, vagyis:

2 Y = (L4 D)'Uz™ + (L + D)™

Az iterdcié dtmenetmétrixa tehdt Bs = —(L + D)~*U. A koordindtés alak felirdsahoz kicsit atirjuk
az iteraciot:

(L + D)z*+) = —yz® +p
Dz*+D) — _ L+ ) g

g* ) = — D7 La* T 4 Uz — p]



1—1 n
(k1) _ 1 (k+1) RO
z; = —a—ii Zlaijxj + .ZH aijry — bi| i=1,..,n)
j= j=i

Megjegyzés: Az implementacié soran elég egyetlen x vektort eltdarolni, és annak a komponenseit sorban
feliilirni, ugyanis lathatjuk, hogy az elsé i — 1 komponenst mar az "dj”, z**1 vektorbél vessziik.

Tétel: Ha A szigorian diagondlisan dominédns
1. a soraira, akkor ||Bs|lco < [|BJllco < 1.
2. az oszlopaira, akkor ||Bg|l1 < ||Bs|l1 < 1.

Azaz a Gauss-Seidel is konvergens, és legaldbb olyan gyors, mint a Jacobi.

1.1.4 Relaxaciés mddszer

A relaxécios mddszer 1ényegében a csillapitott Gauss-Seidel iteraciét jelenti. Ennek megkonstrualasdhoz
tekintsiik az (L + D)z = —Uxz + b és Dx = Dax egyenleteket. Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve
1 — w értékekkel, majd adjuk Ossze a két egyenletet:

(D+wL)x = (1 —w)Dx — wUzx + wb

z=(D+wL) '[(1-w)D—wU]z+w(D+wL)"'b

Az iterdci6 tehdt: z(FT1) = (D+wL) ™ [(1—w)D —wU]a® +w(D +wL)~'b, ahol az dtmenetméatrix:
Bs(w) = (D +wL)'[(1 —w)D — wU]. A koordinatés alak felirasahoz itt is &tirjuk kicsit az iterdciot:

(D + wL)x(k'H) =(1- w)Dx(k) —wUz® 4+ wb
Dz +) = L ® ) — Uz ® 4 wb 4+ (1 — w)Da®

g* ) = —wD LD + U2® —p] + (1 — w)a®

i—1 n
xEkH) —— Zaijm§k+l) + Z aijx;k) —bi| +(1- w)xgk) (i=1,..,n)
Qi | =
j=1 j=i+1

Vegyiik észre, hogy w = 1 esetén a Gauss-Seidel iteraciét kapjuk.
Tétel: Ha a relaxédciés mddszer konvergens minden kezdévektorbdl inditva, akkor w € (0, 2).

Megjegyzés: Ha w ¢ (0,2), akkor altaldban nem konvergens a médszer (bdr adott feladat esetén
eléfordulhat, hogy taldlunk olyan kezdévektort, amelybdl inditva konvergél a mdédszer).

Tétel: Ha A szimmetrikus és pozitiv definit és w € (0, 2), akkor a relaxédcidés médszer konvergens. Ennek
kovetkezménye a Gauss-Seidel iterdcié konvergencidja (w = 1 eset).

Tétel: Ha A tridiagonalis, akkor o(Bg) = o(By)?, azaz a Jacobi és Gauss-Seidel iteracié egyszerre kon-
vergens, illetve divergens.

Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit és tridiagonalis, akkor a J(1), S(1) és S(w) w € (0,2)- re
konvergens, és S(w)-ra az optimdlis paraméter értéke:

2

1++/1—0(By)?

Wwo =



1.1.5 Richardson-iteracié

Legyen p € R. fgy

Az =b<—=0=—-Az+b<= 0= —pAx + pb <= x = (I — pA)x + pb

Az iterédci6 tehat (Ft1) .= (I—pA)x*®) 4-pb. Az dtmenetmétrix: Brp) = 1—-pA). Az rB) = p— Az
vektort maradékvektornak (reziduumvektornak) nevezziik, hiszen

2D = g0 4 ) 4 o (8) ()

rHD = — Ax(k'H) =b— A@a™ 4 pr®) =+ F) —pap*)

Tekintsiik az eléallitas algoritmusat: () := b — Az, tovdbbd a fentiek miatt:

2D g () pp8)

PR = (B) g 4 (R)
Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit, a sajatértékei pedig a kovetkezok:
O<m:=M< <. <\, =M

akkor p € (0, %) esetén R(p) konvergens, és az optimdlis paraméter: py = ﬁ Tovabb4 igaz, hogy:
m

(BR(PO)) %J_r

1.2 Nemlinearis egyenletek iteracios modszerei

Eddig egyenletrendszerekkel foglalkoztunk, melyekben minden egyenlet linearis volt. Most mddszereket
fogunk keresni az f(x) = 0 tipusd egyenletek megolddsara, ahol f € R — R. A mddszerek lényege az
lesz, hogy valamilyen szempont szerint egy szamsorozatot allitunk eld, melyek bizonyos feltételek mellett
az egyenlet gyckéhez konvergalnak.

Bolzano-tétel: Legyen f € Cla,b] és f(a)f(b) < 0, azaz az f fuggvény az a és b pontokban nem 0,
valamint ellenkez eléjelii. Ekkor létezik (a,b) intervallumbeli gyoke az f-nek, azaz Ja* € (a,b) : f(z*) =
0.

A Bolzano-tétel kovetkezménye: Ha a Bolzano-tétel feltételei mellett még f szigortian monoton is,
akkor az x* egyértelmiien létezik (hiszen f invertdlhatd).

Brouwer-féle fixponttétel: Legyen f : [a,b] — [a,b] és f € C[a,b]. Ekkor Jz* € [a,b] : 2* = f(a™).
Tétel: Legyen f : [a,b] — [a,b], f € C'la,b] és f' &llandé elgjelii. Ekkor z* € [a,b] : x* = f(z*).
Fixponttétel [a,b]-re: Legyen f : [a,b] — [a, b] kontrakei6 a ¢ kontrakcids egyiitthatéval. Ekkor:

1. Jlz* € [a,b] : x* = f**,

2. Vag € [a,b] : xx+1 = f(xy) konvergens és x* = lim xy,

k—o00

3. |k — 2% < ¢Flzo — 2| < ¢ (b —a).

p-adrendii konvergencia: Az (zy) konvergens sorozat ( lim xy = z*) p-adrendben konvergens, ha

k—o0

|Tg1 — 2]

=c>0
k— oo |£L’k —$*|p ¢

Néhény megjegyzés a fenti definicidhoz:
1. p egyértelmii és p > 1

2. p =1 esetén linedris p = 2 esetén kvadratikus, 1 < p < 2 esetén szuperlinearis



3. A gyakorlatban az |zr11 — 2| < M|z, — a*[P alakot haszndljdk, azt jelenti, hogy legaldbb p-
adrendben konvergens.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az (x)) sorozat konvergens, zr11 = f(ag) és f'(z*) = f(a*) = ... =
fe=U(z*) =0, de f®)(z*) # 0. Ekkor az (z}) p-adrendben konvergens.

1.2.1 Newton-moddszer

-
-

] f 1 '
____,___——-—-""- 1218 2524 EPHE X

W

Figure 1: A Newton-mdédszer Gtlete.

Az dbran a legszélsé, 4.12-es pontbdl indulunk, felvessziik a fiiggvény ehhez a ponthoz tartozd érintéjét,
majd ennek az érintének a gyoke lesz a kovetkezd pont, és igy tovabb. Altaldnosan, tekintsiik az f
fliggvény x; ponthoz tartozé érintéjének egyenletét:

y — flar) = f'(wp) (@ — 1)

Mint mondtuk, az iterdcié zp41. elemét az xy-hoz tartozo érint6é gyoke adja meg:

f(@x) f (@)

=Tht1l — Tk = Thtl = Tk —
Flag) " F/(ax)

A fenti képlet a Newton-mddszer képlete. Megjegyezheté, hogy a fenti mddszer is 41 = g(zx) alakd
(fixpontiteracid).

Fontos megemliteni, hogy f’(x;) = 0 esetén nem értelmezhetd a médszer. A gyakorlatban f/(zy) ~ 0
is probléma. Ha z* tobbszoros gyok, akkor f/(z*) = 0, vagyis «* kozelében f'(xzy) egyre jobban kozelit
0-hoz, numerikusan instabil.

0 — flor) = f'(xr)(@rer — 21) = —

Monoton konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b] és
1. 3z* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok
2. f"és f” allandé elgjelil

3. o € [a,b] legyen olyan, hogy f(zo)f"(z0)) > 0, azaz f(xo) # 0, valamint f(xg) és f”(x¢) azonos
elojeltiek

Ekkor az xp-bdl inditott Newton-modszer monoton konvergdl x*-hoz.
Loka&lis konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b] és

1. Jz* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok
2. f' &llands eléjelit
3. 0 <my <|f'(z)|(x € [a,b]) alsé korlat

4. f"(z) < Ms(z € [a, b]) felsd korlat, M := 2L

mi



5. 20 € [a,b] : |[wg — z*| < r =min {4}, 2" —al, |z* — b]}
Ekkor az xg-bdl inditott Newton-modszer masodrendben konvergens, hibabecslése:

w1 — 2% < Mlzo — a2

1.2.2 Hurmodszer

Tovébbra is f(x) = 0 megolddsa a cél egy adott [a,b] intervallumon. Az eljdrds lényege a kovetkezd.
Kezdetben zy := a, 1 := b, majd meghuzzuk ezen pontok altal képzett egyenest. Legyen x5 a hur gyoke.
Ha f(xz2) = 0, akkor megtaldltuk a gyokot. Ha f(xz2) # 0, akkor folytatjuk a keresést az [xg,z2] vagy
[z2, z1] intervallumban. Ha f(zo)f(z2) < 0, akkor [zg, x2] intervallumban folytatjuk, ha f(z2)f(z1) <0,
akkor [x2, 1] intervallumban. Stb.

Altalanosan: Legyen xg := a, 21 := b és f(a)f(b) < 0. Az (zy, f(zx)) és (zs, f(x,)) pontokon dtmend
egyenesekkel kozelitjiikk a fiiggvényt ahol xs-re f(xs)f(zr) < 0 és s a legnagyobb ilyen index. zji1-et a
kovetkez6képpen hatarozhatjuk meg:

— fle) far)(@r — )
R V= (S R AR [ER )

Tétel: Legyen f € C?[a,b] és

L f(a)f(b) <0
2. M= 2]\47217 ahol 0 < my < |f'(x)] és f"(x) < Ma(z € (a,b))
3. M(b—a)<1

Ekkor a hirmddszer konvergens, hibabecslése pedig:

* 1 *
o1 = 2% < 37 (Mzo — 2" )"

1.2.3 Szelémoddszer

A szelémédszer lényege, hogy az (xy, f(zk)) és (xg—1, f(xx—1)) pontokon dtmend egyenessel kozelitjitk
f-et, a kapott egyenes x tengellyel vett metszéspontja (xx11) lesz a kovetkez6 pont. Ez tulajdonképpen
a hurmodszer s := k — 1-re.

flo)(xr — Tp—1)
flxr) = f(zp—1)

Tétel: Ha teljesiilnek a Newton-mddszer lokalis konvergencia tételének feltételei, akkor a szelémodszer
1+5
2

Thy1 i= Tp —

konvergens p = rendben ,és hibabecslése:
[Ths1 — 2| < Ml — 27|[wp—1 — 27|

1.2.4 Tobbvaltoz6s Newton-mddszer

Most F'(z) = 0 megoldasait keressiik, ahol F' € R™ — R™. Tekintsiik a tobbvaltozés Newton-mddszert:

2R+ . . (F) [F'(aj(k))]_lF(m(k))

ahol
e Oufi() Bafi(a)
F(x) = JEF' () = |01 fa(x)  Oafo(x)

Ténylegesen az F’(z))(z*+1) — 2(R)) = —F(2(®) egyenletrendszert oldjuk meg.



2 Interpolacio

A gyakorlatban sokszor felmeriil olyan probléma, hogy egy tobbségében ismeretlen (csak néhany pont-
beli érték ismert) vagy nagyon koltségesen kiszamithaté fiiggvénnyel kellene egy megadott intervallumon
dolgoznunk. FEkkor példaul azt tehetjiikk, hogy néhany pontban kiszamitjuk a fliggvény értékét, majd
keresiink olyan egyszeriibben szamithaté fliggvényt, amelyik illeszkedik az adott pontokra. Ezutan az in-
tervallum barmely tovabbi pontjaban az illesztett fliggvény értékeit hasznaljuk, mint az eredeti fiiggvény
értékeinek a kozelitéseit. Ilyen egyszertibben kiszdmolhaté fiiggvények pl. a polinomok (polinom inter-
polécid).

Példa alkalmazasra: Animdacié készitésénél nem szeretnénk minden egyes képkockdt sajat magunk
elkésziteni, hanem csak bizonyos képkockakat, in. kulcskockdkat. A koztes képkockdkon az egyes objek-
tumok helyzetét szeretnénk a szamitégéppel kiszamittatni (példdul szeretnénk, hogy ha egy objektum
egyenes vonald, egyenletes mozgdst végezne két adott pozicié kézott).

2.1 Polinom interpolacié
2.1.1 A polinom interpoléacié feladata

Legyenek adva n € N és az z € R,k = 0,1,..,n kiillénboz6 szamok, az Gn. interpolaciés alappontok,
valamint az f(xzx),k = 0,1, ..,n szdmok, az ismert fiiggvényértékek. Keressiik azt a legfeljebb n-edfoki
pr, polinomot (p, € P,), amelyre:

po(zr) = f(zr) k=0,1,...,n

Azaz a keresett polinom az interpolaciés alappontokban a megadott fliggvényértékeket veszi fel.

Tétel: A fenti interpolécids feladatnak egyértelmiien létezik megoldasa.

2.1.2 Lagrange-interpolacié

Az interpolédcids polinom kiszamoldsara explicit képletet ad a Lagrange-interpoléci6.

Lagrange-alappolinomok: Adott n € Nés z; € R,k =0, 1, ...,n kiillonb6z6 alappontokra a Lagrange-
alappolinomokat a kovetkezéképpen definialjuk:

k=0,1,...,n esetén.
Az alappontok mind n-edfoki polinomok, és a kdvetkezd tulajdonsdggal rendelkeznek:

|1 haj=k
lk(xj)_{ 0 haj;ék}

Tétel: Az interpolacids feladat megoldésa az alabbi polinom, amelyet az interpoléacids polinom Lagrange-
alakjanak hivunk:

Ln(x) =Y flax)k(@)

n
k=0
A tovébbiakban jelolje [a, b] az xg, x1, ..., 2, alappontok dltal kifeszitett intervallumot.
A Lagrange-interpolacié hibaja: Ha f € C"*1[a,b], akkor Vz € [a,b] esetén

1) = La(@)] € Tt ()

(n+1)



ahol wy,(z) = H(x — x;), valamint M = max |f® (z)).

i=0 a.b)
Egyenletes konvergencia: Legyen f € C°Ja,b] és legyen adva egy [a,b] intervallumbeli alappon-
trendszerek sorozata: xlgn)7 k=0,1,...n,n=0,1,2,.... Legyen L, az xén), ...,xS?) alappontrendszerre
illesztett Lagrange-interpolédciés polinom (n = 0,1,2,...). Ekkor ha 3M > 0 gy, hogy M,, < M™ Vn € N,
akkor az L, sorozat egyenletesen konvergal az f fliggvényhez.

Marcinkiewicz tétele: Minden f € Cla, b] esetén 1étezik a fenti médon definidlt alappontrendszer gy,
hogy || f = Lylloc — 0.

Faber tétele: Minden a fenti médon definidlt alappontrendszer esetén van olyan f € Cla, b fliggvény,
hogy |[f — L[oc # 0.

Osztott differencia: Legyenek adva az zy, € [a,b], k = 0,1, ..., n kiilonboz alappontok. Az f : [a,b] —
R fiiggvénynek a megadott alappontrendszerre vonatkozé elsérendii osztott differenciai

f(@it1) — f(z:)

flri, 1] =
Tipl — T4

a magasabb rendi osztott differencidkat rekurzivan definialjuk. Tegytk fel, hogy a k — 1 rend( osztott
differencidk mar definidlva lettek, akkor a k-adrendii osztott differencidk az aldbbiak:

JlTivt, Tiyo, oo Tigr] = flTi Tig1, s Tigk—1)]
LTitk — T4

flxis Tigas oo Tigk] =
Lathato, hogy a k-adrenti osztott differencia k 4 1 alappontra tamaszkodik.

Ha adott egy interpoldcié alappontrendszer fiiggvényértékekkel, akkor a hozza tartozé osztott dif-
ferencidkat az alabbi tablazat szerint érdemes elrendezni, és ez az elrendezés egyuttal a kiszamoldst is
segiti.

To f(x0)
T f(x1 flwo, 1]

)
T2 f(x2) flz1, 2]

T f(:vk) flerp—1, zk] o flxo, 1, ey ]
.l'n,1 .f(xnfl) f[xn,%l'n,l] f[$n,1,k,xn,k,...,$n,1] f[.fo,.’ﬂh...,irn,l]
Tp f(‘rn) f[xnflwrn] f[$n7k7xnfk+l7 7xn] f[mlax% 7xn] f[$07x13 ,l’n]

Az interpolaciés polinom Newton-alakja: Az interpoliacios polinom az alabbi alakban felirhato:

No(@) = f(zo) + > flzo, @1, ... wJwr—1(x)

k=1

ahol w;(z) = (x —xo)(z —21)...(x — ;). Ezt az alakot az interpoldciés polinom Newton-alakjdnak hivjuk.

2.1.3 Hermite-interpolacié

Az el6bbi interpolacios feladatot a kovetkezOképpen altalanosithatjuk. Legyenek adva az egyes alappon-
tokban a fiiggvényértékek mellett a fliggvény derivalt értékei is valamely rendig bezardlag. Ekkor olyan
polinomot keresiink, amelyik derivéltjaival egytitt illeszkedik a megadott értékekre, vagyis:

Legyenek adva n,mg,m1,...,m, € N és az x; € R,j = 0,1, ...,n interpoldciés alappontok, valamint az
n

f(k)(xj) k=0,1,...,m; —1, j=0,1,...,n figgvény- és derivalt értékek. Legyen m = Z m; Keressiik
§=0
azt a legfeljebb (m — 1)-edfokd p,,—1 polinomot, melyre:

pgf)_l(:cj) = f(k)(:cj) k=0,1,..,m; -1, j=0,1,...,n



Megjegyzések:

1. Ha m; = 2,5 = 0,1,...,n, akkor a feladatot Hermite-Fejér-féle interpoldcionak nevezziik. Ekkor
minden alappontban a fiiggvény- és az elsé derivalt érték adott. A keresett polinom pedig legfeljebb
(2n + 1)-edfoka.

2. Ham; =1,j =0,1,...,n, akkor a Lagrange-interpoldciét kapjuk vissza.

Osztott differencia ismétl6d6 allapontokra: Ha zy, j-szer szerepel:

@) (2
f[xk,xk] = fi(')
4!
Tétel: A Hermite-féle interpoldcids polinom egyértelmiien létezik.

A Hermite interpolaciés polinom el6allitasa: Konnyen felirhaté a Newton-féle formaban. Csak
annyit kell tenniink, hogy kiindulunk az alappontok és a fiiggvényértékek tablazataval és legyartjuk az
osztott differencidk tablazatat. Az az egyetlen kiilonbség most, hogy az x; alappontot m;-szer soroljuk fel.

Hermite-interpoldcié hibdja: Ha f € C™][a,b], akkor Vz € [a,b] :

£) = Hna (@] < 22100 (2)

ahol Q. (x) = (& — xg)™ (x — 21)™...(x — )™

2.2 Spline-interpolacié

Az eddig emlitett interpolaciés médszerekben polinomokkal dolgoztunk. Lehetéség van arra is, hogy
a megadott pontrendszerre méas tipusu fiiggvényt préobaljunk illeszteni. Igen elényds tulajdonsagokkal
rendelkeznek a bizonyos folytonossagi elGirasoknak is megfeleld, szakaszonként polinom fliggvények, a
spline-ok.

l-edfoku spline: Legyen adott Q, = {xg,21,...,2,} az [a,b] intervallum egy felosztdsa, ahol xg =
a,r, =bésleN. Az s: [a,b] — R fiiggvény egy l-edfoku spline az 2,-re vonatkozoéan, ha:

1. 8|[zy_1,a4) €8Y l-edfokil polinom Vk =1,..,n
2. s € C'~]a,b], tehat a teljes intervallumon (I — 1)-szer folytonosan dervidlhaté

Jelolés: s;(Qy,) az Q,-hez tartozo6 l-edfoku spline-ok halmaza.

Spline-interpolacié: Legyenek adottak xy, f(zy) értékek k = 0,1,..,n-re és | € N. Keressiik azt az
s € 51(Qy,) spline-t, amelyre s(xy) = f(xx). Ehhez el kell dllitanunk minden intervallumra egy l-edfoku
polinomot. Ha a polinomokat az egyiitthatédikkal reprezentdljuk, akkor ez n(l + 1) ismeretlen. Az el&irt
feltételek szdma: 2n interpoldcids és (I — 1)(n — 1) folytonossdgi feltétel, hiszen csak a belsé pontokban
kell eléirni az illet6 derivaltakra vonatkozé megfelel$ folytonosségi feltételt. Az igy kapott Osszes feltétel
darabszdama (I + 1)n — (I — 1), tehdt az egyértelmiiséghez [ — 1 feltétel hidnyzik még. Ezeket tigynevezett
peremfeltételekkel adjuk meg. Pl. a harmadfoki spline-interpolaciéhoz 2 peremfeltétel sziikséges. Ezek
a kovetkez6k (ezek koziil elég egyet vdlasztani, mert mindegyik 2 feltételt tartalmaz):

1. Természetes peremfeltétel: s”(a) = s”(b) = 0.
2. Hermite-féle peremfeltétel: s'(a) = sq,'(b) = sp, ahol s,, s elére megadott szdmok.

3. Periodikus peremfeltétel (ekkor feltételezziik, hogy s(a) = s(b) is teljesiil): s'(a) = s'(b) és s/ (a) =
S// (b)

Els6foku spline elballitasa: Az els6foku spline elallitasa trividlis szakaszonkénti linedris Lagrange-
interpolacioval.

Maisodfok spline eldallitasa: Egyetlen peremfeltétel sziikséges, legyen a kovetkezd: s'(a) = s, valam-
ilyen s, szdmra. Az [xg, 1] szakaszon Hermite-interpoldciéval eléallitjuk azt a Ho mdsodfokd polinomot,



amely megfelel az interpolacios feltételeknek és a peremfeltételnek. Az igy kapott polinom x;-beli de-
rivaltja meghatdrozott, tehdt a folytonos derivélhatésdg miatt az [z1,x2] szakaszon a bal végpontban
adott a derivélt értéke. Ismét Hermite-interpolaciét alkalmazva megkapjuk az [x1, z2] szakaszhoz tartozé
polinomot. Ezt az eljarast ismételve allithatjuk el6 a masodfoki interpolacids spline-t.

Fiiggvény tartéja: A supp(f) := {x € R: f(z) # 0} halmazt az f fliggvény tartéjdnak nevezziik.
Szamegyenes felosztisa: Qoo :={..., X2, T_1,20, 21, ..Tp, Tpp1, -}

B-spline: A B, k € Z l-edfoku spline fiiggvények rendszerét B-spline fiiggvényeknek nevezziik, ha az
alabbi feltételek teljesiilnek:

1. supp(Bik) = [Tk, Tk+1+1], azaz a tartdja minimalis

2. Blyk(‘f) Z 0

3. ) Bilz)=1

k€EZ

3 Legkisebb négyzetek moédszere

Gyakorlati feladatok soran adédik a kovetkezd probléma. Egy elsofokd fiiggvényt mériink bizonyos
pontokban, de a mérési hibak miatt ezek nem lesznek egye egyenesen. Ekkor olyan egyenest keresiink,
amelyik az aldbbi értelemben legjobban illeszkedik a megadott mérési ponthalmazra.

Legyenek adva az (z;,y;),7 = 1,2,..,m mérési pontok. Keressitk azt a pi(z) = a + bz legfeljebb
els6foki polinomot, amelyre a

m m
Z(yz - P1($i))2 = Z(yz —a-— bxi)z
i=1 i=1
kifejezés minimalis. Ez azt jelenti, hogy azt az egyenes keressiik, amelyre a fiiggvényértékek hibdinak
négyzetosszege minimalis.
Az altalanos feladat az alabbi.
Adottak az m,n € N, ahol m >> n és (x;,y;),7 = 1,2,...,m mérési pontok, ahol az x; alappontok
kiilonboz8k. Keressiik azt a p,(z) = ag + a1z + ...a, 2™ legfeljebb n-edfoki polinomot, melyre a

m
> (i — pol@:))?
i=1
kifejezés minimalis.
A feladat megoldasdhoz tekintsiik annak egy atfogalmazasat.
Vegyik a p,(z;) = y;,t = 1,2, ...,m) egyenletrendszert. Ez a rendszer az ismeretlen a; egylitthatokra
nézve linedris, mégpedig tulhatarozott, amelynek az A méatrixa egy téglalap alakii Vandermonde-métrix
A e R™*(+1) 4 h € R™ jobb oldali vektora pedig a fiiggvényértékekbsl adddik:

1z =z ... 2 ag Yo
2

1 @ x5 .. % | |y 1
2

1 T3 T3 vee .I‘g as | = | Y2
2

1 =z, =z, G I Ym

Ezen jelolésekkel a minimalizélandé kifejezés || Az—b]|2, ahol z = [ag, a1, ..., a,]" a keresett egyiitthatok
vektora. A feladat megoldasdt a Gauss-féle normalegyenletek adjék:

AT Az = ATh
A fenti LER-t kell megoldani z-re.

10



n=1 eset: Ekkor a feladatot gyakran linedris regressziénak is hivjuk. Ebben az esetben

ATA: m Z:il €T ,ATb: [ Z’Zn;l Yi 5= [b‘|
a

221 i 2221 3312 2121 TilYi
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Zarovizsga tételsor
4. Szamelmélet, grafok, kodolaselmélet

Dobreff Andras

Szamelmélet, grafok, kédolaselmélet

Relacidk, rendezések. Fiiggvények és miiveletek. Szamfogalom, komplex szamok. Leszdmldlasok véges
halmazokon. Szamelméleti alapfogalmak, linearis kongruencia-egyenletek. Altaldnos és sikgrafok, fak,
Euler- és Hamilton-grafok, grafok adatszerkezetei. Polinomok és miiveleteik, maradékos osztas, Horner-
séma. Betiinkénti kédolas, Shannon- és Huffman-kéd. Hibajavité kédok, kodtavolsag. Linearis kédok.

1 Szamelmélet

1.1 Relacidk, rendezések
Alapfogalmak

e Rendezett par
(z,y) rendezett par, ha (z,y) = (u,v) <= x =u A y =wv. Ezt a tulajdonsigot halmazokkal

definialjuk:
(z,y) == {{z},{z, y}}

e Descartes-szorzat
X,Y halmazok Descartes-szorzata vagy direkt szorzata:

XxY:={(z,y):zeX,yeYY}

e Binér relacio
Egy halmazt binér reldcionak neveziink, ha minden eleme rendezett par. Ha R binér reldcio
és (x,y) € R, akkor gyakran frjuk: xRy

e Relacié
Ha X, Y halmazokra R C X x Y, akkor R relacio X és Y kozott.

e Ertelmezési tartomany
Az R binér relacié értelmezési tartomanya:

dmn(R) :={z | Jy: (z,y) € R}

o Erték készlet
Az R binér reldcié érték készlete:

rmg(R) :={y | 3z : (z,y) € R}

e Inverz
Egy R binér reléaci6 inverze:
R™':={(a,b): (b,a) € R}

e Halmaz képe
Legyen R binér relacio, és A halmaz. Az A halmaz képe:

R(A):={y|3x € A: (z,y) € R}

e Kompozicié
R és S binér relacidék kompozicidja:

RoS:={(z,y) | Iz: (x,2) €S A (z,y) €ER }



Tulajdonsagok
Az R egy X-beli binér relécié (azaz R C X x X)

1. tranzitiv

Va,y,z: (z,y) € R N (y,2) € R=— (z,2) € R

2. szimmetrikus

Va,y: (x,y) € R= (y,x) € R

3. antiszimmetrikus

Ve,y: (z,y) €ER A (y,2) ER=— =y

4. szigortian antiszimmetrikus

Va,y: (x,y) € R— (y,x) ¢ R

5. reflexiv

Ve e X :(x,x) €ER

6. irreflexiv

Vee X :(z,x)¢ R

7. trichotém
Ha minden z,y € X esetén az alabbiak koziil pontosan egy teljestil

a) x=y

b) (z,y) € R

c) (y,z) €R
8. dichotém

Ve,ye X : (z,y) € R V (y,z) € R

Mas néven az elemek Osszehasonlithatdak.
Rendezések

e Ekvivalenciareldcid, osztédlyozés
X halmaz, R X-beli binér reldcié ekvivalenciarelacié, ha
— Reflexiv
— Tranzitiv
— Szimmetrikus

X részhalmazainak egy O rendszerét osztalyozasnak hivjuk, ha O paronként diszjunkt nemiires
halmazokbdl all6 halmazrendszer, melyre UO = X

Tétel:
Egy ekvivalenciareldcié meghataroz egy osztdlyozast. Forditva: O osztalyozasra
R=U{Y xY :Y € O} ekvivalenciareldcié.

e Részbenrendezés
X halmaz, R X-beli binér relaci6 részbenrendezés, ha

— Reflexiv
— Tranzitiv

— Antiszimmetrikus

e Teljes rendezés
X halmaz, R X-beli binér reldcié (teljes) rendezés, ha

— Reflexiv



— Tranzitiv
— Antiszimmetrikus
— Dichotém

Magyarul ha egy részbenrendezés dichotém (tehdt minden eleme 6sszehasonlithatd), akkor
(teljes) rendezés.

e Szigoru és gyenge relacié, rendezés
X halmaz, R,S relaciék X-beliek. Ha

zRy N x#y= xSy

akkor S-et az R szigoritdsdnak nevezziik.
Megforditva, ha
cRy V =y = aTy

akkor T' az R-hez megfeleld gyenge relacié.

Megjegyzés: Tulajdonképpen a reflexivitds elvételérdl és hozzdaddsdrdl van szo. Egy részbenrendezés
esetén a megfeleld szigord reldcid (szigorid részbenrendezés) tehdt irreflexiv, kivetkezésképpen
szigorian antiszimmetrikus is. Megforditva: Eqy X-beli szigord részbenrendezés (tran., irrefl.,
szig. ant.) megfeleld gyenge reldcidja részbenrendezés.

Korlatok

e Legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximélis elem
X halmazbeli részbenrendezés (<) legkisebb (legelsé) elemén egy olyan x € X elemet értiink,
melyre: Yy € X : z < y. (Ilyen nem biztos, hogy 1étezik, de ha igen, akkor egyértelm).
Hasonldan a legnagyobb (utolsd) elem olyan x € X, hogy Vy € X : y < «.

z-et minimalisnak nevezziik, ha nincs néla kisebb elem, maximalisnak, ha nincs nala nagyobb
elem. (Szemben a legkisebb/legnagyobb elemekkel, minimdlis/maximaélis elembél t&bb is lehet.
Ha viszont X rendezett, akkor legkisebb=minimdlis, legnagyobb=maximalis.)

o Alsé, fels6 korlat
X részbenrendezett halmaz, Y C X. Az x € X elem az Y alsé korldtja Vy € YV : © 5 y. (felsé
korldtja: Yy € Y : y < ). Lathatd, hogy = nem feltétleniil eleme Y-nak, s6t az is lehet, hogy
Y-nak nincs alsé/felsé korldtja, vagy akdr tobb is van. Ha azonban x € Y, akkor egyértelmii
és ez Y legkisebb eleme.

e Infimum, szuprémum
Ha az alsé6 korlatok kézott van legnagyobb elem, azt Y alsé hatdranak, infimuménak nevezziik.
(Jele: infY")
Ha a fels6 korlatok kozott van legnagyobb elem, azt Y felsé hatdranak, szuprémuménak
nevezziik. (Jele: supY’)

o Also, fels6 hatédr tulajdonsag
X részbenrendezett halmaz. Ha V) #Y C X : Y feliilrél korldtos és van szuprémuma, akkor
fels6 hatér tulajdonsigui. Illetve ha V() # Y C X : Y alulrdl korldtos és van infimuma, akkor
alsé hatar tulajdonsdgu.

1.2 Fiiggvények és miiveletek
1.2.1 Fiiggvények
Definicié
Egy f relacio fliggvény, ha
(@y)ef Nay) ef=y=y
M4s széval minden z-hez legfeljebb egy olyan y létezik, hogy (z,y) € f

Igy minden 2 € dmn(f)-re az f(z) = {y}, melyet f(z) =y vagy f : & — y vagy f» = y is szoktunk
jelSlni.



Ertelmezési tartomany, értékkészlet
Az f: X =Y jelolést hasznéljuk, ha dmn(f) = X.
Az f € X =Y jelolést haszndljuk, ha dmn(f) C X (amikor dmn(f)C X is eléfordulhat).
Mindkét esetben rng(f) C Y.

Injektiv
f fiiggvény kolcsondsen egyértelmii/injektiv, ha

/

f@)=y A fla)=y = z=u
Ez azzal ekvivalens, hogy f~! reldci6 is fiiggvény.

Sziirjektiv
Az f figgvény sziirjektiv, ha
YyeY:JxeX: f(x)=y

Azaz rng(f) =Y. Magyarul az f fiiggvény az egész Y -ra képez.
Bijektiv
Ha az f fliggvény injektiv és sziirjektiv, akkor bijektiv.

Indexelt csalad
Az x fliggvény i helyen felvett értékét a;-vel is szoktuk jelolni. Ilyenkor gyakran dmn(f) = I
értelmezési tartomdnyt indexhalmaznak, elemeit indexeknek, rng(f)-et indexelt halmaznak, és
magat az x fiiggvényt indexelt csalddnak szoktuk nevezni.

1.2.2 Miveletek
Definiciok

e Binér miivelet
X halmazon egy f: X x X — X fiiggvény binér miivelet.

e Unér mivelet
X halmazon egy f: X — X fiiggvény unér miivelet.

o Nullér miivelet
X halmaz, f: {0} — X nullér miivelet. (Gyakorlatilag elemkivalasztés)

Tulajdonsagok

e Legyen &, (© binér miiveletek X-en.

1. & asszociativ, ha

Ve,y,z€X: (xdy dz=20& (y 8z2)

2. & kommutativ, ha
Ve,ye X: z8y=y®z

3. & disztributiv a (©-ra, ha Va,y,z € X:
W (y©z)=(rMdy)© (r &2) -baloldali
y©z)®dz=(y#dx)© (2 42x) -jobboldali

e Legyen © binér miivelet X-en és § binér miivelet Y-on f: X — Y miivelettarté ha:

Vo, xp € X @ f(2102) = f(x1) § f(22)



1.3 Szamfogalom, komplex szamok
1.3.1 Szamfogalom
Algebrai Struktarak

1. Grupoid
G halmaz egy * miivelettel, azaz a (G, ) part grupoidnak nevezziik.

2. Félcsoport
Ha egy grupoidban a * miivelet asszociativ, akkor a grupoid félcsoport.

3. Monoid
Semleges elemes félcsoportot monoidnak nevezziik.
Megyjegyzés: a € G semeleges elem, haVg e G:axg=g*a=g

4. Csoport
Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoportrdl beszéliink.
Megyjeqyzés: g,g~' € G és € € G semleges elem, akkor a g~ a g inverze, ha g« g~ ' = € és
g lxg=¢

5. Abel—csoport
Ha egy csoportban a mivelet kommutativ, akkor Abel-csoport.

6. Gytrt
(R,+,-) gyliri, ha az Gsszeaddssal Abel-csoport, a szorzassal félcsoport és teljesiil mindkét
oldali disztributivitas.

Ha a szorzds kommutativ, akkor kommutativ gytiri.

Ha a szorzdsnak van egységeleme, akkor egységelemes gytiri.
7. Integritasi tartomany

Nulloszté mentes kommutativ gyiri.

Nulloszto: x,y nulldtok kilonbozd elemek, de x -y =0
8. Rendezett integritasi tartoméany

R integritasi tartomany rendezett integritasi tartomény, ha rendezett halmaz, tovabba az
Osszeadds és szorzas monoton.

Osszeadds monoton: x,y,z € Résx <y = x+z2<y+z

Szorzds monoton: x,y € R ésxz,y>0 = z-y>0

9. Test
Egy R gytir(it, ha R\ {0} szorzédssal Abel-csoport, akkor test.

10. Rendezett test
Ha egy test rendezett integritdsi tartomany, akkor rendezett test.

Természetes szamok

e Peano-axiémak
Legyen N egy halmaz és a + egy N-en értelmezett fiiggvény. Az aldbbi feltételeket Peano-
axiémaknak nevezziik:

1. 0eN - 0 egy nullér miivelet N-en

2. haneN, akkor nt € N - T egy unér miivelet N-en

3. han €N, akkor n™ #£ 0 - 0 nincs a T értékkészletében

4. han,m €N, ésmT =nT, akkor n = m - T injektiv

5. ha S C N,0 € S, tovabbd n € S : nt € S, akkor S = N - a matematikai indukcié
elve

e Miiveletek
— Osszeadds
k,m,n € N, akkor:
1. (k+m)+n=Fk+ (m+n) - asszociativitds
2. n+0=04+n=n -0 anullelem (additiv semleges elem)
3. n+k=k+n - kommutativitas
4. n+k=m+ k vagy k+n =k +m, akkor m = n - egyszeriisitési szabdly



— szorzas

k,m,n € N, akkor:

1. (k-m)-n=k-(m-n) - asszociativitds

0-n=n-0=0
n-1=1-n=n -1 az egységelem (multiplikativ semleges elem)
n-k=k-n - kommutativitds
E-(m+n)=k-m+n,iletve (m+n)-k=m-k+n-k - disztributivitds
k # 0 esetén: n -k =m -k, akkor m = n - egyszerisitési szabaly

S Uk N

Egész szamok
Természetes szadmok korében az Osszeadasra nézve csak a nulldnak van inverze, masként szdlva, a
kivonas altaldban nem végezheto el.

Tekintsiik a ~ C N x N reldciét, melyre (m,n) ~ (m/,n’), ham+n’ = m’+n. Es vegyiik az (m,n)+
(m/,n') = (m + m/,n + n') osszeaddst. A ~ reldcié ekvivalenciareldcid, az ekvivalenciaosztalyok
halmazat jeloljik Z-vel. Z elemeit egész szamoknak nevezziik.

Az 6sszeadés kompatibilis az ekvivalencidval, igy az egész szamok kozott értelmezve van, és (Z, +)
Abel-csoport.

Tehat (Z,+, ) gytirt.

Megjeqyzés: * miivelet kompatibilis a < ekvivalenciareldcidval, ha teljesil: x <2’ N y =<y —
zxyxz *y

Raciondlis szamok
Az egész szamok korében a nem nulla elemek koziil csak az 1-nek és a —1-nek van multiplikativ
inverze, masként szélva az osztas altalaban nem végezhetd el.
Tekintsiik a Z x (Z \ {0})-n a ~ reldci6t, melyre (m,n) ~ (m/,n’), ha mn' = nm/. Es vegyiik az
(m,n) + (m/,n') = (mn' + nm/, nn’) dsszeaddst és az (m,n) - (m',n’) = (mm',nn’) szorzést. A ~
reldcié ekvivalenciarelacio, az ekvivalenciaosztalyok halmazat jeloljik Q-val. Q elemeit racionalis
szamoknak nevezziik.

(Q, +, -) rendezett test.

Valés szamok
Nincs olyan a € Q szam, melynek négyzete 2. Tehdt nem minden szdm {rhaté fel m/n (m,n € NT)
alakban.

Archimédeszi rendezettség:
Egy F rendezett testet archimédeszien rendezett, ha z,y € F:In € N:nz >y (x> 0)

A racionalis szamok rendezett teste archimédeszien rendezett, de nem fels§ hatar tulajdonsdgu.

Egy felsé hatar tulajdonsagu rendezett testet a valds szamok testének neveziink, és R-rel jeloljiik.
(I'R)

1.3.2 Komplex szamok

A komplex szédmok sziikségét a harmadfoku egyenletek megoldasira valé Cardano-képlet sziilte. Ugya-
nis abban az esetben, amikor az egyenletnek harom kiilonb6z6 valés gydke van, a képletben a gyokjel
ala negativ szam keriil. Fokozatosan tisztult a ”képzetes” szdmokkal valé szamolds szabdlyai, és a
trigonometrikus fliggvényekkel val6 kapcsolat.

Definicié
A komplex szdmok halmaza C =R x R. C az (z,y) + (2/,y') = (x + ',y + ¢') Osszeadéssal és az
(x,y) - (2',y") = (za’ — yy',y'x + ya') szorzdssal test. A komplex szdmok halmaza nem rendezett
test, mivel (tétel alapjan) egy rendezett integritdsi tartomanyban x # 0 = x? > 0. (Ez azonban
(0,1)2 = i = —1-re nem teljesiil).
[A komplex szdmok korében (0,0) a nullelem, (1,0) egységelem, (z,y) additiv inverze (—z, —y), és
(0,0) # (,y) pér multiplikativ inverze az (777, z752) Pér.]

Valos szamok azonositasa
Mivel (x,0) + (2/,0) = (z + 2/,0) és (z,0) - (2/,0) = (x2’,0) {gy az 6sszes (x,0),z € R komplex
szamot azonosithatjuk R-rel.



Komplex szamok algebrai alakja
Mivel
(z,y) = (,0) + (y,0) -i = & + yi
igy a komplex szamokat a + bi algebrai alakban is irhatjuk.
Ekkor az Re(z) = x valds szdmot a z = (x,y) komplex szdm valds részének, az Im(z) = y valds
szamot pedig a képzetes részének nevezziik.

Konjugalt
z = x + yi komplex szam konjugdltja: Z = x — yi
Tulajdonségai:
l.2+w=z+4+w
2. Zz-w=z-w
3.z2=2
4. 2+ 7% = 2Re(2)
5. 22—z =1i-2Im(z)

Abszolit érték
A z = (z,y) komplex szdm abszolit értéke: |z| = /a2 + y?

Tulajdonségai:
1. z-z2=2]
Lz
2 =T
3. |z = |2
4. |z w| = 2] - ]
5. |z 4wl < |2l + w]

Trigonometrikus alak

e Argumentum
z # 0 esetén az a z argumentuma V¢ € R, melyre Re(z) = |z|cos(t), és Im(z) = |z|sin(¢). M4és
szoval a z argumentuma az origébdl a z-be mutaté vektor és a pozitiv valds tengellyel bezart
szoge.

e Trigonometrikus alak
A z komplex szédm trigonometrikus alakja: z = |z|(cos(t)+i-sin(t)
e Moivre-azonossagok
Legyen z = |z|(cos(t)+i-sin(t)), és w = |w]|(cos(s)+i-sin(s)). Ekkor
z-w = |z||w|(cos(t + s) + i - sin(t + ))

g - |5)||(cos(t s)+i-sin(t—s)) (w#0)
2" = |z|"(cos(nt) + i - sin(nt)) (n € Z)
o Gyokvonds
Legyen 2" = w ekkor:

W{Zk \

w (cos(t +Zk7r> +sin(t+ikw)>,k =0,....,n— 1}

De mivel ez a jeloltés Gsszetéveszthetd a valdsak kozott (egyértelmiivé tett) valds gyokvondssal.
igy ezt a jelolést nem hasznéljuk. Vezessiik be helyette a n-edik komplex egységgyok fogalmat:

2 2
e = cos(lm> +i-sin<k7r>, k=0,...,n—1
n n

Ezek utdn a w gyokeit a z és az n-edik komplex egységgyokok segitségével kaphatjuk meg:
ZEQy +vey RENR—1



1.4 Leszamlalasok véges halmazokon

Véges halmazok

Halmazok ekvivalencidja
X, Y halmazok ekvivalensek, ha 1étezik X-et Y-ra képezo bijekcid.
Jele: X ~Y

Véges és végtelen halmazok
X halmaz véges, ha In € N : X ~ {1,2,...,n}, egyébként végtelen. Ha létezik n, akkor az
egyértelmii, és ekkor a halmaz elemszdmaénak/szamossiganak nevezzik. Jele: #(X)

Skatulya elv
Ha X,Y véges halmazok és #(X) > #(Y), akkor egy f: X — Y leképezés nem lehet kdlcsondsen
egyértelmii (azaz bijekcid).

Leszamolasok

Tételek

Permutéacio
A halmaz egy permutéaciéja az 6nmagara valé kolesonosen egyértelmii leképezése. Az A halmaz
Osszes permutacidjanak szama:
n
Po=]]k = nl
k=1

Variacié

Az A halmaz elemeibdl készithetd, kiillonboz6 tagokbdl all6 aq, as, ..., ax sorozatokat az A hal-
maz k-ad osztélyt varidcidinak nevezziik. Ha A véges (#(A) = n), akkor V,* szdma megegyezik
az {1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képezd kolcsonosen egyértelmii leképezések szdméaval:

Kombinacié
Ha A halmaz k € N elemii részhalmazait k-ad osztdlyi kombindciéinak nevezziik. Ha A véges,
akkor C* szdma megegyezik {1,2,...,n} k elemii részhalmazainak szdméval.

n n!
ck = =
" (k) kl(n — k)!
Ismétléses permutacio

A ={ay,...,a,} halmaz elemeinek ismétlédései iy, ..., 7. (Az elemek ismétléses permutdcioi
olyan i1 + - - - + i, = n tagl sorozatok, melyben az a; elem i;-szer fordul el6.)

. . |
P'Zl,.“,’LT — n:
n i liol e gl
1:292: Lyt

Ismétléses variacio
Az A véges halmaz elemeibél készithetd (nem feltétleniil kiilonb6z6) aq, - - , ay sorozatokat,
az A halmaz k-ad osztalyd ismétléses varidciéinak nevezziik.

'va —_ nk

Ismétléses kombinacio
Az A véges halmaz. A halmazbdl k elemet kivélasztva, ismétléseket megengedve, de a sorrend
figyelmen kiviil hagyva, az A halmaz k-ad osztalyt ismétléses kombindcidit kapjuk.

ik (ntEk—1
Cn_< k >



e Binomialis tétel
x,y € R (kommutativ egységelemes gylirti), n € R. Ekkor

(x+y)" = zn: <Z) ahyn

k=0
e Polinomidlis tétel
r,n € Nés xy,z9, -+ ,x, € R (kommutativ egységelemes gytirii), ekkor
(IE1+"'+1‘7~)“: Z P;l""’irl'zilx?"‘fﬂir (7;17... 7ir€N)

i1+ tir=n

e Szita formula
X1, , Xk C X (véges halmaz). f az X-en értelmezett, egy Abel-csoportba képzé fliggvény.

Legyen:

S=Y f(x)

rzeX
1<iy << <k \ 2€X; NNX;,
és
So= Y, [l
reX\UF_ Xi

Ekkor

So=08—81+ 82— S5+ +(-1)FS

1.5 Szamelméleti alapfogalmak, linearis kongruencia-egyenletek
1.5.1 Szamelméleti alapfogalmak

Oszthat6sag egységelemes integritasi tartomanyban
R egységelemes integritdsi tartomany, a,b € R. Ha 3¢ € R : a = bc, akkor b osztéja a-nak (a a b
tobbszorose). Jele: bla

A b = 0-t kivéve legfeljebb egy ilyen c létezik.

Az oszthatdsag tulajdonsigai egységelemes integritasi tartomanyban.

e Ha bla és b'|a’, akkor b'|aa’
e Va € R: a|0 (a nulldnak minden elem osztdja)
e Ola < a =0 (a null csak sajat magdnak osztéja)
e Va € R: 1]a (az egységelem minden elem osztéja)
e bla = Vce R: bclac
e bclac és c #0 = bla
ebla;ésc; €R, (i=1,---,j) = b\zgzlaici
e az | reldcié reflexiv és tranzitiv
Felbonthatatlan elem és primelem
0,1 # a € R felbonthatatlan (irreducibilis), ha a = be esetén b vagy c egység (b, ¢ € R).
0,1+ p € R prim, ha Va,b € R : p|ab esetén pla vagy p|b
Legnagyobb ko6zos osztd, legkisebb k6zos tobbszoros, relativ prim

R egységelemes integritasi tartomany. ai,--- ,a, € R elemeknek b € R legnagyobb ko6zos osztdja,
ha bla; és V'|a; esetén b'|b. Ha b egység, akkor ay,- - ,a, relativ primek.

a1, - ,a, € R elemeknek legkisebb kozos tobbszorose b € R, ha a;|b és a;|b’ esetén blb'.
Bovitett euklideszi algoritmus

Az eljards meghatdrozza az a,b € Z szdmok legnagyobb kozos osztdjat (d € Z), valamint z,y € Z
szamokat gy, hogy d = ax + by



A szamelmélet alaptétele
Minden pozitiv természetes szdm (sorrendtél eltekintve) egyértelmiien felbonthaté primszémok
szorzataként.

Erathoszthenész szitaja
Adott n-ig a primek meghatérozdsdhoz: Irjuk fel a szdmokat 2-t8l n-ig. Az elsé szdm (2) prim,
Osszes tObbszorose Osszetett, ezeket hizzuk ki. A fennmaradé szdmok koziil az elsé (3) ugyancsak
prim, stb. Az eljaras végén az n-nél nem nagyobb primek maradnak.

1.5.2 Lineéris kongruencia egyenletek

Kongruencia
Ha a,b,m € Z és m|(a — b), akkor azt mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m (Jele:
a=b mod m).

A kongruencia ekvivalenciareldcié barmely m-re. Ha a € Z akkor az ekvivalenciaosztédly elemei
a+ km, k € Z alakuak.

Maradékosztalyok
Az m € Z modulus szerinti ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik. A maradékosztélyokat elemeikkel
reprezentaljuk. (Az a elem &ltal reprezentdlt maradékosztdly @ mod m).

Ha egy maradékosztaly valamely eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik az és a
maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak nevezziik.

Paronként inkongruens egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik.
Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszer.

Ha maradékrendszer pontosan a redukalt maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor redukalt
maradékrendszer.

Euler-féle ¢ fliggvény
m > 0 egész szam. Az Euler-féle ¢(m) fiiggvény a modulo m redukalt maradékosztalyok szdmat
adja meg. Ez nyilvan megegyezik a 0,1, --- ,m — 1 szdmok kozotti, m-hez relativ primek szamaval.

Euler-Fermat tétel
m > 1 egész, a relativ prim m-hez, ekkor:

a?™ =1 mod m

Fermat tétel
Legyen p prim, és a € Z : p 1 a, ekkor

“1=1 modp

Linearis kongruencia megoldasa
Keressiik az ar = b mod m kongruencia megolddsait (a,b,m € Z ismert). Ez ekvivalens azzal,
hogy keressiink olyan x-et, melyre (valamely y-nal) ax + my = b.
Legyen d = Inko(a,m). Mivel d osztdja ax + my-nak, b-t is osztania kell, kiilonben nincs megoldés.
fgy ST+ Ty = %. Ekkor a’z + m'y = 1. A bbvitett euklideszi algoritmus segitségével olyan
u,v szdmokat kapunk, melyekkel a’u + m'v = 1 (ui.: @', m’ relativ primek). Az egyenletet b'-vel
beszorozva a'ub’ +m/vb =V = x = ub' mod m’

Linearis kongruenciarendszer megoldasa
Két linedris kongruencia esetén a megolddsok x = a mod m és x = b mod n. A koz6s megolddshoz
x = at+my = b+nz < my—nz = b—a egyenletet kell megoldani. Akkor és csak akkor van megoldés,
ha d = Inko(m, n) oszt6ja b—a-nak. Ekkor a megoldds valamely x1 egésszel x = 21 mod lkkt(m,n)
alakban irhaté. (T6bb kongruencia esetén az eljaras folytathato.)

Kinai maradéktétel
1 < my,---,m, € N paronként relativ primek, és ¢, ---,¢c, € Z. Az x = ¢; modm; (j =
1,- -+, n) kongruenciarendszer megoldhat6, és barmely két megolddsa kongruens mod myms - - my,
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2 Grafok

2.1 Altaldnos és sikgrafok
Alapfogalmak

Irdnyitatlan graf

Egy irdnyitatlan graf a G = (V, E, ¢) rendezett 3-as, ahol:
V - a csticsok halmaza

E - élek halmaza

¢ - illeszkedési relécié (¢ € E x V)

Ha v € p(e), akkor v illeszkedik az e élre. (v € Vye € E). Egy élnek mindig két vége van
El-, és csticstipusok
— Izol4lt cstcs
v € V izolalt cstics, ha fle € E : v € p(e)
— Parhuzamos él
e, e’ € E élek pdrhuzamos élek, ha p(e) = p(e’)
— Hurokél
e € FE hurokél, ha |p(e)| =1
Irdnyitott graf
Egy irdnyitatott graf a G = (V, E, 1) rendezett 3-as, ahol:
V - a csticsok halmaza
E - élek halmaza
1 - illeszkedési relécié (v € E —V x V)

Y(e) = (v,v), ahol v az e él kezdbpontja, v' a végpontja.

Véges, egyszerii grafok - alapfogalmak

Egyszeri graf

G graf egyszer(i, ha nem tartalmaz parhuzamos vagy hurokéleket

Véges graf G = (V, E, ) graf véges, ha V, E véges halmazok.

Szomszédsag, fok

Két él szomszédos, ha van kozos pontjuk.

Két csics szomszédos, ha van kozos éliik.

v € V szomszédjainak szdma a v foka. [Jele: deg(v) = d(v)]

r-reguldris grafok

G gréf r-regularis, ha minden pont foka r

Teljes graf

G gréf teljes graf, ha minden él be van hizva, més széval (|V| — 1)-reguldris. (Jele: Ky )
Paros graf

G péros graf, ha V =V UV" és V' N V" = (diszjunkt), valamint él csak V' és V" kozott
fut.

Ha viszont igy V' és V' kozott minden él be hizva, akkor teljes pdros grdf. (Jele: Ky m, ahol
n=[V'|,m=[V"])

Részgraf

G = (V,E,p) részgrafja G' = (V',G',¢')nek, ha V.CV AN ECE A pC¢

Séta, vonal, 1t

G grafban egy n hosszi séta v-bdl v'-be egy olyan

V0,€1,V1, " y,Un—1,€n,Un

sorozat, melyre v = vy, v’ = v, és v;_1,v; € @(e;)

Egy séta vonal, ha minden él legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.

Egy vonal it, ha minden cstics legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.
Egy séta/vonal /it zart, ha kezd§ és végpontja megegyezik, egyébként nyilt.
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° Osszefiiggé graf Egy graf Osszefiiggd, ha barmely két csics kozt van t.
Ez a reldcio ekvivalenciareldcio, melynek ekvivalenciaosztdlyait komponenseknek nevezziik.
o Cimkézett, Sulyozott graf
G =V,E,p,Ce,ce,Cy,c,) rendezett T-es cimkézett gréfot jelol, ahol C., C, tetszéleges hal-

mazok, és

ce: E— C,

c: E— C,
Ha C, = C, = RT, akkor a grafot siilyozott grafnak nevezziik, és w a csics/él siilya.
(w(e) = ce(e), w(v) = cy(v))

Sikba rajzolhatdésag

Fogalmak
e Sikba rajzolhatésag
Egy graf sikba rajzolhaté, ha lerajzolhat6 gy, hogy az elei nem keresztezik egymast.

e Topologikus izomorfia
Két graf topologikusan izomorf, ha a kovetkezo 1épést illetve forditottjat véges sok ismétlésével
egyikbdl a mésikat kapjuk: Egy masodfoku csicsot elhagyunk, és a szomszédjait 6sszekotjiik.

e Tartomany
Ha G gréf sikba rajzolhat6, akkor a tartomédnyok az élek dltal hatdrolt sikidomok. (A
nem korldtolt sikidom is tartomaény.)

Tételek

1. Minden véges graf R3-ban lerajzolhaté.
2. Ha egy véges graf sikba rajzolhaté <= goémbre rajzolhatd

3. Euler-tétel:
Ha a G véges graf osszefiiggd, sikba rajzolhato graf, akkor:

[El+2=|V|+I|T|

4. Kuratowsky-tétel:
Egy véges graf pontosan akkor sikba rajzolhaté, ha nem tartalmaz Ks-tel, vagy K3 3-mal
topologikusan izomorf részgrafot.

2.2 Fak

Fa
Egy grafot fanak neveziink, ha 6sszefligg6 és kdrmentes.

Feszit6fa
F részgrafja G-nek. Ha F' fa és cstucsainak halmaza megegyezik G csticsainak halmazéaval, akkor
F-et a G feszitéfdjanak nevezziik.

Tételek

e Ha G egyszeri graf, akkor a kovetkezo feltételek ekvivalensek:

1. G fa

2. G 0Osszefliggd, de barmely él torlésével mar nem az
3. Két kiilonboz6 csics kozott csak egy ut van

4. G kormentes, de egy él hozzdadasdval mér nem az

e Ha G egyszeri véges graf, akkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

1. G fa
2. G-ben nincs kor és n — 1 éle van
3. G 0Osszefiiggd és n — 1 éle van

Iranyitott fa
Olyan fa, melyre: Jv € V :d=(v) =0és Vo' # v :d (v') =1 (Egy csiscs befoka 0, a tobbié 1)

Tovabbi fogalmak:
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r € V,d(r) = 0 csicsot gyokérnek nevezziik

e v’ cstcs szintje a r, v’ Ut hossza

(v,v") € Y¥(e), a v sziil§je v'-nek, v" gyereke, v-nek.
v levél, ha d*(v) =0

2.3 Euler- és Hamilton-grafok
2.3.1 Euler-graf

Euler-vonal
Az Euler-vonal olyan vonal v-bél v'-be a grafban, amelyben minden él szerepel. Ha v = v’ akkor
ezt a vonalat Euler-korvonalnak is szokds nevezni. Euler-vonallal rendelkezd grafot Euler-grafnak
nevezik.

Tétel
Egy 0Osszefiiggd véges grafban pontosan akkor létezik Euler-korvonal, ha minden csics paros foku.
2.3.2 Hamilton-graf

A Hamilton-it egy olyan 1t v-bdl v'-be a grafban, mely minden csticsot tartalmat. Ha v = v akkor ezt
az utat Hamilton-koérnek is szokds nevezni. Hamilton-ittal rendelkezé grafot Hamilton-grafnak nevezik.

2.4 Grafok adatszerkezetei

Gréfok szamitogépes reprezentacidjahoz legtobbszor lancolt listakat, vagy matrixokat szoktak hasznalni.
A lancolt listak inkabb ritka grafokra, mig a matrixok stri gréafok esetén gazdasdgosak.

Illeszkedési matrix
G = (V, E,v) irdnyitott graf esetén a grafot egy A = {0,1,—1}""™ métrix segitségével tudjuk
reprezentdlni, ahol V= {vy,--- ,u,}, és E = {e1, -, en . Ekkor a matrix egyes elemei:

1 ha v; kezdépontja e;-nek
ajj = —1 ha v; végpontja e;-nek
0 kiilonben

Ha G nem irdnyitott, akkor a;; = |a, ;]

Csuicsmatrix
A fenti jelolésekkel irdnyitott esetben B € Z™*", ahol b;; a v;-b6l vj-be mend élek szamat jeldli.

Ha G irdnyitatlan, akkor b;; v; hurokéleinek szama, egyébként b;; a v; és v; csticsok kozotti élek
szama.

3 Kodolaselmélet

3.1 Polinomok és miiveleteik

Definicié
Legyen R gytirti. Egy polinomot egy >, f;z* alaki véges Osszegnek tekintiink, aholn € N, f; € R.

Az f, tagot a polinom féegyiitthatdjanak nevezziik.

Miiveletek
Legyen Rlx] az f = (fo, f1, ) végtelen sorozatok feletti gyfirli (polinomok gyfirtije), ahol f; € R.
Ekkor az R[z]-beli miiveletek:

o Osszeadés:

f+g9=(fo+g0, fr+g1,--) (f,g € R[z])
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e Szorzas:
f'g:h':(hovhlv'”) (f,g,heR[-T]), ahol

hie= Y fig;

itj=k
Megjegyzés: Ha R kommutativ, akkor R[x] is az. Ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor
R[z] is az az (1,0,0,---) egységelemmel.
3.2 Maradékos osztas

Legyen R egységelemes integritdsi tartomdny, f,g € Rlx],g # 0 és tegylk fel, hogy ¢ f6egytitthatéja
egység R-ben. Ekkor

g, r € R[x]: f=g-q+r  (deg(r) < deg(g))
3.3 Horner-séma

A Horner-médszer egy polinom helyettesitési értékének kiszamitdséra alkalmas. (Ezzel egyiitt természetesen
az is eldonthetd, hogy adott ¢ érték a polinom gyoke-e vagy nem. 4-ed fok felett erre még analitikus
megoldds sincs.)

A médszer lényege, hogy az egyébként fr,z™ + fn_12" 1 + -+ fu polinom helyettesitési értékének
kiszamolasahoz rendkiviil sok szorzasra és Osszeaddsra lenne sziikség. A polinom atalakitasaval azonban
a miveletek szamat lecsokkenthetjiikk. A maradékos osztast alkalmazva:

fnt" + fr1@" T 4 fo = (fad™ T 4 fa1d™ P 4z + fo
Ezt rekurzivan folytatva a kovetkezd alakra jutunk:
(fnx+ fo =Dz + fn=2)z+-- )z + fo
A helyettesitési érték kiszamitdsat egy tablazatban kénnyebben elvégezhetjiik.

fn fn—l fn—2 fO
& fn fnc"‘rfnfl (fnc+fn71)c+fn72 f(C)

A téblazat kitoltése a kovetkezdképp zajlik:

1. Az els6 sorba felirjuk a polinom egyititthatoit
2. A maésodik sor elsé celldjaba beirjuk az argumentum értékét.

A fOegyiitthaté ald beirjuk onmagét.

- W

A maésodik sor cellainak kitoltésével folytatjuk

ot

Az el6z6 cella elemét megszorozzuk az argumentummal
A szorzathoz adjuk hozza az aktudlis egylitthatét

Az bsszeget irjuk be az aktudlis celldba

® N>

Folytassuk az 5. ponttal, mig el nem jutunk az utolsé celldig

Az utolsé celldba a polinom helyettesitési értéke kertil. (Ha ez nulla, akkor az argumentum a polinom
gyodke. )

14



3.4 Betinkénti kédolas

A kédolés a legaltaldnosabb értelemben az iizentek halmazdnak egy masik halmazba valé leképzését
jelenti. Gyakran az iizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibdl alkotott sorozattal adjuk meg. Ekkor
az lizenetet felbontjuk elére rogzitett olyan elemi részekre, hogy minden iizenet egyértelmiien eléélljon
ilyen elemi részek sorozataként. A kddoldshoz megadjuk az elemi részek kodjat, amelyet egy szétar
tartalmaz. Az ilyen kédolast betlinkénti kédoldsnak nevezziik.

A kédolandé {izenetek egy A dbécé betili, és egy-egy betll kédja egy mésik, B dbécé (kddébécé)
betliinek felel meg. Tegyiik fel, hogy mind két abécé nem tires és véges.

Egy A abécé betiiibdl felirhaté szavak halmazat At-szal jeldljiik, mig az iires széval kiterjesztettet
A*-gal.

Ez alapjan a betinkénti kédolast egy ¢ : A — B* leképezés hatdrozza meg, amelyet kiterjesz-
thetiink egy ¢ : A* — B* leképezéssé, aldbbi médon: Ha ajas...c, = a € A, akkor « kdédja () =
p(ar)e(as)...o(as). Nyilvdn ha ¢ nem injektiv (vagy az lires sz6 benne van az értékkészletében), akkor
a 1 kédolas sem injektiv, azaz nem egyértelmiien dekédolhaté. Emiatt feltehetjiik, hogy ¢ injektiv, és
BT-ba képez.

3.5 Shannon- és Huffman-kod

Alapfogalmak
e Gyakorisag, relativ gyakorisag, eloszlds
Az informaciéforrds n lizenetet bocsajt ki. A kiilonboz6 iizeneteket jeloljik aq,- -+ , ap,-mel.
a; tzenet k;-szer fordul eld, melyet gyakorisdgnak nevezziik. Az a; relativ gyakorisiga a
pi = ki/n. A pi,--- ,py szém m-est az tizentek eloszldsdnak nevezziik. (31~ p; = 1)

e Informaciétartalom
Az a; tizenet egyedi informdcidtartalma I; = —log, p;, ahol r > 1 az informécié egysége. (r = 2
esetén az egység a bit).

e Entrépia
Az tzenetforras altal kibocsatott atlagos informécidtartalmat nevezziik entrépianak:

m
He(p1,-++ ,pm) = — Y_ pilog,pi
=1

e Prefix, szuffix, infix
Legyen «, 3,7 € A szavak. Ekkor az a8~ szénak « prefixe, 8 infixe, v pedig szuffixe.

e Kédfa
A betiinkénti kédolashoz egyértelmiien adhaté meg egy szemléletes irdnyitott, élcimkézett fa.
Legyen ¢ : A — B* a betlinkénti kédolas. Készitsiink el egy olyan fat, melynek a gyokere az
iires sz6 és ha 8 = ab (b € B)-re, akkor a-bdl hizdédjon olyan él B-ba, melynek b cimkéje
van. Ekkor minden azonos hosszi szé egy szinten lesz. Azokat a cstucsokat, melyekbdl minden
b € B cimkével vezet ki €l teljes csicsnak nevezziik, kiilénben csonka csicsok.

e Prefix kdd, egyenletes kod, vesszos kod
A ¢ : A — BT injektiv leképezés altal meghatdrozott ¢ : A* — B* betiinkénti kédolds

felbonthaté (egyértelmiien dekédolhatd), ha ¢ injektiv

prefix kéd, ha ¢ értékkészlete prefixmentes.

egyenletes kéd (fix hosszisdgu), ha ¢ értékkészletében minden elem megegyez6 hosszi

Ll NS

vesszds kéd, ha 39 € BT vesszd, hogy 9 szuffixe minden kédszénak, de sem prefixe, sem
infixe semelyik kédszénak.

o Atlagos sz6hossziisig
Legyen A = {a1, -+ ,a,} a kédolandé dbécé. Az a; kédjanak hossza l;. Ekkor [ = >0 pil;
a kod atlagos szohosszisaga.

e Optimalis kod
Ha egy adott elemszamu dbécével és adott eloszldssal egy felbonthatd betiinkénti kéd atlagos
széhoszisaga minimalis, akkor optimélis kédnak nevezziik.
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Shannon-kéd
Shannon kéd egy optimadlis kéd (r elemszamu dbécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovetkezd
modon allitunk el6.
1. Rendezziik a betiiket relativ gyakorisdgaik alapjan csokkend sorrendbe.

2. Hatarozzuk meg az lq,- - - , [, szOhosszisagokat a kovetkezd mddon:
rot < pp < Th A

3. Osszuk el az dbécé elemeit az egyes helyiértékeken.

Példa:
Legyen a kédébécé a 0,1, 2 halmaz, az kédolandé betiik és gyakorisdgaik pedig a kovetkezok:
a b c d e f g h i j
0,17 | 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
A relativ gyakorisdgok rendezése utan:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 ] 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Hat4rozzuk meg széhossziisdgokat. Az f, a, h és ¢ esetében: 372 = r—h < p; < r~b+!l = 371 Teh4t
azok széhosszisiga 2. A t6bbi esetben is igy jarunk el:
f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5

Ezek alapjan f kédszava a 00, a kddszava a 01, h-hoz a 02 tartozik, mig c-hez 10. A j-hez ezek utdn
11 tartozna, de mivel az 3 hosszi, igy 110. A kdédszavak tehat a kévetkezoképp alakulnak:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5
00 01 02 10 | 110 | 111 | 1120 | 1121 | 1122 | 12000

A kédfat 1. abran lathatjuk.

R S S i
j/a/jl<2>N / 0
PR d

LA B T
"

abra 1: Shannon-kéd példa kodfaja

Huffman-kéd
A Huffman-kéd is optimadlis kéd (r elemszdmi dbécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovetkezd
modon allitunk el6.

1. Rendezziik a betiiket relativ gyakorisdgaik alapjan csokkend sorrendbe.

2. Annak érdekében, hogy csak egy csonka cstcs keletkezzen
m=n modr—1
kongruencianak teljestilnie kell, ahol m az egyetlen csonka csucs kifoka. Ami ekvivalens azzal,

hogy m =2+ ((n —2) mod r —1). Tehdat osszuk el n — 2-t r — 1-gyel, és {gy m a maradék+2
lesz.
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3. Az elsd 1épésben a sorozat m utolsd betiijét dsszevonjuk (dj jelolést/betiit adunk neki), és
ennek a relativ gyakorisaga a tagok relativ gyakorisaganak osszege lesz. Rendezziik a sorozatot.
FEzen 1épés utdn mar a betiik szama kongruens r — 1-gyel, igy a kovetkez6 redukcids lépésekben
mindig teljes csticsokat tudunk késziteni.

4. Az utolsé r betlit vonjunk Gssze, helyettesitsiik egy Uj betiivel és relativ gyakorisdg legyen a
relativ gyakorisdgok Osszege.

5. A 4-beli redukcids 1épést addig ismételjiik mig r db betli nem marad. Ekkor rendre minden
betlihoz a kodabécé egy-egy betilijét rendeljik.

6. Ha redukalt elemmel talalkozunk szétbontjuk, majd az 6 elemeihez is a kédabécé betiiit ren-
deljiik, de konkatenaljuk az elézovel.

7. A 6-beli 1épést addig ismételjiik mig marad redukalt elem.

Példa:
A Shannon-kédnél latott forrdst kédoljuk be ugyanigy {0, 1,2} kéddbécével.

a b ¢ d e f g h i j
0,17 | 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
Rendezziik relativ gyakorisag szerint:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Osszuk el n — 2-t 7 — 1-gyel: 10 —2 = 4% (3 —1) 4+ 0. igy m a maradék+2, azaz m = 2. Az utols6
m betlit Gsszevonjuk, és rendezziik a sorozatot:
f a h c j i (g.e) | b d
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,03 | 0,02 | 0,02
Innentdl kezdve minden redukcids 1épésben az utolsé r db azaz 3 betiit vonjuk Gssze:
FTa [0 [ <[ [(@hbd]
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 0,07 0,06
Ezt addig ismételjiik, mig r darab betd marad:
(ahe) | £ | (,((ge),b,d),i)
0,47 | 0,31 0,22

A szétbontas alapjan a 2. dbran lathato fat tudjuk Osszedllitani.

abra 2: Huffman-kéd példa kédfdja

Ezek alapjan a kodtabla:
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betli | gyakorisdg | kdéd
f 0,31 1
a 0,17 00
h 0,17 01
c 0,13 02
j 0,09 20
i 0,06 22
b 0,02 211
d 0,02 212
g 0,02 2100
e 0,01 2101

3.6 Hibajavité kédok, kédtavolsag

Hibakorlatozoé kédolas
A hibakorlatoz6 kédokat két csoportba sorolhatjuk: hibajelz6 és hibajavité koédok. Mindkét esetben
az lzenetekhez kdédszavakat rendeliink, amik alapjan az atvitel soran keletkezd hibakat kezelni
tudjuk. Ha az tizenet konnyen ismételhet6 hibajelzd, ha nehezen ismételheté hibajavité kdédot
alkalmazunk. A hibakorldtozé kédoknal mindig azonos hosszisigu kédszavakat haszndlunk.

Koédok tavolsaga, silya
A kédédbécé u és v szavanak Hamming-tdvolsdga d(u,v) az azonos poziciéban levd, eltérd jegyek
szama. A Hamming-tavolsiag rendelkezik a tavolsag szokdsos tulajdonsagaival, vagyis Yu, v, z:

e d(u,v) >0

o dlu,v) =0 <= u=v

e d(u,v) =d(v,u) - szimmetria
(u, 2)

A kéd tavolsdga d(C) = m;n d(u,v) (u,v e C)

Amennyiben az A kédédbécé Abel-csoport a 0 nullelemmel. Ekkor egy u sz6 Hamming-stlya (w(w))
a sz6ban szerepld nem nulla elemek szdma. Ekkor a kéd silya w(C) = m;l(}w(u)
u

Hibajavité kéd
Amikor egy olyan szét kapunk, ami nem kdédszd, a hozza legkisebb Hamming-tavolsdgi kédszora
javitjuk.
A K kéd t-hibajavitd, ha egy legfeljebb ¢ helyen megvéltozott kédot helyesen javit. A K kéd
pontosan t-hibajavité, ha t-hibajavité, de nem t 4 1-hibajavito.
Megjegyzés: d minimadlis tdvolsdgi kdd esetén d/2-nél kevesebb hibdt biztosan egyértelmien tudunk
javitani.

Hamming-korlat
Egy g elemii 4bécé n hosszi szavaibdl 4116 C' kéd t-hibajavit6. Ekkor barmely két kodszora a t6liink
legfeljebb t tavolsagra 1év6 szavak halmazai diszjunktak.

Mivel egy kédszotdl j tavolsdgra pontosan (?) (g — 1)7 sz6 van, igy a Hamming-korlat a kédszavak

szamadra adott t-nél:
n .
#0) Y (M- <

=0

Amennyiben egyenléség 4all fent tokéletes kddrol beszéliink.

3.7 Linearis kodok

Definicié
A véges test és A™ linearis tér. Minden K < A™ alteret linedris kédnak nevezziik. Ha az altér k
dimenzids, a kéd tédvolsdga d és #(A) = ¢, akkor az ilyen kédot [n, k, d], kédnak nevezziik.

Egy linedris kédnal feltessziik, hogy kédolandé iizenetek K* elemei, azaz a kédabécé elemeibdl
képzett k-asok.
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Generatormatrix
K véges test feletti [n,k,d], linedris kédolast vélasszuk egy (kélcsénésen egyértelmil) linedris
leképezésnek:
G:K"— K"

Ezt egy matrixszal, az igy nevezett generatormatrixszal jellemezhetjiik.

Polinomkédok
Egy linedris k6d esetén az iizeneteket megfeleltethetjiik F, (¢ elemii véges test) feletti k-ndl alac-
sonyabb foku polinomoknak.

k-1
(ao, a1, -+ ,ak-1) > ap + a1z + -+ ap_1

Legyen g(x) rogzitett m-edfokd polinom. A p(z) polinomot (iizenet) g(x)-szel szorozva linedris
kédoldst kapunk (mivel a p — pg kolesonosen egyértelmii). Ekkor a kddszavak hossza n = k + m.
Az ilyen tipusu linearis kédolast polinomkédoldsnak nevezziik.

Megjegyzés: Feltehetjik, hogy g(x) fépolinom (egyiitthatdja egység), illetve a konstans tag nem nulla

(ha nulla lenne, a szorzatban kiesne a konstans tag, igy a kddban a nulla indexd betd soha nem
hordozna informdcidt)

CRC - Cyclic Redundancy Check
Ha egy polinomkdédban g(x)|z™—1, akkor ciklikus kédrél beszélink. Ekkor, ha agay - - - a,—1 k6dszd,
akkor a,,_1ag---a,_o is az, mivel:

An-1+aox + + anox" "t = 2 (ag+ a1z 4+ an_12" ) —ap_q(z" — 1)

oszthaté g(x)-szel.

A CRC az Fy feletti ciklikus kédokat foglalja magdba. Csak hibajelzésre alkalmas, a kddolas a
kovetkezd: Vegyiik p(x)z™ = (0,0, ,0, am, Gmt1, -+ ,an—1). Ezt osszuk el g(z)-el maradékosan.
p(z)z™ = q(z)g(z) + r(x). Ekkor a kddszé legyen: p(z)a™ — r(z) = q(z)g(z), amely oszthatd
g(x)-szel és magas fokszdmokon az eredeti lizenet betiii helyezkednek el. A vett sz6 ellendrzése
egyszerii: Megnézziik, hogy oszthaté-e g(x)-szel, ha nem, hiba tortént.
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Zarovizsga tételsor
5. Valészintiségszamitasi és statisztikai alapok

Fekete Déra

Valészintliségszamitasi és statisztikai alapok
Diszkrét és folytonos valdsziniliségi valtozok, nagy szamok térvénye, centralis hatareloszlas tétel. Statisztikai
becslések, klasszikus statisztikai prébék.

1 Kolmogorov-féle valésziniiségi mezo6
(Q, A, P) harmas, ahol:
Q nem {lres halmaz, eseménytér, w elemi esemény.

A Q részhalmazainak egy rendszere, A C 2, A € A események, A o-algebra.
o-algebra:

1.Qe A
2. Ac A= A=Q\Ac A
3. A Ay e A= S Aje A

P : A — [0,1] halmazfiiggvény, valészintiség, amelyre P(Q2) = 1, P(4) > 0,VA € A-ra, pdronként
kizérd (A; - Aj = 0,1 # j) A1, As... € A eseményekre P(| ;o 4;) = Y oo P(A;).

2 Diszkrét és folytonos valdsziniiségi valtozok

o Valdszindiségi vdltozd: £ : Q@ — R mérhetd fiiggvény, azaz amire {w : {(w) < z} € A,Va € R, ahol
A az eseménytér () részhalmazainak egy rendszere. (w € 2 elemi esemény).

o Valdsziniiségi vdltozo eloszldsa/eloszldsfigguénye: Fe(x) = P(§ < x), Vo € R.
Tulajdonsagai:

L0 < Fe(r) <1

2. monoton névo

3. balrdl folytonos

4. xl}gloo Fg(l‘) =0, nggo Fi(l') =1

2.1 Diszkrét valészintiségi valtozék

Ertékkészlete legfeljebb megszamlalhatéan végtelen, azaz {x1...z,...} elemekbdl &ll. Ekkor eloszlésa:
pr = P(& = xy).



Név Ertelmezés Eloszlas EX DX
indikétor Egy p  valdszinliségl | P(X =1)=p P p(1—p)
Ind(p) esemény  bekovetkezik-e | P(X =0)=1—p
vagy sem.
geometriai (Pas- | Hanyadikra  kovetkezik | P(X = k) = p(1 — p)~~1 % 1;21”
cal) be elészor egy p | k=1,2
Geo(p) valészinliségli esemény.
hi .. . ) e _ o (Akl)( ,,;I,ﬁf) M M M n—1
ipergeometriai | Visszatevés nélkili | P(X =k) = 6 ny | nx(l—%)1 - %)
Hipgeo(N, M,n) | mintavétel. k=0,1,...n "
binomidlis Visszatevéses mintavétel. | P(X = k) = (Q)p"(1 — | np np(1l — p)
Bin(n,p) p)"*
k=0,1,...,n
negativ bi- | Hanyadikra  kovetkezik | P(X = k) = (f2})p"(1— | 2 nop)
nomidlis be n. alkalommal egy p | p)F—n
Negbin(n,p) valészintliségli esemény. k=n,n+1,..
Poisson Ritka esemény. PX=k)= ’I\C—I;e_/\ A A
Poi(X\)

2.2 Folytonos valdszintiiségi valtozok

Egy ¢ valdszintiségi valtozé abszolit folytonos, ha létezik olyan f(z) fliggvény, amelyre F'(z) = ffoo f(t)dt.

Ilyenkor f(z) striségfiggvény. (F(x) pedig az eloszlasfiiggvény.)

Miésik megfogalmazds: Va < b-re Pla < £ < b) = f; f(t)dt, Fe(z) = P(€ < z)

2. F(®)dt.

Struségfiiggvény tulajdonsagai:

L. f(z) = F'(x)

lim Pla<&b) =
a—r— o0

2. f(z)>0
3. [ f@)de =1
Név Eloszlasfiiggvény Struségfiiggvény EX | D?°X
0 r<a 1
= L <
egyenletes —e a<xz<b { oo GSTS ’ aft (b15)2
E(a,b) 1 b< 2 0 otherwise
exponencialis L™ v =0 Ao 20 1 1
E:Ep()\) 0 otherwise 0 otherwise A A%
z—m)2
normalis \/21—7”76_( 222z eR m o?
N(m,o?)
172
standard normalis O(x) = \/%6_7 reR 0 1
N(0,12)
1T ya,.a—1_—Az
gamma { F(a)/\ e r Z 0 o %
T(a, \) 0 otherwise

2.3 Fogalmak

e Konvolucio: X,Y fluggetlen valdsziniiségi valtozdk, konvoluciéjuk az X +Y v. v.

o Figgetlenség: P(& < x1,...,&n < xn) = H?:l P(& < x;) vagy diszkrét esetben: P(&1)xq,...,&, =
xn) = [Ti) P(& = i)

e Virhato érték: (Q, A, P) valésziniiségi mez8, X : Q — R val6sziniiségi valtoz6, EX = [, XdP, ha
ez létezik. Diszkrét esetben EX = ", xy - py, ha abszolit konvergens. Abszolit folytonos esetben
EX = [*_x- f(z)dz, ha abszolit folytonos.

o Szérdsnégyzet: D*°X = E((X — EX)?) = EX? — E?2X




I. momentum: EX' = [, 'dP, ha létezik.
Szords: DX =+ D2X

e Kovariancia: cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = E(XY) - EX - EY. Ha cov(X,Y) = 0,
akkor X és Y korreldlatlan. (Megjegyzés: ha két v.v. fiiggetlen, akkor cov(X,Y) = 0, vagyis
korreldlatlanok; illetve cov(X, X) = D2X.)

Korreldcié: R(X,Y) = %U)g(;;,)? két v.v. linedris kapcsolatat méri. R > 0 — pozitiv, R < 0 —

negativ; R? ~ 1 — erés, R? ~ 0.5 — kozepes, R? ~ 0 — gyenge.

3 Nagy szamok torvénye

3.1 Gyenge torvény

X1, X, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < oo.
p(Htetts _gp > g) - 0 (n — 00) Ve > 0-ra (sztochasztikus konvergencia).

3.2 Ero6s torvény

X1, Xy, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastiak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < oc.
% —m (n — 00) 1 valészintliséggel.

Megjegyzés: Csebisev-egyenlStlenséggel bizonyitjuk. (7‘;—; — 0 (n = 0))

3.2.1 Csebisev-egyenl6tlenség

EX véges.

2
Ekkor P(|X — EX| > ) < D/\Z)X
Megjegyzés: Bizonyitds Markov-egyenlGtlenséggel.

3.2.2 Markov-egyenl6tlenség

X >0,c¢>0.
Ekkor P(X >¢) < £X

C

3.3 Konvergenciafajtak
&, — &, vagyis € konvergens.
o sztochasztikusan: ha Ve > 0-ra P(|&, —&| > ¢) = 0 (n — 00).
o [ waldszindséggel (majdnem mindendtt): ha P(w : §,(w) = &(w)) = 1.
o LP-ben: ha E(|&, —&P) = 0 (n — o0) (p > 0 rogzitett).
o eloszldsban: ha F¢ (x) — Fe(z) (n — 00) az utébbi minden folytonossigi pontjaban.

Kapcsolataik: 1 valészinliségli és LP-beli a legerdsebb, ezekbdl kovetkezik a sztochasztikus, ebbdl pedig
az eloszlasbeli.
4 Centralis hatareloszlas tétel

X1, Xo, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastiak, EX; = m < oo, D?X| = 0% < oo.

Ekkor W — N(0,1) (n — o0) eloszlasban, azaz P(W <z)—= ®(x) (n — 00).

5 Statisztikali mezo

(Q, A, P) hdrmas, ha P = {Py}yco és (2, A, Py) Kolmogorov-féle valészinliségi mez6 V¢ € O-ra.



5.1 Fogalmak
o Minta: £ = (§1,...,&n) : @ = 2 € R™. (§; valészintiségi valtozo)
e Mintatér: Z, minta lehetséges értékeinek halmaza, gyakran R™, Z".
o Minta [realizdcidjal: x = (x1, ..., Ty), konkrét megfigyelés.
o Statisztika: T : = — RF,

o Statisztika alaptétele: (Glivenko—Cantelli-tétel) &1, o, ... fliggetlen, azonos eloszldst F eloszldsfiiggvénnyel.
Ekkor az F, tapasztalati eloszlésfiiggvényre teljesiil, hogy sup_ . <o |[Fn(z) — F(z)] = 0 (n —
00) 1 valdszintiséggel.

6 Statisztikal becslések

(Q, A, P) statisztikai mez6, 9 € ©, Py(&1 < x1,...,&n < ) = Fy(x)

T(€) a v becslése, ha T : R" — ©.

T(&) a h(¥) becslése, ha T : R™ — h(O).

Torzitatlansdg: T (&) torzitatlan becslése h(v)-nak, ha EyT'(£) = h(v) Vi € ©.

Aszimptotikusan torzitatlan: T () aszimptotikusan torzitatlan a h(v)-ra, ha EyT(§) — h(J) (n — o0)

v € 0.

A T torzitatlan becslés hatdsosabb Ty torzitatlan becslésnél, ha D%Tl < D§T 5 Vi € .

Hatéasos, ha minden mas torzitatlan becslésnél hatasosabb. Ha van hatdsos becslés, akkor az egyértelmi.
Py(¢ =2) diszkr.

o Mazimum-likelihood becslés: Likelihood fliggvény: L(9,x) = { £ Jx) absz. folyt

i . _ H;L:1 Py(& = ;) diszkr.
Fiiggetlen esetben: L(¥,z) = { T, foe, (@) absz. folyt.
¥ a ¥ ismeretlen paraméter maximum-likelihood becslése, ha L(¥,{) = maxyce L(1,§).

o Momentum-mddszer becslés: 9 = (91, ...,0%), &1, .., &n,y I momentum: M;(9) = Ey&!, tapasztalati

~ n 1
{. momentum: M; = Z%lg

9 a ¥ momentum médszer szerinti becslése, ha megoldésa az M, ¥ = M;, | = 1.k egyenletrendsz-
ernek.

7 Hipotézisvizsgalat

Feltesziink egy hipotézist, és vizsgdljuk, hogy igaz-e. Elfogadjuk vagy elutasitjuk. Lehet paraméteres

vagy nem paraméteres, vizsgalhatjuk varhaté értékek, szérasok egyezoségét, értékét, teljes eseményrendszerek
fliggetlenségét. Illeszkedésvizsgalattal megallapithatjuk, hogy a valésziniiségi valtozdk adott eloszlasfiiggvénytiek-
e, homogenitasvizsgalattal pedig azt, hogy ugyanolyan eloszlast-e két minta.

Hy: nullhipotézis, ¢ € O¢; Hy: ellenhipotézis, ¥ € ©1; © = Oy O;.

Eqgy- és kétoldali vizsgdlat: Kétoldali ellenhipotézisnél a nem egyezdséget tessziik fel, egyoldalindl valami-

lyen relaciét. Kétoldalindl a proba értékének abszolut értékét vizsgédljuk, hogy az elfogadasi tartomanyon

beliil van-e, ekkor példaul az u-prébanal az adott hibaszazalékot meg kell felezni a szamitashoz, hiszen a

® fliggvény szimmetrikus az y tengelyre.

e Statisztikai préba: = = Z.|JEk (diszjunkt halmazok) elfogaddsi és kritikus tartomédny. Ez a
felbontas a statisztikai proba. Ha a megfigyelés eleme a kritikus tartomanynak, akkor elutasitjuk
1 T €S

a nullhipotézist, ha nem eleme, akkor elfogadjuk. T'(z) = { 0 otherwise

o FElséfagi hiba: Hy igaz, de elutasitjuk. Valészintisége: Py(§ € Zg), ¥ € O,

e Masodfaji hiba: Ho hamis, de elfogadjuk. Valészintisége: Py(§ ¢ Ex), ¥ € O1.
Az a cél, hogy ezek a hibak minél kisebbek legyenek. Egymas karara javithaté a két valdsziniiség,
ha a megfigyelések szama rogzitett.

e Préba terjedelme: o a préba terjedelme, ha Py(§ € Zx) < a, ¥ € Og.
a a préba pontos terjedelme, ha supyco, Po(§ € Zx) = a.



8 Kilasszikus statisztikai probak

o u-préba: Feltételezziik, hogy a minta normélis eloszlast (&; ~ N(m,0?)), i = 1..n, és hogy a sz6rds
ismert.

— Egymintds: A nullhipotézis az, hogy a varhaté érték megegyezik-e egy konkrét értékkel (my),
mésképpen fogalmazva azt vizsgdljuk, hogy a mintabeli dtlag nem tér-e el szignifikdnsan mg-
tél. Tehat Hy : m = myg, és kétoldali esetben H; : m # myg, egyoldaliban pedig példdul
Hy :m > mg vagy Hy : m < my.

Az u-préba értéke: u = \/ﬁ% Ha igaz a nullhipotézis, akkor ez kozel standard norm4lis
eloszlasu.

¢ hibavaldszin{iséggel vizsgaljuk a hipotézist, ehhez szitkséglink van a ®(uj_.) = 1 — € értékre.
Kétoldali esetben Ho-t elutasitjuk, ha |u| > u;_¢, és elfogadjuk, ha |u| <wu;_¢.

Egyoldali esetben u > u;_. (jobb) ésu < uj_. (bal) esetét vizsgaljuk, ezen esetekben utasitjuk
el Ho-t.

— Kétmintds: Itt a feltételek a kovetkezdk: & ~ N(mq,0?), i

j = 1l.m. A szérésok szintén ismertek. Hy : mq = mo, és u =

fels6 (jobb?) oldali, H; : my < mg pedig az alsé (bal?) ellenhipotézis.

e t-proba: Ennél a probanal nem ismert a szdéras, viszont ugyanigy normalis eloszldst feltételeziink,
mint az u-prébanal. & ~ N(m,o0?), i = 1..n.

£—myg
2

— Egymintds: Hy : m = mg. Ellenhipotézis az u-prébdhoz hasonléan. ¢t = \/n , ahol 02 a

o’*
korrigélt tapasztalati szérdsnégyzet, amit a mintabdl szdmithatunk ki. (Megjegyzés: n helyett
n — 1-gyel osztunk a képletben.) Ez az érték t-eloszldst Hy esetén, ami n — 1 szabadsdgfokd.
Mas néven szokés ezt a probat Student-prébanak is nevezni.

— Kétmintds: & ~ N(mq,0%), i = 1.n és m; ~ N(ma,03), j = 1l.m. Ez esetben sem is-
mert a szoras, viszont feltételezziik, hogy a két minta szérdasa megegyezik. Ekkor ¢,1.,,—2 =
nm(n+m=2) Sl n+m — 2 a préba szabadsagfoka.

im0+ (n—m)?

f-proba: Két minta esetén hasznalhaté. Ez a préba szorasok egyezdségének vizsgalatara alkalmas,
tehat itt Hy : 01 = 03. Ha a két minta szérasnégyzete megegyezik, akkor a hanyadosuk 1-hez tart.

2 2
fo—tm—1 = maz(g—é, Z—%) A két szabadsagi fok koziil az elsd az f szdmlaléjahoz tartozé minta

elemszama —1, a masodik a nevezdjéhez.

Welch-préba: Mas néven d-préba. Hasonld, mint a kétmintés t-préba, de itt a szorasok egyezdségét
nem kell feltenni. Szabadsagi foka bonyolult képlettel szamithato.

szekvencidlis probak: 'V, = Hﬁg;i = i;%g fo a nullhipotézis szerinti sturtségfiiggvény, f1 az

ellenhipotézis szerinti. Adott egy A és egy B érték, A < B. Ha V,, > B, akkor elutasitjuk H-t,
ha V,, < A, akkor elfogadjuk, és ha A < V,, < B, akkor 1j mintaelemet vesziink.
Stein tétele szerint N 1 valdszintiséggel véges. N = min{n:V, < AVV, > B}.

Mindség-ellendrzés: ny elemet néziink, ¢y < cg és c3 hatarértékek. Ha X; < ¢p, akkor elfogadjuk
Hp-t, ha X; > co, akkor elutasitjuk. Ha ¢; < X7 < c¢g, akkor megnéziink no elemet, és ha
X1 + X5 < ¢3, akkor szintén elfogadjuk Hy-t. A varhaté mintaelemszam méri a hatékonysdgat.

x2-proba: Hy : Ay, ..., A, teljes eseményrendszer. P(A;) = p;,i = 1..n, v; a gyakorisag. Ha teljesiil
a nullhipotézis, akkor % ~ p;.

2
2= %. Ez x? eloszlasd, aminek r — 1 szabadsdgfoka van. r az Osszeadott csoportok
szdma. (Megjegyzés: ha tul kicsi lenne 1-1 csoportban a gyakorisdg, akkor azokat dsszevonjuk.)
x2-prébat hasznalhatunk illeszkedés-, homogenitds- és fiiggetlenségvizsgalatra is. (Megjegyzés: més

képlet van mindhez.)

Eqgyéb probdk:

— Kolmogorov-Szmirnov-prdba: 2 tapasztalati eloszlasfiiggvény megegyezik-e (homogenitdsvizsgélat),
vagy 1 minta esetén megegyezik-e valamilyen eloszlasfiggvénnyel. D,, , = max, |F,(z) — Gy, (2)].
X; F eloszlasfiiggvénnyel, Y; G-vel. Hy: F' = G.



— FEléjel-proba: Hanyszor teljestil, hogy valami pozitiv.

— Wilcozon-préba: (rangstatisztika), P(X > Y) = % tesztelésére Gsszeszamoljuk, hogy hény
pérra teljesiil, hogy X; > Y;.
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Zarovizsga tételsor
6. Mesterséges intelligencia

Fekete Dora, Gregorics Tibor

Mesterséges intelligencia

MI problémak és az ttkeresési feladat kapcsolata. Allapottér reprezentacio. Heurisztikus utkeress
algoritmusok: lokalis keresések (hegymészé modszer, tabu-keresés, szimulalt hiités), visszalépéses keresés,
heurisztikus gréafkeress eljarasok (A, A*, A® | B algoritmusok). Kétszemélyes jatékok.

1 Bevezetés

Az MI az intelligens gondolkodas szamitégépes reprodukaldsa szempontjabol hasznos elveket, modsz-
ereket, technikdkat kutatja, fejleszti, rendszerezi. Megoldandé feladatai: nehezek, mert ezek problé-
matere hatalmas, a megoldéas megkeresése kell§ intuicié hidnyaban kombinatorikus robbanashoz vezethet.
A szoftver intelligensen viselkedik, és sajatos eszkdzoket hasznal. A reprezentécio atgondolt a feladat
modellezéséhez, és az algoritmusok hatékonyak, heurisztikdval megerdsitve.

2 Utkeresési problémak

Utkeresési problémaként sok MI feladat fogalmazhaté meg tigy, hogy a feladat modellje alapjan megadunk
egy olyan élstlyozott irdnyitott grafot, amelyben adott cstcsbdl adott csiicsba vezets utak jelképezik a
egy ugynevezett §-grdfot (olyan élsulyozott irdnyitott graf, ahol egy cstucsbol kivezets élek szama véges,
és az élek koltségére megadhato egy § pozitiv alsé korlat), az abban kijel6lt startcsticsot és egy vagy tobb
célesticsot. Ebben a reprezentécios graftban keresiink egy startcsticsboél kiindulé célesticsba futéd utat,
esetenként egy legolcsébb ilyet.

3 Allapottér-reprezentacio

Allapottér-reprezentacié egy olyan lehetséges (de nem az egyetlen) moédszer a feladatok modellezésére,
amelyet aztan természetes modon lehet grafreprezentaciokét is megfogalmazni. Négy eleme van:

e Allapottér, amely a probléma homlokterében 4ll6 adat (objektum) lehetséges értékeinek (allapotainak)
halmaza. Gyakran egy alaphalmaz, amelyet egy alkalmas invarians lesztkit.

o Miveletek (el6feltétel+hatas), amelyek allapotbol allapotba vezetnek.
o Kezdddllapot(ok) vagy azokat leird kezdofeltétel.
o Céldllapot(ok) vagy célfeltétel.

Az dllapot-grdif (egy specialis reprezentécios graf) az allapotokat, mint csucsokat, a miiveletek hatasait,
mint éleket tartalmazza. Az allapottér nem azonos a problématérrel, hiszen a problématér elemei a startc-
stcsbol kivezets utak (mtveletsorozatok), nem pedig az allapotok (csticsok). A megoldés a problématér
egy eleme, ami egy olyan miiveletsorozat, ami startcsicsboél célcsicsba vezet.

4 Keresések
Egy altaldnos keresd rendszer részei: a globdlis munkaterilet (a keresés memoridja), a keresési szabdlyok

(a memoria tartalmat valtoztatjdk meg), és a vezérlési stratégia (adott pillanatban alkalmas szabalyt
valaszt). A vezérlési stratégianak van egy altalanos, els6dleges eleme (ez lehet nemmodosithato vagy



modosithato), lehet egy masodlagos (az alkalmazott reprezentéciés modell sajatossagait kihasznélo) el-
eme és a konkrét feladatra épité eleme. Ez utdbbi a heurisztika, a konkrét feladatbol szarmazéd extra
ismeret, amelyet kdzvetleniil a vezérlési stratégiaba épitiink be az eredményesség és a hatékonysag javitasa
céljabol.

5 Lokalis keresések

A lokalis keresések egyetlen aktudlis csticsot és annak sziik kdrnyezetét taroljak a globalis munkateriileten.
Keresési szabalyai az aktuélis csiicsot minden 1épésben a szomszédjai koziil vett lehetéleg ,,jobb” gyereke-
succsal cserélik le. A vezérlési stratégiajuk a ,,jobbsag” eldontéséhez egy rdatermettségi fiigguényt hasznal,
amely anndl jobb értéket ad egy cstcsra, minél kozelebb esik az a célhoz. Mivel a keresés ,elfelejti”, hogy
honnan jott, a dontések nem vonhatok vissza, ez egy nem-mddosithato vezérlési stratégia. Lokalis keresés-
sel megoldhato feladatok azok, ahol egy lokélisan hozott rossz dontés nem zérja ki a cél megtalélasat.
Ehhez vagy egy er6sen Osszefiiggd reprezentacios-graf, vagy jo heurisztikara épitett célfiiggvény kell.
JellemzG alkalmazas: adott tulajdonsdgu elem keresése, fiiggvény optimumanak keresése.

e Hegymdaszo algoritmus: Minden 1épésben az aktuélis csiucs legjobb gyermekére 1ép, de kizarja a
sziilére valo visszalépést. Zsékutcaba (aktudlis csticsbol nem vezet ki él) beragad, korok mentén
végtelen ciklusba keriilhet, ha a ratermettségi fliggvény nem tokéletes.

o Tabu keresés: Az aktudlis csticson (n) kiviil nyilvantartja még az eddig legjobbnak bizonyult csucsot
(n*) és az utols6 néhany érintett csticsot; ez a (sor tulajdonsagi) tabu halmaz. Minden lépésben az
aktualis cstics gyermekei koziil, kivéve a tabu halmazban levéket, a legjobbat vélasztja j aktualis
cstcsnak, (ezaltal felismeri a tabu halmaz méreténél nem nagyobb koroket), frissiti a tabu halmazt,
és ha n jobb, mint az n*, akkor n*-ot lecseréli n-re.

o Szimuldlt hiités algoritmusa: A kdvetkezd cstics valasztéasa véletlenszerd. Ha a kivalasztott csics (r)
célfiiggvény-értéke jobb, mint az aktudlis cstucsé (n), akkor odalép, ha rosszabb, akkor az 0j cstcs
elfogadéasanak valoszintisége forditottan ardmyos f(n) - f(r) kiilonbséggel. Ez az arany raadasul
folyamatosan valtozik a keresés soran: ugyanolyan kiilénbség esetén kezdetben nagyobb, késébb
kisebb valoszintiséggel fogja a rosszabb értékid r cstcsot valasztani.

6 Visszalépéses keresések

A startcsiicsbol az aktuélis csiicsba vezetd utat (és az arrol ledgazo még ki nem probalt éleket) tartja
nyilvan (globalis munkateriileten), a nyilvantartott ut végéhez egy 0j (ki nem probalt) élt fiizhet vagy
a legutolso élt torolheti (visszalépés szabalya), a visszalépést a legvégss esetben alkalmazza. A vissza-
lépés teszi lehet6vé azt, hogy egy korabbi tovabblépésrél hozott dontés megvaltozhasson. Ez tehéat egy
mdodosithato vezérlési stratégia. A keresésbe sorrendi és vagd heurisztika épithetd. Mindketts lokalisan,
az aktualis csicsbol kivezets, még ki nem probélt élekre vonatkozik. Visszalépés feltételei: zsadkutca,
zsdkutca torkolat, kor, mélységi korlat.

e VL1 (nincs kor- és mélységi korlat figyelés) véges kormentes iranyitott grafokon termindl, és ha van
megoldas, akkor talal egyet.

e VL2 (4ltalédnos) d-grafokon termindl, és ha van megoldas a mélységi korlaton beliil, akkor talal
egyet.

Konnyen implementédlhato, kicsi memoria igényd, mindig terminél, és ha van (a mélységi korlat alatt),
akkor megoldést talal. De nem garantdl optimalis megoldast, egy kezdetben hozott rossz dontést csak
nagyon sok 1épés utan képes korrigalni és egy zsdkutca-szakaszt tobbszor is bejarhat, ha abba tébbféle
iton is el lehet jutni.

7 Grafkeresések

A globalis munkateriiletén a startcsicsbol kiinduld mar feltart utak talalhatok (ez az an. keresd grdf),
kiilon megjelolve az utak azon cstcsait, amelyeknek még nem (vagy nem eléggé jol) ismerjiik a rakovetkezdit.
Ezek a nyilt csicsok. A keresés szabalyai egy nyilt csucsot terjesztenek ki, azaz elGallitjak (vagy tjra
elgallitjak) a cstics Osszes rakovetkezgjét. A vezérlési stratégia a legkedvezsbb nyilt csics kivalasztéaséra



torekszik, ehhez egy kiértékeld figgvényt (f) hasznal. Mivel egy nyilt cstics, amely egy adott pillanatban
nem keriil kivalasztésra, kés6bb még kivalasztédhat, ezért itt egy mddosithatd vezérlési stratégia valosul
meg. A keresés minden csucshoz nyilvantart egy odavezets utat (7 visszamutato pointerek segitségével),
valamint az uat koltséget (g). Ezeket az értékeket miikodés kozben alakitja ki, amikor a cstcsot elGszor
felfedezi vagy késébb egy olcsobb utat talal hozza. Mindkét esetben (amikor médosultak a csics ezen
értékei) a csucs nyiltta valik. Amikor egy mar korabban kiterjesztett csics ujra nyilt lesz, akkor a méar ko-
rabban felfedezett leszdrmazottainél a visszafelé mutatd pointerekkel kijelolt at koltsége nem feltétleniil
egyezik majd meg a nyilvantartott g értékkel, és az sem biztos, hogy ezek az értékek az eddig talalt
legolcsobb utra vonatkoznak, vagyis el6fordulhat, hogy elromlik a keresgraf korrektsége.

e Nem-informéalt grafkeresések: mélységi grifkeresés (f = —g, minden (n,m) élre c¢(n,m) = 1),
szélességi grifkeresés (f = g, c(n,m) = 1), egyenletes grifkeresés (f = g)

e Heurisztikus grafkeresések f-je a h heurisztikus fiiggvényre épiil, amely minden cstcsban a hatralevs
optimalis h* koltséget becsli. Ilyen az eldre tekintd grifkeresés (f = h), az A algoritmus (f =
g+ h,h >0), az A* algoritmus (f = g+ h,h* > h > 0 — h megengedhetd), az A® algoritmus
(f =g+ h,h* > h >0, minden (n,m) élre h(n) — h(m) < c¢(n,m)), és B algoritmus (ahol az
f =g+ h, h >0 helyett a g-t hasznaljuk a kiterjesztendé cstcs kivalasztasédra azon nyilt csicsok
koziil, amelyek f értéke kisebb, mint az eddig kiterjesztett cstcsok f értékeinek maximuma).

Véges d-grafokon minden grafkeresés terminél, és ha van megoldéas, talal egyet. A nevezetes grafkeresések
tObbsége végtelen nagy grafokon is taldlnak megoldast, ha van megoldas. (Kivétel az el6re-tekint& keresés
és a mélységi korlatot nem hasznalo mélységi grafkeresés.) Az A* AC algoritmusok optimalis megoldast
talalnak, ha van megoldas. Az A® algoritmus egy csticsot legfeljebb egyszer terjeszt csak ki. Egy grafk-
eresés memoria igényét a kiterjesztett cstcsok szaméaval, futési idejét ezek kiterjesztéseinek szaméval
meérjik. (Egy cstcs dltalaban tobbszor is kiterjesztédhet, de d-grafokban csak véges sokszor.) A* al-
goritmusnal a futasi id6 legrosszabb esetben exponencidlisan fiigg a kiterjesztett cstcsok szamatol, de
ha olyan heurisztikat valasztunk, amelyre mar A algoritmust kapunk, akkor a futasi idS linearis lesz.
Persze ezzel a masik heurisztikaval véltozik a kiterjesztett cstcsok szama is, igy nem biztos, hogy egy
A€ algoritmus ugyanazon a grafon sszességében kevesebb kiterjesztést végez, mint egy cstcsot tébbszor
is kiterjeszt6 A* algoritmus. A B algoritmus futési ideje négyzetes, és ha olyan heurisztikus fiiggvényt
hasznal, mint az A* algoritmus (azaz megengedhet6t), akkor ugyanigy optiméalis megoldést talal (ha van
megoldas) és a kiterjesztett csticsok szama (mellesleg a halmaza is) megegyezik az A* algoritmus altal
kiterjesztett csiicsokéval.

8 Kétszemélyes (teljes informaciéja, zérd Gsszegi, véges) jatékok

A jatékokat allapottér-reprezentacioval szokés leirni, és az allapot-grafot faként abrazoljak. A gydztes
(vagy mem-vesztes) stratégia egy olyan elv, amelyet betartva egy jatékos az ellenfél minden lépésére
tud olyan valaszt adni, hogy megnyerje (ne veszitse el) a jatékot. Valamelyik jatékosnak biztosan van
gyOztes (nem-vesztes) stratégiaja. Gydztes (nem-vesztes) stratégia keresése a jdatékfiban kombinatorikus
robbanést okozhat, ezért e helyett részfa kiértékelést szoktak alkalmazni a soron kiévetkezd jo lépés
meghatirozasdhoz. A minimax algoritmus az aktuélis allasbol felépiti a jatékfa egy részét, kiértékeli
annak leveleit aszerint, hogy azok &ltal képviselt allasok milyen mértékben kedveznek nekiink vagy az el-
lenfélnek, majd szintenként valtakozva az ellenfél szintjein a gyerekcstcsok értékeinek minimumaét, a sajat
szintjeinken azok maximumét futtatjuk fel a sziilcstcshoz. Ahonnan a gyokérhez keriil érték, az lesz
soron kovetkezd lépésiink. A minimax legismertebb moédositésa az alfa-béta algoritmus, amely egyfeldl
kisebb memoria igénytii (egyszerre csak egy agat tarol a vizsgalt részfabol), masfeldl egy sajatos vagasi
stratégia miatt joval kevesebb csicsot vizsgal meg, mint a minimax. Sajat szinten «, ellenfelén 3 értéket
adunk meg, kezdetben —oo, illetve +o0 értékkel. Visszalépéskor valtoztatunk rajta, a-t noveljik, 5-t
csOkkentjiik. Vagas akkor torténik, ha az uton vannak olyan értékek, hogy o > 8. Tovabbi moédositasok
még az atlagolo (legnagyobb m és legkisebb n darab érték atlagat vessziik), illetve a véaltakozo mélységi
kiértékelésii minimax (minden agon realis értéket mutasson a kiértékels fliggvény nyugalmi teszttel),
tovabba a negamax algoritmus (ellenfél szintjén (-1)-szeres érték, maximumot valasztunk minden szinten
az ellentettekbdl).
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Zarovizsga tételsor
7. Programozas

Ancsin Addm

Programozas

Egyszerii programozasi feladat megolddsanak 1épései (specifikdlds, tervezés, megvaldsitds, tesztelés). Az
adattipus fogalma (tipusspecifikécié, miiveletek, reprezentdcié, invaridns, implementécié). A vissza-
vezetés moddszere. A felsorolé tipus specifikdcidja. Felsoroléra megfogalmazott programozasi tételek
(Osszegzés, szadmldlds, maximum kivdlasztds, feltételes maximumkeresés, linedris keresés, kivalasztds).
Nevezetes gylijtemények (intervallum, témb, sorozat, halmaz, szekvencidlis inputfjl) felsorol6i.

1 Egyszeru programozasi feladat megoldasanak lépései

1.1 Bevezetés

Egy programozasi feladat megoldasa a kdédolason til jé néhany tevékenységet tartalmaz. Az elsé teendd
a feladat pontos meghatarozésa, a specifikacié. FEz a feladat szoveges és formalizalt, matematikai
leirdsédn (a specifikdcié dn. sziikebb értelmezésén) tul tartalmazza a megoldassal szemben tdmasztott
kovetelményeket, kornyezeti igényeket is (ami a specifikdcié tin. tdgabb értelmezése).

A specifikacié alapjan meg lehet tervezni a programot, elkésziilhet a megoldas algoritmusa és az algo-
ritmus dltal hasznélt adatok lefrdsa. Az algoritmus és az adatszerkezet finomitdsa egymaéssal parhuzamosan
halad, egészen addig a szintig, amelyet a programozé ismeretei alapjan mar konnyen, hibamentesen képes
kédolni. Gyakran eléfordul, hogy a tervezés soran deriil fény a specifikdcié hidnyossdgaira, igy itt vis-
szalépésekre szamithatunk.

Az algoritmusirds utdn kovetkezhet a kddolds. Ha a feladat kitliz6je nem rogzitette, akkor ez el6tt
valaszthatunk a megoldashoz programozasi nyelvet. A kédolds eredménye a programozasi nyelven leirt
program.

A program els6 véltozatban altaldban sohasem hibatlan, a helyességérél csak akkor beszélhetiink,
ha meggy6z6dtiink réla. A helyesség vizsgalatanak egyik lehetséges mddszere a tesztelés. Ennek sordn
prébaadatokkal probaljuk ki a programot, s az ezekre adott eredménybdl kovetkeztetiink a helyességre.
(Ne legyenek illizidink afeldl, hogy teszteléssel eldonthetd egy program helyessége. Hisz hogy valéjdban
helyes-e a program — sajnos — nem kovetkezik abbdl, hogy nem taldltunk hibdt.)

Ha a tesztelés soran hibajelenséggel talalkozunk, akkor kovetkezhet a hibakeresés, a hibajelenséget
okoz6 utasitas megtaldldsa, majd pedig a hibajavitdas. A hiba kijavitdsa tobb fazisba is visszanytlhat.
Elképzelhetd, hogy kédolasi hibat kell javitanunk, de az is lehet, hogy a hibat mar a tervezésnél kovettiik
el. Javitds utdn ujra tesztelni kell, hiszen — legyiink 6szinték magunkhoz!- nem kizart, hogy hibasan
javitunk, illet6leg — enyhe optimizmussal allitjuk:— a javitas ujabb hibakat fed fel, ...

E folyamat végeredménye a helyes program. Ezzel azonban még kordntsem fejezodik be a pro-
gramkészités. Most kovetkeznek a mindségi kovetelmények. Egyrészt a hatékonysagot kell vizsgalnunk
(végrehajtési idé, helyfoglalds), masrészt a kényelmes haszndlhatdsdgot. Itt djra visszaléphetiink a
kédolési, illetve a tervezési fazisba is. Ezzel elérkeztiink a j6 programhoz.

1.2 Specifikacio

A programkészités menetének els6 1épése a feladat meghatarozdsa, preciz "ijrafogalmazasa”. Milyen is
legyen, mit varjunk el t6le? Nézziink meg néhdny — jénak tiing — kévetelményt egyelére cimszavakban!
(A tovébbiakban a specifikécié szlikebb értelmezésérél lesz sz6.) A specifikédcié legyen:

e helyes, egyértelmi, pontos, teljes

e rovid, tomor, ami legegyszeriibben ugy érhetd el, hogy ismert formalizmusokra épitjik



e szemléletes, érthetd (amit idénként nehezit a formalizaltsag)

A specifikacio els6 kozelitésben lehetne a feladatok szovege. Ez azonban tobb problémét vethet fel:
e mi alapjdn adjuk meg a megoldast

e mit is kell pontosan megadni?

Példéul az a feladat, hogy adjuk meg N ember koziil a legmagasabbat. A legmagasabb ember
megadasa mit jelent? Adjuk meg a sorszamat, vagy a nevét, vagy a személyi szamat, vagy a magassagat,
esetleg ezek koziil mindegyiket? Tanulsagként megéllapithatjuk, hogy a specifikaciénak tartalmaznia kell
a bemend és a kimeno adatok leirdsat.

Bemenet:
N : az emberek szama,
A : a magassagukat tartalmazé sorozat.

Kimenet:
MAX : a legmagasabb ember sorszama.

Tudjuk-e, hogy a bemend, illetve a kimené véaltozok milyen értéket vehetnek fel? Példaul az emberek
magassagat milyen mértékegységben kell megadni? Az eredményiil kapott sorszam milyen érték lehet:
1-t6l sorszamozunk, vagy 0-t61? Megallapithatjuk tehat, hogy a specifikdciéban a bemeneti és a kimeneti
valtozok értékhalmazat is meg kell adnunk.

Bemenet:
N : az emberek szama, természetes szam;
A : a magassdgukat tartalmazd sorozat, egész szdmok, amelyek a magassagot
centiméterben fejezik ki (a sorozatot 1-t$l N-ig indexeljiik).
Kimenet:
MAX : a legmagasabb ember sorszama, 1 és N kozotti természetes szam.

Most méar a bemend és a kimend valtozok értékhalmazat pontosan meghatiroztuk, csupan az a
probléma, hogy a feladatban hasznalt fogalmakat és az eredmények kiszamitasi szabalyat nem definidltuk.
A specifikacionak tehat tartalmaznia kell a feladatban hasznalt fogalmak definicidjat, valamint az eredmény
kiszamitasi szabalyat. Itt lehetne megadni a bemend adatokra vonatkozd Osszefiiggéseket is. A be-
mend, illetve a kimené adatokra kir6tt feltételeket nevezziik eléfeltételnek, illetve utéfeltételnek. Az
elofeltétel nagyon sokszor egy azonosan igaz allitds, azaz a bemend adatok értékhalmazat semmilyen
7kiilon” feltétellel nem szoritjuk meg.

Bemenet:
N : az emberek szama, természetes szam,
A : a magassagukat tartalmazé sorozat, egész szamok,
amelyek a magassdgot centiméterben tartalmazzdk (a sorozatot 1-tol N-ig indexeljiik).
Kimenet:
MAX : a legmagasabb ember sorszéma, 1 és N ko6zotti természetes szam.

Elofeltétel:
Ali]l-k pozitivak.

Utéfeltétel:
MAX olyan 1 és N kozbétti szam, amelyre A[MAX] nagyobb vagy egyenlo,
mint a sorozat barmely eleme (az 1. és az N. kozott).

[jjabb probléma meriilhet fel barmelyik feladattal kapcsolatban: az eddigiek alapjan a ”varttdl”
lényegesen kiilonbozé — nyugodtan allithatjuk: ”banalis” —, az el6- és utdfeltételnek megfelel6 megoldast
is tudunk késziteni.

Itt persze arrdl a hallgatdlagos (tehdt még meg nem fogalmazott, ki nem mondott) feltételezésrél van
sz0, hogy a bemeneti valtozok értéke nem valtozik meg. Ez sajnos nem feltétleniil igaz. A probléma
megolddsara kétféle utat kovethetiink (a késébbiekben mindkettst alkalmazni fogjuk):



e az utofeltételbe automatikusan beleértjiik, hogy ”és a bemeneti valtozok értéke nem valtozik meg”,
s kiilon kiemeljik, ha mégsem igy van;

e az el6- és az utofeltételt a program paramétereire fogalmazzuk meg, amelyeket formailag megkiilénboztetiink
a program valtozéitol, és emiatt nem a paraméterek fognak véltozni, hanem a programbeli valtozok
(ebben az esetben természetesen az els- és az utéfeltételben meg kell fogalmazni a paraméterek és
a megfelel6 programbeli valtozok értékének azonossdgat).

A maisodik megoldasbdl az kovetkezik, hogy meg kell kiillonboztetniink egymastdl a feladat és a pro-
gram el6—, illetve utéfeltételét! Ez hosszadalmasabbd — bar precizebbé — teszi a feladat megfogalmazdsat,
emiatt ritkabban fogjuk alkalmazni.

El6fordulhat, hogy a feladat megfogalmazasa alapjan nem lehet egyértelmiien meghatdrozni az eredményt,
ugyanis az utoéfeltételnek megfelel6 tobb megoldas is 1étezik. Ez a jelenség a feladat Gn. nemdetermin-
isztikussdga. Ehhez a nemdeterminisztikus feladathoz tehat determinisztikus programot kell irnunk,
aminek az utofeltétele mar nem engedheti meg a nem egyértelmiiséget, a nemdeterminisztikussagot. E
probléma miatt tehat mindenképpen meg kell kiillonboztetniink egymastdl a feladat és a program elé—,
illetve utéfeltételét!

Bemenet:
N : az emberek szama, természetes szam,
A : a magassagukat tartalmazé sorozat, egész szamok,
amelyek a magassdgot centiméterben tartalmazzdk (a sorozatot 1-tol N-ig indexeljiik).
Kimenet:
MAX : a legmagasabb ember sorszama, 1 és N kozotti természetes szam.

Elofeltétel:
A[i]l-k pozitivak.

Utéfeltétel:
MAX olyan 1 és N kozdtti szém, amelyre A[MAX] nagyobb vagy egyenlo,
mint a sorozat barmely eleme (az 1. és az N. kozott).

Program utéfeltétel:
MAX olyan 1 és N kozbétti szam, amelyre A[MAX] nagyobb vagy egyenlo,
mint a sorozat barmely eleme (az 1. és az N. kozdétt) és elotte
nincs vele egyenlo.

Megéllapithatjuk ebbdl, hogy a program utdfeltétele lehet szigoribb, mint a feladaté, emellett az
elofeltétele pedig lehet gyengébb.

Visszatekintve a specifikacié eddig ”bejart péalydjara” egy szemléletes modellje kérvonalazodik a fe-
ladatmegoldasnak. Nevezetesen: nyugodtan mondhatjuk azt, hogy a feladatot megold6é program egy
olyan automatat hatdroz meg, amelynek pillanatnyi dllapota a feladat paraméterei (a program valtozdi)
altal ”kifeszitett” halmaz egy eleme. (E halmaz annyi dimenzids, ahdny paramétervaltozdja van a pro-
gramnak; minden dimenzié egyik valtozd értékhalmaza. Tehat egy konkrét idépillanatban e ”gép”
allapota: a vdltozéinak abban a pillanatban érvényes értékeinek egyiittese.) Ezt a halmazt nevezziik
a program allapotterének. Amikor megfogalmazzuk az eléfeltételt, akkor tulajdonképpen kihasitjuk
ebbdl az allapottérbél azt a részt (azt az altért), amelybdl inditva elvirhatjuk az automatdnktdl (amit
a megold6 program vezérel), hogy a helyes eredményt eléallitja egy végallapotdban. A végdllapotot
jeloltiik ki az utofeltétellel.

Ezt a modellt elfogadva adédik még egy tovabbi megoldasra vard kérdés. Akkor ugyanis, amikor
a programot irjuk, lépten-nyomon a részeredmények tarolasara ijabb és tijabb véltozdékat vezetiink be.
Folvetodik a kérdés: hogyan egyeztethetd Gssze az imént elképzelt modellel? A véalasz egyszerii: minden
egyes djabb valtozd egy ujabb dimenzidt illeszt az eddig létrejott allapottérhez. Tehat a programozas
folyamata — leegyszerisitve a dolgot — nem all mésbdl, mint annak pontositasdbdl, hogy hogyan is nézzen
ki a megold6 automata allapottere (és persze: hogyan kell az egyik éllapotbdl a mésik allapotba jutnia).
A feladatban szerepl6 paraméterek meghatarozta ”embriondlis” allapotteret hivhatjuk paramétertérnek,
ami csak altere a program valédi allapotterének. Ez is azt sugallja, hogy a feladat el6feltétele gyengébb
(azaz az altala kijelolt dllapothalmaz) lehet, mint a program eléfeltétele.

Foglaljuk most Gssze, hogy melyek a specifikdcié részeil Ezek az eddigiek, valamint a programra
vonatkozo tovabbi megkotések lesznek.



1. A feladat specifikaldsa

a feladat szovege,

e a bemend és a kimené adatok elnevezése, értékhalmazanak leirasa,

a feladat szovegében haszndlt fogalmak definiciéi (a fogalmak folhasznéldsdval),
e a bemen6 adatokra felirt el6feltétel (a fogalmak folhaszndlasdval),

e a kimené adatokra felirt utéfeltétel.
2. A program specifikdlasa

e a bemend és a kimené adatok elnevezése, értékhalmazanak leirasa,
e (a feladat els-, illetve utéfeltételétdl esetleg kiilonb6z8) program el6- és utéfeltétel,

e a feladat megfogalmazasiban hasznélt fogalmak definicidi.
Ezek az absztrakt specifikdcié elemei. Az aldbbiak masodlagos, mondhatjuk: technikai specifikacié részei:

e a program kornyezetének leirdsa (szdmitégép, memdria- és perifériaigény, programozasi nyelv,
sziikséges fjlok stb.),

e a programmal szembeni egyéb kiovetelmények (mindség, hatékonysdg, hordozhatdsag stb.).

A technikai specifikacié nélkiili leirdst a program sziikebb specifikdcidjanak nevezik.
Progos specifikacio:

A= (N:N,A:NY)
Ef=(i€el.N:A;>0)
Uf = (Ef/\V’L €1.N:Ayax >=A; ANVjEL.MAX —1: A, <AMAX)

1.3 Tervezés

A tervezés soran algoritmusleir6 eszkozoket hasznalunk, amelynek célja a feladatok megoldasanak lefrasa
programozasi nyelvtol fliggetlen nyelven. A programozasi nyelvek ugyanis szigord szintaxisiak, a tervezés
szempontjabol lényegtelen sallangokat tartalmaznak. A programozasi nyelven torténd tervezés esetén
nehézzé valhat a program atirdsa mas nyelvre, mas gépre.

Tobbféle algoritmusleird eszkoz is 1étezik, mi tanulmanyaink sordn a struktogramot alkalmaztuk.

A struktogram a programgrafot élek nélkiil abrézolja. fgy egyetlen egy alapelem marad, a téglalap.
Ezzel az alapelemmel épithetjiik fel a szokédsos strukturélt alapszerkezeteket (és csak azokat).

Szekvencia Eligazis Ciklus
utasitds,; i feltétel n feltétel
utasitds, utasitds, | utasitds, utasitas

abra 1: A struktogram Osszetett alapszerkezetei.

Szekvencianal a téglalapok egymas alatti sorrendje donti el a végrehajtas sorrendjét. Az elagazasfeltétel
igaz értéke esetén az i betiivel jelolt bal oldali téglalap utasitasat kell végrehajtani, hamis értéke esetén
pedig az n betiivel jelolt jobb oldali téglalapét. Ha az eldgazas valamelyik aga tires, akkor a neki megfelelo
téglalap is iires marad. A ciklus eloltesztelGs, azaz a benne lev6 utasitast mindaddig végre kell hajtani,
amig a feltétel igaz.

Az utasitasok helyén lehet egyetlen elemi utasitds, lehet a harom algoritmikus szerkezet valamelyike,
és lehet egy eljarashivas. Ezt a leiréeszkozt még tobbféle elemmel szoktak béviteni: az eljarasdefinicidval,
a sokiranyt elagazassal, illetve a hatultesztel6s ciklussal.



Eljarasdefinicié Sclaranyi eligazas Hatultesztelas ciklns

név £ e[S utasitds

oy || || oo || T feltétel

utasitas

abra 2: A struktogram tovabbi Osszetett alapszerkezetei.

Sokirdnyu eldgazdsnél azt az dgat kell végrehajtani, amelynek igaz értékli a feltétele (koziiliik minden
esetben pontosan egy teljesiilhet).

A lokélis adatokat az eljarasok téglalapjai mellett, az eljarasnév utan sorolhatjuk fel.
Nézziik meg ezzel az eszkozzel leirva a kovetkezd példat!

Feladat: N tanul6 év végi atlagdnak ismeretében adjuk meg a jeles dtlagu tanuldk szamat!

Be: N, AT
DB:=0

I:=1

I<N
i AT(1)>4,5 n
DB:=DB+1 i

I:=I+1
Ki: DB

abra 3: A példafeladat megoldasa struktogrammal.

1.4 Megvalositas
A k.a. kédolés.

1.5 Tesztelés

A tesztelés célja, hogy minél tobb hibat megtaldljunk a programban. Ahhoz, hogy az Gsszes hibat
folfedezziik, kézenfekvének tiinik a programot kiprobalni az Osszes lehetséges bemen6 adattal. Ez azonban
sajnos nem lehetséges.

Példaként tekintsiik a kovetkezd - pszeudokdddal megadott - egyszerii programot:

Program:
Valtozé A,B:Egész
Be: A,B
Ki: A/B

Program vége.

Mivel 216 kiilénboz6 értékii egész szamot tudunk tarolni, ezért az Osszes lehetdség 232, aminek a
leirdsahoz mar 9 szamjegyre van sziikség. FEz rengeteg id6t venne igénybe, igy nem is jarhaté tt.

Ha ezt a programot olyan bemend adatokkal prébaljuk ki, amelyben A=0 vagy B=1, akkor a pro-
gram helyesen miikédik, a hibat nem tudjuk felfedezni. Ezutin azt gondolhatnank, hogy reménytelen



helyzetbe keriiltiink: hiszen minden lehetséges adattal nem tudjuk kiprébélni a programot; ha pedig
kevesebbel prébaljuk ki, akkor lehet, hogy nem vessziik észre a hibakat. A helyzet azért nem ennyire
rossz: célunk csak az lehet, hogy a tesztelést olyan mddszerrel hajtsuk végre, amellyel a probak szama
erosen lecsokkenthetd.

Tesztesetnek a be- és kimeneti adatok és feltételek egyiittes megadasat nevezziik. Akkor tudunk a
tesztelés eredményeirdl barmit is mondani, ha van elképzelésiink arrél, hogy adott bemen6 adatra milyen
eredményt varunk.

Fogalmazzuk meg a tesztelés alapelveit:

e A j6 teszteset az, ami nagy valdsziniiséggel egy még felfedetlen hibat mutat ki a programban.
Példdul két szdm legnagyobb kozos osztdjat szamold programot az [5,5] adatpar utdn a [6,6]-tal
teljesen felesleges kiprébdlni (ugyanis igencsak rafindlt, valdszinfitlen elirds esetén viselkedhet a
program [6,6]-ra masként, mint [5,5]-re).

o A teszteset nemcsak bemend adatokbdl, hanem a hozzajuk tartozé eredményekbdl is all. Egyébként
nem tudndnk a kapott eredmény helyes vagy hibds voltardl beszélni. A késébbi felhasznalas mi-
att célszeri a teszteseteket is leirni a fejleszt6i dokumentacidoban vagy egy onallé tesztelési je-
gyzokonyvben.

e A meg nem ismételheté tesztesetek keriilendok, feleslegesen megnovelik a program-tesztelés koltségeit,
idejét. Nem is beszélve arrdl a bossziusagrél, amikor a programunk egy hibas futdsat nem tudjuk
megismételni, és igy a hiba is felfedetlen marad.

o Teszteseteket mind az érvénytelen, mind az érvényes adatokra kell késziteni.

e Minden tesztesetbdl a lehetd legtobb informécidt ”ki kell banyaszni”, azaz minden teszteset eredményét
alaposan végig kell vizsgalni. Ezzel jelent&sen csokkentheto a sziikséges probak szama.

e Egy préba eredményeinek vizsgédlata soran egyarant fontos megdallapitani, hogy miért nem valdsit
meg a program valamilyen funkciét, amit elvarunk téle, illetve hogy miért végez olyan tevékenységeket
is, amelyeket nem feltételeztiink rola.

e A program tesztelését csak a program iréjatdl kiillonboz6 személy képes hatékonyan elvégezni. En-
nek oka, hogy a tesztelés nem ”joindulati” tevékenység, sajat munkajanak vizsgalatdhoz mindenki
ugy all hozza, hogy onkénteleniil jénak feltételezi.

A programtesztelés médszereit két csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a tesztelés soran végrehajtjuk-
e a programot, vagy nem. Ha csak a program kdédjét vizsgéaljuk, akkor statikus (err6l nem esik tobb szd),
ha a programot végre is hajtjuk a tesztelés soran, akkor dinamikus tesztelésrol beszéliink.

Dinamikus tesztelési modszerek

A dinamikus tesztelési mdodszerek alapelve az, hogy a programot miikddés kozben vizsgaljuk. Teszteseteket
kétféle modon tudunk valasztani. Egy lehet6ség az un. feketedoboz-mddszer, mas néven adatvezérelt
tesztelés. E mddszer alkalmazdsakor a tesztel6 nem veszi figyelembe a program belsé szerkezetét, pon-
tosabban nem azt tekinti els6dleges szempontnak, hanem a teszteseteket a feladat meghatarozas alapjan
vélasztja meg.

A cél természetesen a lehetd leghatékonyabb tesztelés elvégzése, azaz az Osszes hiba megtaldldsa a
programban. Ez ugyan elvileg lehetséges, kimerit6 bemenet tesztelést kell végrehajtani, a programot ki
kell probalni az Osszes lehetséges bemend adatra. Ezzel a mdédszerrel azonban, mint korabban lattuk,
mennyiségi akadalyba titkdzhetiink.

Egy mésik lehet6ség a fehérdoboz-mddszer (logika vezérelt tesztelés). Ebben a médszerben a tesztesetek
megvilasztdsanal lehet6ség van a program belsd szerkezetének figyelembevételére is.

A cél a program minél alaposabb tesztelése, erre j6 mddszer a kimerité 1t tesztelés. Ez azt jelenti,
hogy a programban az Osszes lehetséges utat végigjarjuk, azaz annyi tesztesetet hozunk létre, hogy ezt
elérhessiik vele. Az a probléma, hogy még viszonylag kis programok esetén is igen nagy lehet a tesztelési
utak szama. Gondoljunk a ciklusokra! S6t ezzel a mddszerrel a hidnyzd utakat nem lehet felderiteni.

Mivel sem a fehérdoboz-maddszerrel, sem a feketedoboz-mddszerrel nem lehetséges a kimerito tesztelés,
el kell fogadnunk, hogy nem tudjuk egyetlen program hibamentességét sem szavatolni. A tovabbi cél



ezek utdan az Osszes lehetséges teszteset halmazabdl a lehet6 leghatékonyabb teszteset-csoport kivalasztasa
lehet.
A tesztelés hatékonysagat kétféle jellemz6 hatdrozza meg: a tesztelés koltsége és a felfedett hibak
ardanya. A leghatékonyabb teszteset-csoport tehdt minimalis koltséggel maximalis szamu hibat fed fel.
A feketedoboz- és fehérdoboz-teszteken kiviil még érdemes megemliteni olyan specidlis teszteket,
amikor nem a helyesség beldtdsa a cél. Ilyen pl. a stresszteszt (nagy adatmennyiséget hogyan bir kezelni
a program, jol skdldzédik-e) vagy a hatékonysagi teszt (végrehajtdsi idé tesztelése).

2 Az adattipus fogalma

2.1 Alapfogalmak, jelolések

e A* az A-beli véges sorozatok halmazat, A az A-beli végtelen sorozatok halmazat jeloli. A kettd
unidja A** = A* U A pedig az A-beli véges vagy végtelen sorozatok halmazat jelenti.

e Legyen R C A x L egy logikai reldci6. Ekkor az R igazsdghalmaza [R] == R~ ({igaz})

e Legyen I egy véges halmaz és legyenek A;,i € I tetszolege véges vagy megszamolhatd, nem iires hal-

mazok. Ekkor az A = x A; halmazt allapottérnek, az A; halmazokat pedig tipusértékhalmazoknak
iel

nevezziik.

e Feladat: feladatnak neveziink egy F' C A x A relaciot.
A feladat fenti definicidja természetes mdédon addédik abbdl, hogy a feladatot egy leképezésnek
tekintjiik az allapottéren, és az dllapottér minden pontjara megmondjuk, hova kell bel6le eljutni,
ha egyaltalan el kell jutni bel6le valahova.

e Program:
Programnak nevezziik az S C A x A** reldcidt, ha

1. Dg = A (az éllapottér minden pontjdhoz rendel valamit, azaz a program minden pontban
csindl valamit)

2. YVa € Rg : a = red(«) (az dllapot megvaltozik, vagy ha mégsem, az az abnormdlis miik6dés
jele)
3. Vae A:Vae S(A):|a|#0és a1 =a

A fenti definicidval a "miikodés” fogalméat akarjuk absztrakt médon megfogalmazni.

2.2 Tipusspecifikacio

El6szor bevezetiink egy olyan fogalmat, amelyet arra hasznalhatunk, hogy pontosan leirjuk a kovetelményeinket
egy tipusértékhalmazzal és a rajta végezhetd miiveletekkel szemben.

A Ts = (H, Is,F) harmast tipusspecifikdciénak nevezziik, ha teljesiilnek rd a kovetkezd feltételek:

1. H az alaphalmaz,
2. Ig : H — L a specifikaciés invaridns,
3. T ={(T,z)|z € [Is]} a tipusértékhalmaz,

4. F={Fy, Fy, ..., F,,} a tipusmiiveletek specifikdciéja, ahol
Vi € [1?’1] (F; C A x A,L', A= Ai] X ..o X Alnl flgy7
hogy 35 € [L.n] : Ay, =T
Az alaphalmaz és az invaridans tulajdonsig segitségével azt fogalmazzuk meg, hogy mi az a halmaz,

T7, amelynek elemeivel foglalkozni akarunk, mig a feladatok halmazéval azt irjuk le, hogy ezekkel az

elemekkel milyen miiveletek végezhetok el.

Az allapottér definicidjaban szerepl6 tipusértékhalmazok mind ilyen tipusspecifikdcioban vannak
definidlva. Az allapottér egy komponensét egy program csak a tipusmiiveleteken keresztiil valtoztathatja
meg.



2.3 Tipus

Vizsgéljuk meg, hogy a tipusspecifikaciéban leirt kévetelményeket hogyan valdsitjuk meg.

A T = (p,I,S) harmast tipusnak nevezziik, ha

1. p C E* X T a reprezentdcios fliggvény (relacio),
T a tipusértékhalmaz,
E az elemi tipusértékhalmaz

2. I: E* — L tipusinvarians

3. S= {51, SQ, ...,Sm}, ahol
Vi € [1..m] : S; C B; x B* program, B; = B;, X ... X B, gy,
hOgy 3] € [1ml] : BzJ = E* és /Elj S [lml] : Bij =T

A tipus els6 két komponense az absztrakt tipusértékek reprezentdciéjat irja le, mig a programhalmaz
a tipusmiveletek implementaciéjat tartalmazza. Az elemi tipusértékhalmaz lehet egy tetszéleges masik
tipus tipusértékhalmaza vagy egy, valamilyen médon definialt legfeljebb megszamolhaté halmaz.

2.4 Invarians

Az invaridns lényege, hogy ezt a tulajdonsdgot soha nem sérthetjiik meg. Példdul halmaz tipus esetén
nem szabad, hogy megsériiljon az az invaridns tulajdonsig, hogy egy halmazban egy elem csak egyszer
fordulhat eld.

2.5 Reprezentacié

Azt, hogy egy tipust milyen tipusok segitségével, milyen médszerrel, stb., valésitottunk meg, reprezentaciénak
nevezzik. Példaul egy verem tipust meg lehet valdsitani tomb segitségével, de lancolt listaval is.

A reprezenticié a tipusspecifikdcié tipusértékhalmazanak leképezése a konkrét tipusban, amit a
reprezentacios fiiggvény ad meg.

2.6 Implementacio

Az implementéacié a tipusspecifikdcié tipusmiiveleteinek megvaldsitdsa a konkrét tipus programhalmaza
altal.

Az implementécié soran a tipus megvaldsitasakor a tipusértékhalmaz megaddsat kovetoen definialni
kell a tipusmiiveleteket. Ahogyan a modellben is, a gyakorlatban is az allapottér valtozasait a program
csak a tipusmiiveleteken keresztiil végezheti el.



2.7 Emészthetobb mdédon

Adat tipus

Milyen miiveleteket
értelmezzink
a tipus értékeire?

Milyen értékekkel
akarunk dolgozni?

yora[aAntu

reprezentacios fuggvény
p S1 - S
E Hogyan abrazoljuk Mel}f'ek a;ok a pfog!'amok, amelyek
a tipus értékeit? bar a tipus értékei helyett azok
abrazolasaival dolgoznak,
: mégis ugy tesznek, mintha egy
miiveletet valositanak meg?

reprezentacio
oropuaw|du

Tipus-implementacid

abra 4: Adattipus

v - o’
BigNumber tipusa
Tipus-specifikacio 5
f: BigNumber
Kiirds cout:=cout ®f (cout << f)
N Ertékadds f =k (k: Nay)
Szorzds  fi=f*k (k:Ng)
 reprezer -
Helyettesitstink egy természetes szamot egy sztringgel:
a decimalis szamjegyeinek forditott sorrendjevel:
Otszizhetvenegy: “175" Nulla: ~*

Sztring Olyan programok, amelyek BigNumber

Olyan szamjegyeket | tipusuvaltozok helyett {0..9] : tipusu
tartalmazo sorozatok, | valtozokkal dolgoznak, de ettél eltekintve a
amelyek végén fenti tipus-miiveleteket oldjak meg.
nincsenek nullak.

oropuaw ] dun

o)
=
(&)

o]

=
=
o
N
;‘_)
="
;‘_)

tipus invarians

Tipus-implementacio

abra 5: BigNumber példa

3 A visszavezetés modszere

A programozési feladatok megoldasahoz kiilonb6z6 programozasi mintakat, in. programozasi tételeket
hasznalunk fel, ezekre vezetjiik vissza a megoldast.

Lépései:
1. Megsejtjik a feladatot megold6 programozasi tételt.
2. Specifikdljuk a feladatot a programozasi tétel jeloléseivel.

3. Megadjuk a programozasi tétel és a feladat kozotti eltéréseket:



e intervallum hatarok: konkrét érték vagy kifejezés (pl. [1..3]), a tipusuk a Z helyett lehet
annak valamely része (pl. N)

e 3:[m..n] = L és/vagy f : [m..n] — H konkrét megfelelsi
e a H megfeleloje a sziikséges miivelettel

— (H,>) helyett pl. (Z,>) vagy (Z,<)

— (H,+) helyett pl. (Z,+) vagy (R, x)

e a valtozdk dtnevezése

4. A kiilonbségek figyelembe vételével a tétel algoritmusdbdl elkészitjitk a konkrét feladatot megoldé
algoritmust.

4 Felsorold, a felsorolo tipus specifikacidja

A gylijtemény (térold, kollekcid, iterdlt) egy olyan adat (objektum), amely valamilyen elemek téroldséra
alkalmas.

e Ilyenek az Osszetett szerkezetii, de kiilonosen az iterdlt szerkezetii tipusok értékei: halmaz, sorozat
(verem, sor, f4jl), fa, graf

e De vannak tUgynevezett virtudlis gytjtemények is: pl. egész szamok egy intervalluméanak elemei,
vagy egy természetes szam prim-osztdi

Egy gylijtemény feldolgozasdn a benne levé elemek feldolgozasat értjik.
e Keressiik a halmaz legnagyobb elemét!
e Hany negativ szam van egy szdmsorozatban?
e Vilogassuk ki egy fa leveleiben elhelyezett értékeket!
e Jarjuk be az [m .. n] intervallum minden masodik elemét visszafelé!
e Adjuk Gssze az n természetes szam prim-osztoit!
A feldolgozni kivént elemek felsoroldsat (bejardsét) az alabbi miiveletekkel szabvényositjuk:
e First() : R44ll a felsorolds elsé elemére, azaz elkezdi a felsorolast
e Next() : R44ll az elkezdett felsorolds soron kévetkezd elemére

e End() : Mutatja, ha a felsorolds végére értiink

Current() : Visszaadja a felsorolds aktudlis elemét

Egy felsoroldsnak kiilonb6z6 éllapotai vannak (induldsra kész, folyamatban van, befejez6dott), és a
miiveletek csak bizonyos allapotokban értelmezheték (méshol a hatdsuk nem definidlt). A feldolgozd
algoritmus garantalja, hogy a felsorolé miiveletek mindig megfelel allapotban keriiljenek végrehajtésra.

First()
—End()
Feldolgoz(Current())

Next()

abra 6: A felsorolds algoritmusa

A felsorolast sohasem a felsorolni kivant gylijtemény, hanem egy kiilon felsorolé objektum végzi.
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—t.End()
Feldolgoz( t.Current() )
E elemeibol képzett ) . t.Next()

véges sorozat € E* : )

- Hivatkozds a a miiveletek
Jelsorolando megvalositasai
P gyiijteményre
ol - Segéd adattagok

. . ect
Tipus-implementacio Feldolgoz(e)

dbra 7: A felsorolé objektum és tipusa

5 Felsorolora megfogalmazott programozasi tételek
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Programozasi tételek felsoroldkra

Osszegzés

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsoroldo t objektum ¢és egy fE—H fiiggvény. A H
halmazon értelmezziik az sszeadds asszociativ, baloldali nullelemes miiveletét. Hatarozzuk meg a
fliggvénynek a t elemeihez rendelt értékeinek Osszegét! (Ures felsorolas esetén az Osszeg értéke
definicio szerint a nullelem: 0).

Specifikacio: Algoritmus:
A= (t:enor(E), s:H) $:=0
Ef=(t=¢") t.First()
Uf=(s= 2 f(e) _tEnd()
eet’
s:=s+ f(t.Current())
t.Next()
Szamlalds

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorolo t objektum és egy S:E—L feltétel. A felsorold
objektum hany elemére teljesiil a feltétel?

Specifikacio: Algoritmus:
c:=0
A= (teenor(E), c:N) t.First()
N ,)Z t.End()
Uf = (C = 1) |
ect’ S(t.Current() )
i \ /
c:=c+l SKIP
t.Next()

Maximum kivalasztds

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsoroldo t objektum ¢és egy fE—H fiiggvény. A H
halmazon definialtunk egy teljes rendezési relaciot. Feltessziik, hogy t nem iires. Hol veszi fel az f
fliggvény a t elemein a maximalis értékét?

Specifikacio: Algoritmus:

t.First()

A = (teenor(E), max:H, elem:E )
Ef = (t=t’ A |t}>0) max, elem:=
Uf = ((max elem) = max f(€)) f(t.Current()), t.Current()

eet t.Next()
—t.End()
f(t.Current())>max /
max, elem:= SKIPI

f(t.Current()), t.Current()
t.Next()




Kivalasztas

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorolo t objektum és egy SE—L feltétel. Keressiik a t
bejarasa soran az elsé olyan elemi értéket, amely kielégiti a S:E—L feltételt, ha tudjuk, hogy biztosan
van ilyen.

Specifikacio: Algoritmus:
A = (tenor(E), elem:E) t.First()
Ef = (t=¢" A Jie[1.. |t]]: At))
Uf = ((elem,t)= select B(elem)) —pA(t.Current())
elemer' £ Next()
elem:=t.Current()

Linearis keresés

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorolo t objektum és egy S:E—IL feltétel. Keressiik a t
bejarasa soran az els6 olyan elemi értéket, amely kielégiti a S.E—L feltételt.

Specifikdcio: Algoritmus:
A = (t:enor(E), I:L, elem:E)
Ef = (t=¢) | := hamis; t.First()
Uf = ((Lelem,t)= hp(e
((Lelem, )= searchfy(e) ) 1 A —tEnd()
elem :=t.Current()
| := S(elem)
t.Next()

Feltételes maximumkeresés

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorold t objektum, egy SE—L feltétel és egy fFE—H
fliggvény. A H halmazon definidltunk egy teljes rendezési relaciot. Hatarozzuk meg t azon elemeihez
rendelt f szerinti értékek kozott a legnagyobbat, amelyek kielégitik a £ feltételt.

Specifikacio:
A = (teenor(E), I:L, max:H, elem:E )
Ef = (t=¢)
Uf = ((I, max, elem) = max f(e))
eet’
B(e)
Algoritmus:
I:= hamis; t.First()
—t.End()
\ﬁﬁ(t.Current()) A(t.Current()) A | \ P(t.Current()) A =l
SKIP \ f(t.Current())>max / I, max, elem ;=
max, elem:= skip | igaz, f(t.Current()), t.Current()
f(t.Current()), t.Current()
t.Next()




6 Nevezetes gyujtemények felsoroléi

6.1 Intervallum

Intervallum klasszikus felsoroloja
Tipus-specifikacio

egész szamok egy '
mntervallumaban az I=
egész szamok i End(Q)
nivekvo sorozata :

tipus-értékek

m,n:Z

 f:=i+1 | L=i>n
i:Z

k3]
o]
=
7]
B
= ]
j=
0

oropjuatuadun

Tipus-implementacio

i<n
Feldolgoz(i)
i:=i+1

abra 8: Intervallum felsoroldja

6.2 Tomb

Itt két kiilonboz6 tombtipus felsoroléjat mutatjuk be: az egydimenziés (vektor) és a kétdimenzids tombét
(métrix).

Vektor klasszikus felsoroloj

Tipus-specifikacio

Adott indexelési
E-beli értékekbol allo
vektor elemeinek
sorozata
elejétol a végeig

: El:= ]:]LEe:= e:E
FirstQ) | NextQ | End(Q) | CurrentQ

tipus-értékek
yora[2ANW

v:Ens e : s
i:=m | i=i+1 {Lk=i>n | e:=v]i]
i:Z . .

reprezentdcio
oeuawadw

Tipus-implementacio

I:=m
i<n
Feldolgoz(v][i])
ir=i+1

abra 9: Vektor felsoroldja
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Matrix sorfolytonos felsoroloja

Tipus-specifikacio

E-beli értékekbol : :

allé matrix ; 51

sorfolytonos . . '

sorrendben vett First() NextQ EndQ :

elemeinek sorozata J : :

'i j<m | :

a:Eve  then i i

=11 ji=j+1 |L=i>n: er=a[ij]
ese

PoLji=itl, 1 :

L |

tipus-¢rtékek
Fara]aAn

i,j:Z
ij:=11
i<n 1wentacio
Feldolgoz( a[i,j] )
j<m
ji=j+1 [iji=it1,1

QIEJU2W |([|.lﬂ

i=1.n

helyett: ji=1.m

Feldolgoz( a[i,j] )

abra 10: Matrix sorfolytonos felsoroldja

Megjegyzés: a felsorolas torténhet méasképpen is, példaul vektor esetén végezhetjiik a felsorolast
visszafelé, a tomb végétol kezdve, vagy matrixnél alkalmazhatunk pl. oszlopfolytonos bejarast.

6.3 Sorozat

Sorozat klasszikus felsoroloja
Tipus-specifikacio

E-beli i L=
értékek sorozata FirstQ) | NextQ) | EndQ

tipus-értékek
yara[aAn

'
L
T

=1 =il L=1>s

-
k7]
-3
-
=
)
)
U
o
L

oreuawadun

Tipus-implementéacio =1

i<|s|
Feldolgoz(s;)
ir=i+1

abra 11: Sorozat felsoroldja
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6.4 Halmaz

Halmaz felsorolgja
Tipus-specifikacio
halmaz E-beli L=
elemeinek sorozata | First() Next() End()

LL |

Nora[aAnu

’\wl
LS
PoF

&

7

3
W '

orejuwddun

gy ;
Tipus-implementacio

Feldolgoz( mem(h) )
h:=h-{mem(h)}

abra 12: Halmaz felsoroldja

6.5 Szekvencialis inputfajl

Szekvencialis inputfajl felsoroloja
Tipus-specifikacio

IL e:E

szekvencialis inputfajl i ‘
E-beli elemeinek

sorozata FirstQ) Next() End() Current()

'
H
T

tipus-értékek
yora[2Anw

5

S f:infile(E)

df:E
sf: Status

reprezent

0l .']ll':Y'LL[.'!I.l[.'!|"L[lI.[1

Tipus-implementacio T

sf=norm
Feldolgoz( df)
sf df f:read

abra 13: Szekvencialis inputfajl felsoroldja
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Zarovizsga tételsor
8. Programfejlesztési modellek

Dobreff Andras

Programfejlesztési modellek

Nagy rendszerek fejlesztési fazisai, kapcsolataik. Az objektumelvii modellezés nézetrendszerei. Statikus
modell (osztdlydiagram, objektumdiagram). Dinamikus modell (dllapotdiagram, szekvenciadiagram,
egylittmiikodési diagram, tevékenységdiagram). Haszndlati esetek diagramja.

1 Nagy rendszerek fejlesztési fazisai, kapcsolataik

1.1 Fejlesztési fazisok

1. A probléma megolddsanak el6zménye
Egy probléma megoldasa el6tt meg kell vizsgalni a megvaldsithatosagat, és annak mikéntjét.
Eredmény: Megvaldsithatosdgi tanulmdny, mely a kévetkezOkre valaszol:
e Eréforrdsok (hardver, szoftver, szakember)
Koltségek

e Hatarido

o Uzemeltetés

2. Kovetelmények leirdsa

Rendszerint iterativ médon allitjuk eld, és a prototipust haszndljuk a finomitdsra (dbra 1).

Probléma

Probléma ) Megoldasi
elemzése modellek
Megvaldsithato- I
sagl tanulmany

Felhaszn4lok, tervezok,
menedzserek

-
Prototipus Kovetelmények Modellek
készitése leirasa elemzése

! P

Prototipus
elemzése

Prototipus

-

abra 1: Kovetelményleiras elkészitésének folyamata

Kovetelmények leirdsanak tartalma:

e Probléma
e Korldtoz6 tényezék (hardver, szoftver, stb.)

e Elfogadhaté megoldas

Kovetelmények lefrasanak fajtai:



e Funkciondlis kévetelmények

A rendszer szolgaltatasainak, leképzéseinek leirdsa:

Vélasz megjel

Elinditas forméja

enési formaja

e Nem funkciondlis kévetelmények

A nem funkciondlis kévetelményeket rendszerint harom osztélyba soroljuk: a termék kdvetelményei,
menedzselési kovetelmények, kiilsé kovetelmények. Az osztalyokat tovabb lehet bontani (dbra

2).

Igénybevétel elofeltétele, korlatozasok

Bemeno adatok és valasz kozti relacid

Nem funkcionalis
kovetelmények

Bemend adatok (és azok megaddsdnak formdja)

Szolgaltatas kezdeményezésére a valasz, eredmények

(

Termék
kovetelményei

| |

Menedzselési
kovetelmények

Kitlsg |

1 kévetelmények ‘

1

1

kovetelmények

kovetelményel

|

Hatékonysagi Atadasi Jogtisztasagi |
kévetelmények kovetelmények kovetelmények
Szabvany A rendszer kiilsg

kapcsolatal

Hordozhatéség

Megbizhatosagi —j
kivetelményei —|

Ajanlasi
kovetelmények

i

.

Tulajdonjogi
kérdések

Felhasznalhatosagi
kévetelmények

Csoportmunka
kévetelményei

1
|
|
|

abra 2: Nem funkciondlis kovetelmények osztalyozasa

. Kovetelmények elemzése és prototipus

A kovetkezoket kell megvizsgdlni:

° OHmagéban jo-e a kovetelmények lefrasa?

A kovetelmények elemzésének egyik eszkoze a prototipus-készités. A prototipus magas szintii pro-
gramozasi kornyezetben létrehozott, a kiils6 viselkedés szempontjabdl helyes megoldésa a probléméanak.

— Konzisztens (nincs ellentmondés)
— Komplett (teljes)

Validacio6 vizsgélat

(Megfelel-e a felhasznélé altal elképzelt probléméanak?)

Megvaldsithatosagi vizsgalat

(A kovetelményeknek megfelelé megoldds megvaldsithaté-e?)

TesztelhetOségi vizsgalat

(A kovetelmények gy vannak-e megfogalmazva, hogy azok tesztelhet&k?)

Nyiltsag kritériumainak vizsgalata.

(A kovetelmények nem mondanak-e ellent a médosithatésdg, a tovabbfejleszthet&ség kovetelményének?)

. Programspecifikacio

A programspecifikacié a kovetkezd kérdésekre kell, hogy vélaszoljon a kovetelmények leirdsa alapjén:

e Mik a bemend adatok? (Forma, jelentés, megjelenés.)

e Mik az eredmények? (Forma, jelentés, megjelenés.)

e Mi a relacié a bemend adatok és az eredmény adatok kozott?



5. Tervezés

A tervezés soran a kovetkezé kérdésekre adjuk meg a valaszt:

(a) Statikus modell

e Rendszer szerkezete
e Programegységek, azok feladata és kapcsolata

(b) Dinamikus modell

e Hogyan oldja meg a rendszer a problémat?

e Milyen egységek miikddnek egyiitt?

e Milyen lizenetek jatszédnak le?

o Rendszer és egységek allapotai

o Események (melyek hatdsira dllapotvaltds torténik)

(¢) Funkciondlis modell

e Milyen adataramlasok révén valésulnak meg a szolgédltatdsok?

e Milyen leképezések jatszanak szerepet az adatdramlasokban?

e Mik az ajdnlasok az implementacié szamara?
— Implementaciés stratégiara vonatkozé ajanlés.
— Programozasi nyelvre vonatkozé el6iras, ajanlas.
— Tesztelési stratégiara vonatkozd ajanlas.

A gyakorlatban két tervezési médszer terjedt el: procedurdlis és a objektumelvi

(procedurdlis: megvalésitand6 funkciékbol, miiveletekbdl indulunk ki, és ezek alapjian bontjuk fel
a rendszert kisebb Gsszetevokre, modulokra
objektumelvii: a rendszer funkciéi helyett az adatokat allitjuk a tervezés kozéppontjaba. A rendszer
altal hasznélt adatok felelnek meg majd bizonyos értelemben az objektumoknak.)

6. Implementacié

Fontos szempontok:

e Reprezentdcié (Adatok dbrazoldsa)
e Események leképezések megvaldsitasa

Algoritmusok és optimalizaldsok

Az implementécié egyik alapvetd kérdése az implementécios stilus. A jé programozasi stilus néhdny
fontos eleme:

e absztrakcié kiilonb6z6 szintjeinek alkalmazdasa

e 0roklodési technika hasznélata, absztrakcids szintek hierarchikus rendszere

absztrakcids szintekre bontds osztalyon belill (deklaracié + megvaldsitds)

korlatolt lathatosag;
e informdcié elrejtés (information hiding);
e informécié beburkolds (encapsulation).
7. Verifikacid, validacié
A rendszer eleget tesz-e a vele szemben tamasztott elvardsoknak?
Verifikacio: a specifikdcidszerinti helyesség igazolasa
Validdcié: Mindségi eldirdsok teljesitése (robosztussdg hatékonység, erdforrdsigény)
Ennek folyamata: tesztelés, melynek szakaszai:
o Egységteszt

e Rendszerteszt

A tesztelésnek két mddja lehet:



o fekete doboz - Csak a maguknak a hibaknak a felderitése
e fehér doboz - Hibak helyének felderitése

8. Rendszerkovetés és karbantartds (maintenance)

Karbantartés: Uzemebe helyezés utén sziikségessé valé szoftver jellegii munkak [pl.: rejtett hibak
kijavitasa, adaptdciés munkék (j harver-, szoftverkdrnyezet), tovabbfejlesztési munkak]

Rendszerkovetés: a felhasznédlokkal valo kapcsolattartds menedzsment jellegli, dokumentécids fela-
datai [pl.: konfiguraciék nyilvantartdsa, verziék menedzselése, dokumentdcié menedzselése]
9. Dokumentécié
Egy nagy méretii program onmagaban nem tekinthet6 szoftverterméknek dokumentacié nélkiil.
Egy jé dokumentécié a kovetkezoképp épiil fel.
e Felhaszndldi leiras

— Feladatleiras

Futtatd kornyezet
— Fejlesztések, verziok
Installdlas

Hasznélat
— Készitsk
e Fejlesztoi leiras
— Modulok (és azok szerkezete)
— Osztalyok (és azok kapcsolata)
— Rendszer dinamikus viselkedése
— Osztdlyok implementéldsa (adatszerkezetek, sablon osztélyok)
— Tesztelés

1.2 Fejlesztési fazisok kapcsolatai

A fejlesztési fazisok leirasara tobbféle modellt hasznalhatunk

1. Vizesés modell

Az egyes fazisok egymdst kovetik, a médositdsok a futtatési eredmények ismeretében torténnek.
Egy bizonyos fazisban elvégzett modositas az Gsszes rakovetkezo fazist is érinti.



~—> Probléma

Kévetelmények

leirdsa

Szoftverrendszer

vazlatos terve Tv

Szoftverrendszer

|
|
|
|
|
|
\
|
|
\
|
|
|
|
|
|
I
I
I
I
| finom terve
|
I
|
|
\
\
|
|
\
\
i
|
|
|
[
|
|
|
|
i
|
|
[

Implementacié +

egységek tesztjei —l

Integracio +

rendszer tesztje —l

Futtatas +
karbantartas

L_________ yvaliddci6
abra 3: Vizesés modell

Haranyai:
e Uj szolgaltatds minden fazison médositdst igényel
e Validécié az egész életciklus megismétlését kovetelheti meg

. Evolicidés modell

A megoldast kozelitd verzidinak, prototipusainak sorozatat dllitjuk egymas utén eld, és igy haladunk
lépésenként egészen a végleges megoldasig. Ennek soran egy verzid elkészitésekor a specifikacié, a
fejlesztés és a validacié parhuzamosan torténik.

Probléma

]
Kdvetelmények
’ Specifikécio ’ Fejlesztés ‘ l Validacio ‘

Javitott

i
o Végleges |
verziok &8

verzio

Kezdeti
verzio

abra 4: Evoluciés modell

Haranyai:
e Nehéz a projekt attekintése

e A gyors fejlesztés rendszerint a dokumentdltsag rovasdra megy.



3. Boehm-féle spiralis modell
Ez a modell egy iteraciés modell. Az iterdcié a spirdlis egy fazisaval modellezhetd, amely négy
szakaszra bonthaté:

a) Célok, utak, alternativik, korldtozasok definidlasa

(a)
(b)
(c)

)

(d) Kovetkezd iterdcié megtervezése

Kockazatelemzés, stratégia kidolgozas

Feladat megoldasa, validécié

Célok, alternativék, Alternativik kiértékelése, |
korlatozasok kockazatok kezelése I

/

A kovetkezg fazis A fazis termékének
megtervezése megvaldsitasa, validacio

abra 5: Evoluciés modell

Haranyai:
e A modell alkalmazasa altalaban munkaigényes, bonyolult feladat.

e A projekt kidolgozdsahoz sziikséges szakembereket nem konnytli gazdasagosan foglalkoztatni.

2 Az objektumelvii modellezés nézetrendszerei

Objektumelvii programozas = adatabsztrakcié + absztrakt adattipus 4 tipuséroklodés

o Absztrakeid

Programozéas adott szintjén a megoldéds szempontjabdl 1ényegtelen részletek elhanyagoldsa.

e Adattipus

Az adattipus egy (A, F') rendezett par, ahol A az adatok halmaza F' pedig a miiveletek véges hal-
maza. (Vf € F: f: A" — A) Létezik egyszerii és Gsszetett adattipus.

Tipusosztaly: A tipus komplex leirdsa, mely az adott adattipus absztrakt (PAR + EXP) és
konkrét (IMP + BODY) leirdsat szolgalja. Tehét:

Tipusosztily = (PAR, EXP, IMP, BODY), ahol:

PAR = <paraméterek tulajdonsigai >

EXP = <tipusobjektumok halmaza és miiveltei neve, szintaktikdja, szemantikdja >
IMP = <mas osztalybdl atvett szolgaltatasok >

BODY = <tipusosztaly dbrizolasa, megvaldsitdsa >

e Tipusoroklédés

A tipusoroklodés két £6 formaja: specializdcio és ijrafelhaszndlds



1. A subclass atveszi az absztakt tulajdonsagokat és azt az export részben hasznélja fel
2. Tipushalmaz, paraméterhalmazok, miiveletek nevei atdefinialédhatnak.

3. subclass tipushalmaza = superclass tipushalmaza
A specializdcié kévetkezményei:

— polimorfizmus
Minden véltozénak két tipusa van: statikus (deklardcié sordn kapott) és dinamikus (deklarécid
pillanatdaban megegyezik a statikussal, de kés6bb megvéltozhat, ha egy superclass példanynak
adunk értékiil egy subclass példdnyt)

— dinamikus kotés

A dinamikus tipusnak megfeleld kiszamitési szabaly hozzarendelése a fiiggvényhez attribitumhoz,
a végrehajtas pillanatdban

Nézetrendszerek
— hasznalati szempont
Kinek nytjt a rendszer szolgaltatdst? (Személyek vagy mds rendszerek, programok)

— Szerkezetei strukturdlis, statikus szempont
Milyen egységek vannak, ezeknek mi a feladata, és hogyan kapcsolédnak egymaéshoz?

— Dinamikus szempont
Az egyes részegységek hogyan viselkednek, milyen allapotokat vesznek fel, azokat milyen
események hatdsara valtjak? Milyen az egységek kozott egyiittmiikodés mechanizmusa? Idében
hogyan jatszddnak le kozottiik az tizentek?

— Implementéaciés szempont

Milyen szoftverkomponensek, és azok kozott milyen kapcsolatok vannak?

— Kornyezeti szempont
A rendszer milyen hardver és szoftver eréforrst igényel a megoldés sordn?

3 Statikus modell (osztilydiagram, objektumdiagram)

3.1 Osztaldiagram

A megoldéas szerkezetét leird Gsszefiiggd graf, melynek csomépontjaihoz az osztdlyokat, éleihez pedig az
osztalyok kozotti relacidkat (6roklédés, asszocidcid, aggregécid, kompozicid) rendeljiik.
A rendszerhez csak egy osztalydiagram tartozik.

Osztalyok

Egy osztaly a kovetkezOképp néz ki:

Article

- name: String
- contents: String
- PAGENAME SUFFIX: String

+ getName (): String

+ setName (newMame : String): void

+ getContents (): String

+ setContents (newContent @ String): void

abra 6: Osztaly

Az osztalyt leir6 téglalap 3 részre van osztva.



o Az els6 részbe az osztaly neve kertil.
Ha az osztaly absztrakt, a nevét dolt betiivel irjuk.

e A masodik részbe az osztaly attribuitumai keriilnek.
Az attributum formatuma: Attribdtumnév : Tipus A statikussdgot aldhizassal jeloljik. Az
attribitumok lathatdsdgat is fel lehet tintetni: publikus (+), privdt (-), védett (#)

e A harmadik részbe az osztdly metodusai keriilnek.

A metédusok formatuma: Metddusnév(Paraméterlista): Visszatérési érték, ahol a paraméterlista
Paraméternév: Tipus fomratumi paraméterekbol 4ll. Absztraktsagot, statikussagot, és lathatésagot
az elozoekben lefrtakkal azonosan jeloljiik.

Osztalyok ko6zotti kapcesolatok:

e 6roklédés
Két osztaly kozotti absztrakcids kapcsolatot jelol

Vechicle

- horn: Horn

+ go (): void
+ stop (): void
+ honk (): void

i

Car

- wheels: List<Wheel>

abra 7: Oroklédés

e asszociacio

Ez a legaltalanosabb relacié két osztaly kozott. Az asszocidcid két osztaly kozotti absztrakt
reldcid, amely kétiranyu tarsitast fejez ki. A reldcié absztrakt volta azt jelenti, hogy a reldci
konkretizaldsa osztalyok objektumainak Gsszekapcsoldsdban valosul meg.

Az asszocidciénak lehet:

— Neve, azonositdja

— Irdnya

— Multiplicitasa
Akér egy érték, akar intervallum. A * szimbdlum kitiintett szerepet kap, jelentése:
barmennyi, akar nulla is. (Pl: 3, 1.4, 5..%, *)

— Szerepe

— Navigalhatdséga
A tarsitott osztdlyok koziil csak az egyik ismeri a mdsikat. (Ha nem tilintetjik fel,
kolesonds elérhetéséget feltételeziink)

Zookeeper Animal
1 feed 3

-animals

4bra 8: Asszocidcié

e aggregicio
Az aggregaci egy specialis asszocidcié, mely egész-rész kapcsolatot fejez ki. Azonban ha két
osztaly kozott aggregacids relacié all fenn, a két osztdly objektumai egymdastdl fiiggetlentil
is létezhetnek (Ezt un. laza tartalmazdsi reldciénak nevezik) A reldciét jellemzi ezen kiviil



a tranzitivitas, és a kozos attribitumok illetve szolgdltatasok. Kiilonb6zo aggregatumoknak
lehetnek kozos komponenseik.

Lamp
Bulb
- color: Color
- switcher: Switcher ——>——————- color: Color
+ light {}): void + light (): void

abra 9: Aggregacio

e kompozicié
A kompozicié egy specidlis aggregacio, mely fizikai tartalmazast jelol. Nem jellemzi tobbé
az objektumok fiiggetlen 1étezése, a két objektum egyszerre jon létre és szlinik meg. Tehat a
tartalmazo6 objektumnak gondoskodnia kell a tartalmazott 1étrehozésardl és megsziintetésérol.
Egy komponens legfeljebb egy tartalmazé objektumhoz tartozhat. A kompoziciés kapcsolat
és az attribitum jellegli kapcsolat két objektum kozott szemantikailag azonos.

Dog

+ bark (}: void

! 4

Head Foot

abra 10: Kompozicié

3.2 Objektumdiagram

Az objektumdiagram egyszeresen Osszefliggd graf, amelynek csomdpontjaihoz az objektumokat, éleihez
pedig az objektumok kozotti 6sszekapcsolasokat rendeljiik.

A rendszerhez kiilonbozd idépillanatokban mds-més objektumdiagram tartozhat. (Viszont minde-
gyiknek meg kell felelnie az osztalydiagramnak)

Objektumok
Az objektumokat az osztalyokhoz hasonldéan egy téglalap irja le. Egy ilyen téglalapnak két része
van. Az els részben az objektum neve (opciondlis) és tipusa taldlhaté a kovetkezd formétumban:
Objektumnév : Tipus, melyet aldhuzassal tarkitunk. A mésodik részbe az objektum attributumai
és azok értékei keriilhetnek, a kovetkezd formatumban: Attribdtumnév=_eérték.

Ferenc : Person

age = 666
eyeColor = "red"

abra 11: Objektum

Objektumok ko6zo6tti kapcsolatok )
Az objektumokat 0sszeko6td reldcidk az osztélydiagramon 1évEkkel megegyezéek (Oroklédésnek ezen
a szinten nincs értelme):

e asszociacio



Ferenc : Person drives : Car

abra 12: Asszociicié

e aggregacid

EnglishSpeaker : Set rman ker : Set

abra 13: Aggregacié

e kompozicio

= | |

abra 14: Aggregaci6

4 Dinamikus modell (allapotdiagram, szekvenciadiagram,
egylittmiikodési diagram, tevékenységdiagram)

4.1 Allapotdiagram

Az éllapotdiagram egy Osszefliggd irdnyitott graf, amelynek csomoépontjaihoz az allapotokat rendeljiik,
éleihez pedig az eseményeket. (Két csiics kozott tobb allapotatmenetet is jelolhetiink, hiszen t6bb
esemény hatdsdra is létrejohet)

Allapot
Az objektum éllapotat az attribitumok konkrét értékeinek n-esével jellemezziik.

Az llapotnak van azonositéja, mely legtobbszor az allapot neve (de lehet maga az invaridns, vagy
az attribitumok konkrét értéke). Az dllapotot esemény hozza létre és sziinteti meg. Az éllapot
mindaddig fennmarad, mig az attribitumok kielégitik az dllapotot leiré invaridnst. Az allapotot
egy lekerekitett téglalappal jeloljiik, melyben az azonositét tiintetjiik fel.

Speciélis (rendszeren kiviili) dllapotok: Kezddéllapot, Végdllapot

Esemény

Eseménynek nevezziik azt a tevékenységet, torténést, amely valamely objektum allapotat megvéltoztatja.

Az esemény lehet paraméteres vagy paraméter nélkiili, és lehet elofeltétele. Az események kozott
sorrendiség &ll fent, igy egy esemény lehet megel6z6 eseménye. Egy eseményt a kovetkezoképp
irhatunk le:

<esemény >(<paraméterek>)[<feltétel>]/<megel6z6 esemény>

Az eseményeket az dllapotok kozotti dllapotatmenetekre irjuk.

10



]

Take off Land

InitialState FinalState

Waiting

abra 15: Repiilégép allapotgépe

4.2 Szekvenciadiagram
A szekvencia diagram az objektumok k6zotti tizenetvaltasok idébeli menetét szemlélteti.

Osztalyszerep
Az osztaly szerepét olyan egy vagy tobb objektum testesiti meg, melyek az tizenetkiildés szem-
pontjéabdl konform mdodon viselkednek.

Osztéalyszerep életvonal
Az életvonal az osztalyszerep idében vald 1étezését jelenti.

Dumbo : Animal

X

abra 16: Eletvonal

Aktivacios életvonal
Az aktivacios életvonal azt az allapotot jelenti, amikor az osztdlyszerep megtestesitoi miiveleteket
hajtanak végre, vagy mas objektumok vezérlése alatt allnak.

11



Dumbo : Animal

4bra 17: Aktivacids életvonal

Uzenet
Az tizenet az objektumok kozotti informéciéatadas forméaja. Az lizenet kiildésének az a célja, hogy
az objektum miik6désbe hozza a masik objektumot. Az lizenet azok kozott az objektumok kozott
jOhet létre, amelyek az objektumdiagramban kapcsolatban allnak. Az lizenetnek van azonositdja
(neve, szovege), lehet paramétere, sorszdma.

4.3 Egyiittmiikodési diagram

Az egyiittmiikodési diagram azt hivatott bemutatni, hogy miként miikédnek egyiitt az osztalyok ob-
jektumai, milyen lizenetek cseréje révén valdsul meg ez az egylittmiikodés. (Csak azok az objektumok
relevansak, amelyek osztdlyait az osztdlydiagramban asszociciés kapcsolat kot Gssze. A diagram mu-
tatja ezt az Osszekapcsoldst és az ehhez tartozd lizenetvaltasokat, ezért az egyittmiikodési diagram az
objektumdiagram bizonyos értelemben vett kiterjesztésének tekinthetd.)

Az tizenet kiildését egy nyil mutatja, amely az asszocidcié mellett kap helyet és a cimzett irdnydba mu-
tat. Az lizenet azonositdja a nyil mentén helyezkedik el. Az {izenetnek lehet argumentuma és eredménye.
Ezeket egy kis korbol indulé nyil mellett helyezziik el, ahol a nyil az informécié dramldsanak iranyat mu-
tatja.

4.4 Tevékenységdiagram

A tevékenységdiagram (aktivéciés diagram) a probléma megolddsanak 1épéseit szemlélteti, a padrhuzamosan
zajlo vezérlési folyamatokkal egytitt.

Ha egy tevékenységet egy masik tevékenység kovet kozvetlentil, akkor a két tevékenységet nyillal
kotjlik Ossze. Ha adatot (objektumot) ad at egy tevékenység egy madsik tevékenységnek, akkor a kiildé
tevékenységbol szaggatott nyil vezet az objektumot reprezentalé téglalaphoz, és a téglalaptdl szaggatott
nyil mutat a fogadd tevékenységre. A téglalapban szogletes zardjelek kozott megadhatjuk az objektum

allapotat, statuszat is.
7 _ Test
s
Correct test

abra 18: Objektum atadés

T
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Lehet&ség van arra, hogy bizonyos feltételek teljesiilése esetén eltéré tevékenységeket hajtsunk végre,
illetve tevékenységek végrehajtasat feltételekhez kossiik. Ekkor egy rombuszt kell elhelyezniink a dia-
gramban, amelybol kivezeto nyilakra irjuk a feltételeket.

[else] ' [note = 1]
Go on Retry test
holiday

abra 19: Feltétel abrazolasa

5 Hasznalati esetek diagramja

A haszndlati esetek diagramja a felhasznalok szempontjabdl kivanja szemléltetni azt, hogy a rendszer
miként miikodik, fiiggetlentil attdl, hogy a szolgaltatasait hogyan valdsitja meg.
A diagram részei:

e haszndlati esetek
o felhasznalok
o felhasznalési relacidk

A hasznélati esetek a rendszer funkcidinak Gsszefoglalasai, szolgaltatasi egységek. Ez az egység az
akcidknak egy olyan sorozata, amelyekkel a rendszer a felhasznaldk egy csoportjaval miikodik egyiitt.

A hasznélati esetet egy ovélis alakzattal jeloljiikk. A hasznélati eseteket téglalapba foglaljuk, ez jelzi
a rendszer hatéarait.

A felhaszndlék az adott rendszeren kiviili egységek, mas programrendszerek, alrendszerek, osztdlyok,
illetve személyek lehetnek. Ezek aktor szerepet toltenek be. A diagramon egy palcikaember figurdval
jeloljiik.

A felhasznalési reldcidk kapesoljak 6ssze a hasznalati eseteket a felhasznalokkal. A reldcidk egymaéssal
is kapcsolatban allhatnak, amit a diagramban fel lehet tiintetni. A lehetséges relacidk a kovetkezdk:

® asszociacio
Egy felhaszndlé és egy haszndlati eset kozotti kapesolatot jelez. (Egyszer(i vonal)

e altalanositas
Az egyik haszndlati eset a masik dltaldnosabb forméja. (Egyszer(i vonal, végén fehér haromszoggel)

e Kkiterjesztés
Az egyik hasznalati eset a masikat terjeszti ki. Ennek soran viselkedéseket illeszt be megadott
beszurdsi pontokndl. (Szaggatott nyil <extend> felirattal)

o tartalmazds
Az egyik haszndlati eset tartalmazza a mésik viselkedését (Szaggatott nyil <include> felirattal)

13



Ticket office

buy

customer

«includes

F
£
Pl

i
I
|
I
|
|
I
I
I
i
|
| “ e

L2 sinclude»
;

bank

abra 20: Hasznélati esetek diagramja

14



96

CHAPTER 8. 8



Chapter 9

9

97



Zarovizsga tételsor
9. Programok forditésa és végrehajtésa

Programok forditasa és végrehajtasa
Fordités és interpretalas 6sszehasonlitdsa. Forditasi egység és a szerkesztés fogalma. Forditéprogramok
komponenseinek feladata és miikodési elveik vazlatos ismertetése. Kddgeneralas assemblyben alapvet6
imperativ vezérlési szerkezetekhez. A szekvencidlis és parhuzamos/elosztott végrehajtds dsszehasonlitdsa

1 Bevezetés

Amikor programot irunk, azt valamilyen programozési nyelven tessziik. Ezutan a nyelvtol fliggben vagy
leforditjuk, vagy interpreterrel futtatjuk.

2 Forditas és Interpretalas

2.1 Forditas

A fordités sordn altalaban egy magas szintli programozési nyelvbol gépi kéd keletkezik, amelyet a process-
zor mar képes értelmezni és futtatni. Elonye, hogy gyors, mivel a lexikalis, szintaktikus és szemantikus
elemzés forditasi idOben, egyszer fut le, valamint ekkor optimalizaljuk a kédot. Forditasi idoben sok
hibat ki lehet sziirni, ezdltal megkonnyitve a debugoldst. A gépi kéd nehezen visszafejthetd. Altaldban
nagyobb programokhoz hasznéljuk, ahol fontos a hatékonysag. A leforditott kédon kés6bb mar nem
(vagy csak nagyon nehezen) tudunk véltoztatni.

Hétranya, hogy a keletkezett kéd nem platformfiiggetlen, minden architekturara kiilon-kiilon le kell
forditani.

Példak: C, C++, Ada, Haskell

Bemenet
(input)

|

Forrasprogram Forditéprogram Targyprogram
(source) (compiler) (object)

|

Kimenet
(output)

abra 1: a forditds folyamata

2.2 Interpretalas

Az interpretalas soran a programkoddot az értelmezé futds kozben hajtja végre. Platformfiiggetlen, csak
az interpretert kell minden rendszerre egyszer megirni. Nehéz benne a hibakeresés, mivel sok olyan hiba
maradhat a kédban, amit egy fordit6 kisz{irt volna (pl. tipus egyezdség).

Példak: PHP, JavaScript, ShellScript



Bemenet
(input)

l

Forrasprogram Ertelmezs
(source) (interpreter)

l

Kimenet
(output)

abra 2: az interpretalds folyamata

2.3 Forditas és Interpretalas egyiitt

Egyes nyelvek (pl. Java) el6forditdst haszndlnak, melynek eredménye a bdjtkdd, amely gépi kéd egy
virtudlis gép szamara. Ezzel elérhet6 a forditdsi idejii hibaellenérzés és optimalizalds, de megmarad a
platformfiiggetlenség.

Forrasprogram |—>| Forditéprogram |—>| Bajtkéd }—»‘ Virtualis gép ‘
!

abra 3: az interpretalds folyamata

3 Forditasi egység és a szerkesztés

A targykdd létrehozédsa két fazisban torténik. Elészor a forrdsfajlokat leforditjuk, ebbdl keletkezik az
un. objektumkdéd (pl.: .obj, .class). Ebben a gépi utasitdsok mdr megvannak, de hidnyzik beldle a
hivatkozdsok (pl valtozdk, fiiggvények), melyek mas fajlokban vannak megvalésitva. Forditdsi egységnek
nevezzik azt, amibdl egy objektumkdd keletkezik.

A linker (szerkeszt8) feladata, hogy a hidnyzd referencidkat kitoltse, hogy egyetlen f4jlt generdlva
futtathat6 kédot kapjunk.

A linkelés lehet statikus, amikor a fordité tolti fel a hidnyzé referencidkat; vagy dinamikus, mikor
forditdsi idében, jellemzden egy mésik fajlbol (pl.: .dll) t6lti be a hidnyzé kédot. Az utébbi akkor
praktikus, ha egy modult t6bb, kiilonédllé program hasznal.

4 A forditéprogram komponensei

| Forrasprogram }_.| Forras-kezelé (source handler) |

| Lexikalis elemz& (scanner) ‘

|Szintaktikus elemzé (parser) ‘

| Szemantikus elemzé (semantic analizer) |

Belsé reprezentacio

‘ Kédgenerator (code generator) |

| Optimalizalé (optimizer) |

1
| Kéd-kezel§ (code handler) }—vl Targyprogram

dbra 4: a forditas 1épései



4.1 Lexikalis elemzo

Bemenete maga a forrdskéd. A lexikalis elemzd feladata, hogy tokenekre bontsa a forrdskédot. Adott
egy reguldris (hdrmas tipusi) nyelvtan, mely a nyelvre jellemz6. Ez adja meg, hogy milyen tipusi
tokenek szerepelhetnek a forrdsban. A tokenekhez tulajdonsdgokat rendelhet (pl. valtozé neve, literdl
értéke). Kimenete ez a tokensorozat. Amennyiben az elemzé olyan karaktersorozatot taldl, amelynek
nem feleltetheté meg token, akkor az lexikélis hibat valt ki.

megjeqyzés: Lexikdlis hibdndl nem feltétlen szakad meg a forditds folyamata, megprébdlhatjuk dtugrani
az adott részt és folytatni az elemzést, igy ha tobb hiba is van, akkor azokat egyszerre jelezhetjik.

A regularis kifejezéseket véges determinisztikus automatdkkal ismerjiik fel. Amennyiben egy lexikalis
elemre az egyik automata elfogadd allapotba keriil, igy felismertiink egy tokent. Egy karaktersorozatot
egyszerre tObb automata is felismerhet. Amennyiben ezek azonosan hosszuak, akkor a nyelv konfliktusos.
Ennek nem szabad el6fordulnia. Az viszont lehetséges, hogy egy szdt, és az 6 prefixét is felismerte egy
automata. Ekkor mindig a hosszabbat valasztjuk.

4.2 Szintaktikus elemz6

Bemenete a lexikalis elemz6 kimenete. Feladata, hogy szintazisfdt épitsen a tokenekbdl, a nyelvez tartozo
egy kornyezetfiiggetlen (kettes tipusi) grammatika alapjan, vagy ha ez lehetetlen, akkor jelezze ezt
szintaktikus hibaként.

4.2.1 LRO elemzés

A lexikalis elemzd altal el6éllitott szimbélumsorozatot balrdl jobbra olvassuk, a szimbdélumokat az elemzd
vermébe tessziik.

Léptetés: egy 1j szimbolumot tesziink a bemenetrdl a verem tetejére.

Redukdlds: a verem tetején 1évé szabaly-jobboldalt helyettesitjiik a szabaly bal oldalan allé nemter-
mind&lissal

A héattérben egy véges determinisztikus automata miikodik: az automata dtmeneteit a verem tetejére
keriil szimboélumok hatérozzak meg ha az automata végéllapotba jut, redukalni kell egyéb allapotban
pedig léptetni.

Az automata bizonyos nyelvek esetén konfliktusos lehet: nem tudjuk eldonteni, hogy léptessiink vagy
redukaljunk.

4.2.2 LR1 elemzés

Az el6z6 problémara kinal megoldast, kibdvitve a lehetséges nyelvek halmazét.

Az otlet, hogy olvassunk elére egy szimbdlumot.

Ha az aktualis allapot i, és az eléreolvasas eredménye az a szimbdélum:

ha [A — a.af,b] € I; és read(l;,a) = I; akkor léptetni kell, és atlépni a j allapotba.

ha [A — a.,a] € I;,(A # S’), akkor redukélni kell az A — « szabdly szerint.

ha [S" — S.,#] € I; és a = #, akkor el kell fogadni a szoveget, minden més esetben hibét kell jelezni.

Ha az ¢ allapotban A keriil a verem tetejére: haread(l;, A) = I; , akkor at kell 1épni a j allapotba,
egyébként hibat kell jelezni.

4.2.3 Jelmagyardzat/Kanonikus halmazok

Closure/lezaras Ha I a grammatika egy LR(1) elemhalmaza, akkor closure(I) a legsziikebb olyan
halmaz, amely az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

I C closure(I) ha [A — «.Bv,a] € closure(I),

és B — 8 a grammatika egy szabdlya, akkor Vb € FIRST1(va) esetén [B — .3,b] € closure(I)

Read/olvasids Ha I a grammatika egy LR(1) elemhalmaza, X pedig termindlis vagy nemtermindlis
szimbdluma, akkor read(I, X) a legsziikebb olyan halmaz, amely az aldbbi tulajdonsdggal rendelkezik:
Ha [A — a.Xj,a] € I, akkor closure([A — aX.f3,a]) C read(I, X).



LR(1) kanonikus halmazok (I,,)
o closure([S" — .S, #]) a grammatika egy kanonikus halmaza.

e Ha I a grammatika egy kanonikus elemhalmaza, X egy termindlis vagy nemtermindlis szimbo6luma,
és read(I, X) nem tires, akkor read(I, X) is a grammatika egy kanonikus halmaza.

o Az els6 két szabdllyal az Gsszes kanonikus halmaz el6all.

4.3 Szemantikus elemz6
A szemantikus elemzés jellemzden a kornyezetfiiggo ellenérzéseket valdsitja meg.

o deklaraciok kezelése: valtozok, fiiggvények, eljarasok, operatorok, tipusok

lathatdségi szabalyok

aritmetikai ellen6rzések

e a program szintaxisanak kornyezetfiiggd részei

tipusellenérzés
e stb.

A szemantikus elemzéshez ki kell egésziteniink a grammatikdt. Rendeljiink a szimbélumokhoz at-
tribitumokat és a szabalyokhoz akcidkat! Egy adott szabdlyhoz tartozé feltételek csak a szabdlyban
eléfordulé attributumoktdl figghetnek. (Ha egy feltétel nem teljesiil, akkor szemantikus hibét kell
jelezni!). A szemantikus rutinok csak annak a szabdlynak az attributumait hasznalhatjdk és szamithatjak
ki, amelyikhez az 6ket reprezentald akciészimbolum tartozik. Minden szintaxisfdban minden attribitumértéket
pontosan egy szemantikus rutin hatdrozhat meg. Az igy 1étrejové nyelvtant atiribitum forditdsi gram-
matikdnak (ATG) hivjuk.

A jol definialt attribidtum forditdsi grammatika, olyan attribitum forditdsi grammatika, amelyre igaz,
hogy a grammatika altal definialt nyelv mondataihoz tartozé minden szintaxisfdban minden attribitum
értéke egyértelmiien kiszamithato.

Egy attribitumot kétféleképpen lehet meghatdrozni:

Szintézissel a szintaxisfaban alulrdl felfelé terjed az informacid, egy sziilé attributumat a gyerekekbdl
szamoljuk. Kituntetettnek hivjuk azokat az attributumokat, melyeket a lexikalis elemzd szolgaltat.

Oroklsdéssel  a szintaxisfaban feliilr8l lefelé terjed az informéci. A gyerekek attribitumait a sziiléé
hatarozza meg.

Az L-ATG olyan attribtutum forditdsi grammatika, amelyben minden A — X3 Xs... X, szabalyban az
attributumértékek az alabbi sorrendben meghatarozhatok:

o A 0rokolt attribuitumai

e X Orokolt attributumai

X szintetizalt attributumai

X5 0rokolt attributumai

X5 szintetizalt attributumai

e X, 0rokolt attributumai
e X, szintetizalt attributumai
o A szintetizalt attribidtumai

Amennyiben a nyelvtanunk ennek eleget tesz, igy hatékonyan meghatdrozhaté minden attributum.

A szemantikus elemzéshez jellemzéen szimbolumtéblat haszndlunk, verem szerkezettel és keresofaval
vagy hash-tablaval. Minden blokk egy 1j szint a veremben, egy szimbdélum keresése a verem tetejérol
indul.



5 Koddgeneralas alapveto vezérlési szerkezetekhez

A kédgenerélas feladata, hogy a szintaktikusan és szemantikusan elemzett programot targykodda alakitsa.
Altaldban szorosan Osszekapcsolddik a szemantikus elemzéssel.

5.1 FErtékadas

assignment — variable assignmentOperator expression

a kifejezést az eax regiszterbe kiértékeld kéd
2 mov [Valtozé],eax

5.2 Egy agu elagazas

statement — if condition then program end

1 a feltételt az al regiszterbe kiértékels kéd
2 cmp al,1

3 je Then

jmp Vége

Then: a then-ag programjanak kédja

Vége:

o O

meqgjeqyzés: a dupla ugrdsra azért van szikség, mert a feltételes ugrds hatékdre limitdlt.

5.3 Tobb agu elagazas

statement —
if condition, then program,
elseif conditions then programs

elseif condition,, then program,,
else program,+1 end

az 1. feltétel kiértékelése az al regiszterbe
cmp al,1

jne near Feltétel_ 2

az 1. ag programjanak kédja

jmp Vége

DO WN -

7 Feltétel_n: az n-edik feltétel kiértékelése az al regiszterbe
8 cmp al,1

9 jne near Else

10 az n-edik &g programjanak kédja

11 jmp Vége
12 Else: az else ag programjanak kédja
13 Vége:

5.4 Switch-case

statement — switch variable
case valuey : program,

case value,, : programs,

1 cmp [Valtozé],Erték_1
2 je near Program_1
3 cmp [Valtozé],Erték_2
4 je near Program_2



5

6 cmp [Valtozé],Erték_n

7 je near Program_n

8 jmp Vége

9 Program_1: az 1. &g programjanak kédja
10

11 Program_n: az n-edik &g programjanak kédja
12 Vége:

5.5 Ciklus
5.5.1 Elo6l teszteld

statement — while condition statements end

Eleje: a ciklusfeltétel kiértékelése az al regiszterbe
cmp al,1

jne near Vége

a ciklusmag programjdnak kédja

jmp Eleje

Vége:

DO WN -

5.5.2 Hatul teszteld

statement — loop statements while condition

1 Eleje: a ciklusmag programjanak kédja

2 a ciklusfeltétel kiértékelése az al regiszterbe
3 cmp al,1

4 je near Eleje

5.5.3 For ciklus

statement — for variable from value; to values statements end

1 a "from" érték kiszdmitasa a [VAltozé] memériahelyre
2 Eleje: a "to" érték kiszamitdsa az eax regiszterbe
3 cmp [Valtozd],eax
4 ja near Vége

5 a ciklusmag kédja
6 inc [Valtozd]

7 jmp Eleje

8 Vége:

5.6 Statikus valtozdk
Kezdoérték nélkili valtozddefinicié forditdsas

section .bss
; a koradbban definidlt valtozdk...
Lab12: resd 1 ; 1 x 4 bajtnyi teriilet

Kezdoértékkel adott valtozddefinicié forditdsas

section .data
; a kordbban definialt valtozdk...
Labl2: dd 5 ; 4 bajton tarolva az 5-0s érték



5.7 Logikai kifejezések
5.7.1 kifejezésl < kifejezés2

; a 2. kifejezés kiértékelése az eax regiszterbe
push eax

; az 1. kifejezés kiértékelése az eax regiszterbe
pop ebx

cmp eax,ebx

jb Kisebb

mov al,0 ; hamis

jmp Vége

Kisebb:

mov al,l ; igaz

Vége:

5.7.2 kifejezésl { és, vagy, nem, kizirévagy } kifejezés2

; a 2. kifejezés kiértékelése az al regiszterbe
push ax ; nem lehet 1 bajtot a verembe tenni!

; az 1. kifejezés kiértékelése az al regiszterbe
pop bx ; bx-nek a bl részében van,

; ami nekiink fontos

and al,bl

5.7.3 lusta ”és” kiértékelés

; az 1. kifejezés kiértékelése az al regiszterbe
cmp al,0

je Vége

push ax

; a 2. kifejezés kiértékelése az al regiszterbe
mov bl,al

pop ax

and al,bl

Vége:

5.7.4  Alprogramok megvaldsitasa

; az 1. kifejezés kiértékelése az al regiszterbe
cmp al,0

je Vége

push ax

; a 2. kifejezés kiértékelése az al regiszterbe
mov bl,al

pop ax

and al,bl

Vége:

5.7.5 Alprogramok hivasa

Alprogramok séméaja

; utolsé paraméter kiértékelése eax-be
push eax

; 1. paraméter kiértékelése eax-be
push eax

call alprogram

add esp,’a paraméterek Osszhossza’



6 Koddoptimalizalo

Az optimalizédlas feladata, hogy a keletkezett kod kisebb és gyorsabb legyen, igy hogy a futds eredménye
nem valtozik. A gyorsasdg és a tomorség gyakran ellentmondanak egymadsnak, és az egyik csak a mdsik
rovasdra lehet javitani. Altaldban hdrom lépésben szokds elvégezni:

e Optimalizaldsi 1épések végrehajtdsa az eredeti programon (vagy annak egyszertisitett valtozatdn)
o Kddgeneralas

o Gépfliggb optimalizdlas végrehajtasa a generalt kédon

6.1 Lokalis optimalizacid

Egy programban egymdst kdveto utasitasok sorozatat alapblokknak nevezziik, ha az els6 utasitas kivételével
egyik utasitdsdra sem lehet tdvolrdl dtadni a vezérlést (assembly programokban: ahovd a jmp, call,
ret utasitasok ”ugranak”; magas szintli nyelvekben: eljarasok, ciklusok eleje, elagazasok againak els6
utasitdsa, goto utasitdsok célpontjai). Az utolsé utasitas kivételével nincs benne vezérlés-atadéd utasitas
(assembly programban: jmp, call, ret magas szint{i nyelvekben: eldgazds vége, ciklus vége, eljards vége,
goto). Az utasitds-sorozat nem bvithetd a fenti két szabdly megsértése nélkiil.

Ha az optimalizalas az alapblokkok keretein beliil torténik, akkor garantalt, hogy az atalakitasnak
nincs mellékhatasa. Ez a lokdlis optimalizdlds.

Ablakoptimalizalas Ez egy moddszer a lokalis optimalizdlas egyes fajtaihoz. Egyszerre csak egy
néhany utasitasnyi részt vizsgalunk a kédbol. A vizsgalt részt elére megadott mintakkal hasonlitjuk Gssze.
Ha illeszkedik, akkor a mintdhoz megadott szabaly szerint dtalakitjuk ezt az ”ablakot” végigcsusztatjuk
a programon. Az atalakitasok megadésa:

{ minta — helyettesités } szabdlyhalmazzal (a mintdban lehet paramétereket is haszndlni)
Példék:
o felesleges miiveletek torlése: nulla hozzaadasa vagy kivondsa
e egyszerusitések: nulldval szorzas helyett a regiszter torlése
e regiszterbe toltés és ugyanoda visszairas esetén a visszairas elhagyhaté

e utasitasismétlések torlése: ha lehetséges, az ismétlések torlése

6.2 Globalis optimalizacié

A teljes program szerkezetét meg kell vizsgalni. Ennek mdédszere az adatdram-analizis:
e Mely valtozok értékeit szamolja ki egy adott alapblokk?
e Mely valtozdk értékeit melyik alapblokk hasznélja fel?

Ez lehet6vé teszi az azonos kifejezések tobbszori kiszamitasanak kikiiszobolését akkor is, ha kiilonb6z6
alapblokkokban szerepelnek; valamint a konstansok és valtozdk tovabbterjesztését alapblokkok kozott is
elagazasok, ciklusok optimalizalasat.

7 A szekvenciilis és parhuzamos/elosztott végrehajtas 6sszehasonlitiasa

7.1 Szekvencialis végrehajtas:

Ilyenkor a végrehajtas egy processzoron torténik. Minden mivelet atomi. Egy inputhoz egy output
tartozik. Két szekvencialis program ekvivalens, ha ezek a parosok megegyeznek. Nem hasznilja fel az
Osszes rendelkezésre 8116 erdforrést.



7.2 Parhuzamos végrehajtas:

Tébb processzoron hajtédik végre a program. A pédrhuzamos folyamatok egymaéssal kommunikalva,
szinkronban oldjak meg az adott problémat. A konkurens program szétbonthaté elemi szekvencidlis pro-
gramokra, ezek a folyamatok. A folyamatok haszndlhatnak kozos eréforrdasokat: pl. valtozok, adattipus
objektumok, kommunikaciés csatorndak.

A kommunikéciét altalaban kétféleképpen szoktak megvaldsitani.

Osztott memoériaval. Ekkor szinkronizdlni kell, hogy ki mikor fér hozzd, hogy ne legyen iitkozés.

Kommunikacids csatorndval. Garantélni kell, hogy ha egy folyamat tizenetet killd egy mdsiknak,
akkor az meg is kapja azt, és jelezzen is vissza. Ugyelni kell, nehogy deadlock alakuljon ki.
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Zarovizsga tételsor
10. Programnyelvi alapok

Ancsin Addm

Programnyelvi alapok

Kifejezések kiértékelésének szabdlyai. Vezérlési szerkezetek: utasitasok, rekurzié. Tipusok: témb, rekord,
osztély, oroklédés, statikus és dinamikus kotés, polimorfizmus. Generikusok. Hatdkor/lathatésdg. Au-
tomatikus, statikus és dinamikus élettartam, szemétgyljtés. Konstruktor, destruktor. Objektumok
maésoldsa, 6sszehasonlitdsa. Alprogramok, paraméteratadas, tilterhelés.

1

Kifejezések kiértékelésének szabalyai

Fogalmak:

Operandusok: Valtozok, konstansok, fiiggvény- és eljarashivasok.

Operatorok: Miveleti jelek, amelyek Osszekapcsoljak egy kifejezésben az operandusokat és valam-
ilyen muiveletet jelolnek.

Kifejezés: operatorok és operandusok sorozata
Precedencia: A miiveletek kiértékelési sorrendjét hatdrozza meg.

Asszociativitds irdnya: Az azonos precedencidju operdtorokat tartalmazo kifejezésekben a kiértékelés
irdnya. Megkiilonboztetiink bal-asszociativ és jobb-asszociativ operatorokat.

Az operatorokat haromféleképpen irhatjuk az operandusokhoz képest:

Infix : Egy operétort a két operandusa kozé kell irni (tehét csak kétoperandusi miiveletek operdtorait
lehet {gy {rni). Amikor egy kifejezésben tobb operdtor is szerepel, akkor a kiillonb6z6 operdtorok
végrehajtasi sorrendjét az operatorok precedencidja donti el. Amelyik operdtor precedencidja ma-
gasabb (pl. a szorzdsé magasabb, mint az Osszeaddsé), az dltala jelolt miiveletet értékeljitk ki
eldszor. Ugyanazon operdtorok végrehajtasi sorrendjét pedig az asszociativitds irdnya donti el (pl.
a bal-asszociativ azt jelenti, hogy balrél jobbra haladva kell végrehajtani). Ezeket a (programozasi
nyelvekbe beépitett) szabdlyokat zdrdjelek segitségével lehet feliilirni.

Példa: A*(B+C) /D

Postfix (Lengyelforma) : Az operdtorokat az operandusaik mogé frjuk. A kiértékelés sorrendje
mindig balrdl jobbra torténik — tehdt egy n operandusi operator a téle balra levé elsé n operandusra
érvényes.

Példa: ABC+ *D/

Ugyanez zardjelezve (felesleges): ((A (B C +) *) D /)

Prefix : Az operatorokat az operandusuk elé irjuk. A kiértékelés sorrendje balrdl jobbra torténik.
Példa: /* A+ BCD

Ugyanez zérdjelezve (felesleges): (/ (* A (+ B C) ) D)

Habér a prefix operatorok esetén is balrdl jobbra torténik a kiértékelés, viszont ha egy operatortdl
jobbra egy masik operator kovetkezik, akkor értelemszeriien az ehhez az operdtorhoz tartozoé
miiveletet kell elészor végrehajtani, hogy a bal oldalit is végre tudjuk hajtani. A fenti példdban is
a szorzast az osztas el6tt, az Osszeadéast pedig a szorzds elétt kell elvégezni.



Logikai operatorokat tartalmazé kifejezések kiértékelése

Az ilyen kifejezéseknek kétféle kiértékelése 1étezik:

e Lusta kiértékelés : Ha az els6 argumentumbdl meghatarozhaté a kifejezés értéke, akkor a mésodikat

mar nem értékeli ki.

e Moho kiértékelés : Mindenféleképpen megéllapitja mindkét argumentum logikai értékét.

A két kiértékelési médszer bizonyos esetekben kiilonb6zé eredményt adhat:

e A 2. argumentum nem mindig értelmes

Példa (C++):

if ((i>=0) && (T[i]>=10))
{

/...
3

Tegyiik fel, hogy a T egy int tomb, 0-t6l indexel6dik. Itt ha az ¢ >= 0 hamis, akkor T-t alul
indexelnénk. Ez mohé kiértékelés esetén futdsi ideji hibdt okozna. Lusta kiértékelés esetén (a
C++ alapértelmezetten ezt hasznélja) viszont tudhatjuk, hogy a feltétel méar nem lehet igaz, emiatt
T[i] >= 10-et mér nem kell kiértékelni.

A 2. argumentumnak van valamilyen mellékhatésa.
Példa (C++):

if ((>0) || (++3>0))
{

T[j] = 100;
}

Ebben az esetben ha i > 0 igaz, akkor a feltétel biztosan igaz, viszont a + + j > 0 kifejezés
mellékhatdsos, noveli j értékét. Mivel a C++ lusta kiértékelést haszndl a || operdtor esetén (|
operdtor esetén mohé a kiértékelés), ezért ebben az esetben nem noveli j értékét. (csak akkor, ha
i > 0 hamis).

Utasitasok, vezérlési szerkezetek

Egyszerii utasitasok

Ertékadss : Az értékadds bal oldaldn egy valtozo, a jobb oldaldn barmilyen kifejezés &llhat. Az
értékadassal a valtozéhoz rendeljiik a jobb oldali kifejezést. Figyelni kell arra, hogy a bal oldali
valtozo tipusanak megfeleld kifejezés élljon a jobb oldalon (vagy létezik implicit konverzid, pl. C++-
ban az egész és logikai tipus kozott). A legtobb nyelvben az értékadds operatora az = (példdul C++,
Java, C#), vagy a := (példdul Pascal, Ada).

Ures utasitds : Nem mindenhol lehet ilyet frni. A lényege, hogy nem csindl semmit. Azokban a
nyelvekben lehet 1étjogosultsiaga, ahol iires blokkot nem irhatunk, muszdj legaldbb 1 utasitasnak
szerepelnie benne. (pl. Ada) Erre szolgdl az lires utasitds. (Ada-ban ez a null utasités)

Alprogramhivés : Alprogramokat neviik és paramétereik megaddsaval hivhatunk. Példék:

— System.out.println("Hello");

— int x = sum(3,4);
Visszatérés utasitas : Az utasitas hatdsira az alprogram végrehajtasa befejezédik. Ha az alprogram
egy fiiggvény, akkor meg kell adni a visszatérési értéket is.
Példak (C++):



— Ebben a példdban a doSomething egy eljaras, nincs visszatérési értéke. A paraméteriil kapott
x valtozdt értékiil adjuk a j-nek. Ha ez az érték nem 0, akkor visszatériink, azaz megszakitjuk
az alprogram végrehajtdsat (konkrét értéket viszont nem adunk vissza). Ha ez az érték 0, akkor
a végrehajtas folytatédik tovabb, meghivjuk a doSomethingElse fiiggvényt a j paraméterrel.

void doSomething(int x)

{
int j;
if (j=x)
return; // j'=0, do nothing
doSomethingElse(j);
}

— Ebben a példaban az is0dd egy fiiggvény, int visszatérési értékkel. Megmondja a paraméteril
kapott x egész szamrol, hogy paratlan-e. Ehhez bitenkénti ES miivelettel ”6sszeéseli” az x-
et az l-gyel (0...01). Ha az eredmény nem 0, akkor pédratlan, visszatériink igaz értékkel.
Kiilénben folytatjuk a miikodést, majd visszatériink hamis értékkel.

int is0dd(int x)

{
if(x & 1) //bitwise AND with 0...01 is not 0...0
return true;
return false;
}

e Utasitdsblokk: A blokkon beliili utasitasok ”Gsszetartoznak”. Ez tobb esetben is jél alkalmazhaté
nyelvi elem:

— Vezérlési szerkezetekben: Az adott vezérlési szerkezetekhez tartozd utasitasokat kiilonithetjiik
el.

— Az olyan nyelvekben, amelyekben deklardcié csak a program elején taldlhaté deklarécids
blokkokban lehetséges (pl. Ada), van lehet8ség arra, hogy a programkdd késébbi részében
nyissunk egy blokkot, ahol deklariciék is szerepelhetnek.

— Osztélyok inicializal blokkja pl. Java-ban (konstruktor elétt hajtédik végre):

public class MyClass{
private ResourceSet resourceSet;

{
resourceSet = new ResourceSetImpl();
UMLResourcesUtil.init (resourceSet) ;
}
/* .. */

}
— Osztalyok statikus inicializalé blokkja pl. Java-ban:
public class MyClass{

private static ResourceSet resourceSet;

static{
resourceSet = new ResourceSetImpl();
UMLResourcesUtil.init(resourceSet);

/x .. */



2.2 Vezérlési szerkezetek

e Eligazds : Az eldgazéas egy olyan vezérlési szerkezet, amellyel meghatdrozhatjuk, hogy bizonyos
(blokkban megadott) utasitdsok csak a megadott feltétellel johessenek létre. Altaldban tébb
feltételt is megadhatunk egymds utdn (if L1 then ... else if L2 then ... else if L3 then ...).
Megadhatjuk azt is, hogy mi torténjen, ha egyik feltétel sem teljesiil (if L then ... else ...).

Eldgazdsokat lehet egymésba dgyazni (if ... then if ...).

”Csellengd else” ("Dangling else”) probléma: Azokban a nyelvekben 1ép fel, ahol egy feltétel egy
utasitdsblokkjat nem zdrja le kiilon kédszé (pl. endif). Ekkor abban az esetben, ha eldgazdsokat
egymaéasba agyazunk, a kovetkez6 probléma léphet fel:

Példa: if (A>B) then if (C>D) then E:=100; else F:=100;

A fenti esetben nem lehet megéllapitani, hogy a programozé az else kulcsszot melyik eldgazasra
értette.

e Ciklus : Egy utasitdsblokk (ciklusmag) valahdnyszori végrehajtdsat jelenti.

— Feltétel nélkiili ciklus : Végtelen ciklust kédol, kilépni beldle a strukturalatlan utasitasokkal
lehet (1d. lentebb), vagy return-nel, esetleg hiba fellépése esetén.

Példa (ADA):

loop
null;
end loop;

— Elolteszteld ciklus : A ciklus a ciklusmag minden végrehajtasa elétt megvizsgélja, hogy az
adott feltétel teljesiil-e. Ha teljestil, akkor végrehajtja a magot, majd djra ellendriz. Kiilonben
a ciklus utan folytatédik a futds.

Példak:
* C++:
int x=0,y=0;
while(x<5 && y<5)
{
xt+=y+1;
y=x-1;
}
cout<<x+y<<endl;
x ADA:
declare
X,Y: Integer;
begin
X:=0;
Y:=0;
while X<5 and Y<56 loop
X:=X+Y+1;
Y:=X-1;
end loop;
end;

— Szamlalasos ciklus : Ebben a vezérlési szerkezetben megadhatjuk, hogy a ciklusmag hényszor
hajtédjon végre. Példa (ADA):

for i in 1..10 loop
null;
end loop;

A szdmlalds dgy torténik, hogy egy véltozdban (ciklusvéltozd) taroljuk, hogy ”hol tartunk” -
ezt hasonlitjuk 6ssze minden ciklus elején a kifejezéssel, amit meg kell haladnia a valtozonak
(i). Tehat felfoghato egy eloltesztels ciklusként is, ahol a ciklusfeltétel az i<=10 és a ciklusmag
végén novelni kell i-t.



— Hatultesztel6 ciklus : Az a kiilonbség az eldltesztelohoz képest, hogy a feltételt a ciklusmag
végrehajtasa utan ellenorizziik — tehat itt a ciklusmag 1-szer mindenképpen lefut.

Példa (C++):

int i=0;
do
{

++i;

’

} while(i<5);

Megjegyzés: vannak olyan nyelvek (pl. Pascal), amelyekben a hétulteszteld ciklus feltétele nem
bennmaraddsi, hanem leallasi feltétel. Azaz nem azt adjuk meg, hogy minek kell teljesiilnie
ahhoz, hogy még egyszer végrehajtasra keriiljon a ciklusmag, hanem azt, hogy minek kell
teljestilnie ahhoz, hogy a ciklusmag ne hajtédjon végre to6bbszor.

Az el6bbi C++-o0s példa Pascal-os megfeleléje:

i:=0;

repeat
i:=i+1;

until i=5;

Megjegyzés: ADA-ban nincs igazi hatultesztelés ciklus. Ebben a nyelvben hatultesztel6 cik-
lust gy frhatunk, hogy ha frunk egy feltétel nélkiili ciklust, amelynek utolsé utasitasa egy
feltételhez kotott kilépés.

Példa:

i:=0;
loop

i:=i+1;

exit when i=5;
end loop;

— foreach : Akkor haszndlatos, ha egy adatszerkezet minden elemére végre akarjuk hajtani a
magot. Tulajdonképpen ez is egy elolteszteld ciklus (a ciklusfeltétel az, hogy a végére értiink-e
az adatszerkezetnek). Példa:

foreach (int v in Vect)

{

++v;
}
Megjegyzések:

1. Nincs minden programozasi nyelvben ilyen ciklus. Leginkabb az tjabb nyelvekben terjedt
el.

2. Nem minden programozasi nyelvben a foreach a kulcsszd ehhez a ciklushoz. Példaul
Java-ban, C++11-ben (régebbi valtozatokban nincs ilyen) a for ciklust hasznélhatjuk
foreach-ként:
int x=0;
for (int v : vect){

X+=v;

3

2.3 Strukturalatlan utasitasok

e Ciklus megszakitdsa : A ciklusbdl vald "kiugrdsra” (tehdt annak azonnali befejezésére) hasznédlhatd.
Gyakran végtelen ciklus megszakitdsdra hasznaljuk, vagy hatulteszteld ciklus kédoldsdra (ahol nincs
erre beépitett vezérlési szerkezet, példdul Ada).

Ilyen utasitds pl. C/C++/C+#-ban, vagy Java-ban a break, illetve Ada-ban az exit.
e goto utasitds : A programkoédban cimkéket definidlhatunk, majd a goto utasitassal egy ilyen

cimkéhez irdnyithatjuk a vezérlést. Vezérlési szerkezeteket is lehet vele kddolni. Tlzott hasznalata
olvashatatlan kédhoz vezethet.



2.4 Rekurzié

Rekurziv alprogram: Olyan alprogram, amelynek kédjaban szerepel 6nmaganak a meghivasa. Min-
denképpen kell, hogy legyen a rekurziénak megalldsi feltétele — tehdt egy olyan feltétel (egy eldgazdssal
egylitt), amelynek teljesiilése esetén nem torténik rekurziv hivds, igy az sszes, folyamatban levé rekurziv
hivas végre tud hajtédni (ellenkezd esetben végtelen rekurzi 1ép fel, ilyenkor altaldban elébb-utébb bete-
lik a stack és ledll a program).

Példék (faktoridlis):
o CH++:

int fact (int n)
{
if (n>0)
return n * fact (n-1);
else
return 1;

}
o Haskell:

fact :: (Integral a) => a -> a
fact n

| n>0 = n * fact (n - 1)

| otherwise = 0

3 Tipusok
3.1 Tomb

A tdmb (angolul array) olyan adatszerkezet, amelyet nevesitett elemek csoportja alkot, melyekre sorszdamukkal
(indexiikkel) lehet hivatkozni. Vektornak is nevezik, ha egydimenzids, matrixnak esetenként, ha tébbdimenzids.
A legtobb programozasi nyelvben minden egyes elemnek azonos adattipusa van és a tomb folytonosan
helyezkedik el a szdmitégép memdridjaban. A készités médja alapjan lehet:

e statikus :a méret fix, deklaraciéban szabalyozott

e dinamikus tomb: a mérete valtozik, folyamatosan b&vithetd

3.2 Rekord

A rekord egy Osszetett értékek leirasdhoz hasznalhaté konstrukeié. Névvel és tipussal elldtott Gsszetevoi
vannak, ezeket mezdknek nevezziik. Ertékhalmaz a mezok értéktipusai altal meghatarozott alaphalmazok
direktszorzata.

Rekordtipus = Rekord

(| 1.mezoszelektor|:|ertektipus |,

2 mezoszelektor | |ertéktipus |
e D)

| ért.tart. | |ért,kéazl.|

rekordtirzs

abra 1: A rekord-tipuskonstrukciék dltaldanos szintaxisa.

Miveletek:

o Szelekcids fiiggvény (.mezdszelektor szintaxisi);



e konstrukeids fiiggvény (Rekordtipus(mezdértékek) szintaxisi);
o eclképzelhetdk transzformacios fliggvények, amelyek a teljes rekordstrukturat érintik.
Példa rekordra és hasznalatdra C-ben:

//definition of Point
struct Point
{
int xCoord;
int yCoord;
}

const struct Point ORIGIN = {0,0};

3.3 Osztaly

Az osztily egy felhaszndléi tipus, amelynek alapjan példdnyok (objektumok) hozhatdk létre. Az osztély
alapvetéen attribitum és metédus (miivelet) definicidkat tartalmaz. Az osztdly irja le az objektum
tipusdt: megadja a tulajdonsdgait és azok lehetséges értékeit (azaz a tipusértékeket), valamint az objek-
tumon végrehajthaté miiveleteket (tipusmiiveletek).

Példa C++-ban:

//definition of Point
class Point {
private:
int xCoord;
int yCoord;
public:
//constructor
Point (int xCoord, int yCoord) : xCoord(xCoord),yCoord(yCoord) {}

void Translate(int dx, int dy) {

xCoord+=dx;
yCoord+=dy;

void Translate(Point delta) {
xCoord+=delta.xCoord;
yCoord+=delta.yCoord;

int getX() { return xCoord; }

int getY() { return yCoord; }

};

int main(int argc, char* argv[])

{
Point point(0,0);
point.Translate(5,-2);
cout<<point.getX()<<","<<point.getY()<<endl; //5,-2
Point delta(-2,1);
point.Translate(delta);
cout<<point.getX()<<","<<point.getY()<<endl; //3,-1
return O;

}



Megjegyzés: A nem objektum-orientdlt nyelvekben nincsenek osztalyok, pl. régebbi nyelvekben, mint
a C, ADA, Pascal, vagy funkciondlis nyelvekben (Haskell, Clean, stb.).

3.4 Oroklsdés

Egy osztély legegyszeriibben adattagjainak és metddusainak felsoroldsaval hozhaté létre. Azonban az
objektum-orientdlt paradigma lehet&séget ad egy masik, hatékonyabb mddszerre is, az 6roklédésre. Az
6roklédés az jrafelhaszndlhatGsdgot szem el6tt tartva arra ad lehetdséget, hogy mar meglévé (sziils-, 6s-)
osztalybdl kiindulva hozzunk 1étre 1j (gyermek-, leszdrmazott-, al-) osztélyt. Az 6roklés két osztaly kozott
fenndllé olyan kapcsolat, amely soran a leszdarmazott osztaly rendelkezik a sziil6 osztaly majdnem Osszes
tulajdonsdgaval (nem privéat adattagjait és metédusait sajdtjaként kezeli), s ezeket Gjabbakkal egészitheti
ki. Az {gy létrehozott osztaly is lehet mds osztélyok 6se (kivéve pl. Java-ban a final kulcsszéval
elldtott osztdlyok, ezekbdl mar nem szarmaztathatunk), igy ezek az osztélyok egy oroklési hierarchidba
szervez6dnek. Attol fiiggden, hogy egy osztdlynak egy- vagy tobb Gse van, beszéliink egyszeres- ill.
tObbszoros oroklédésrél. A Java az egyszeres oroklodést tamogatja, de pl. C++-ban van t6bbszoros
oroklodés.

A Java-ban az osztdlyhierarchia legfels6 eleme az Object osztdly, amelybdl minden més osztaly
(kbzvetve vagy kozvetlenil) szdrmazik.

Egy alosztaly az orokolt metédusokat tjraimplementalhatja. Ilyenkor az adott metédus ugyanolyan
néven, de mdas, médositott (alosztalyra specifikélt) tartalommal keriil megvaldsitdsra. Az ilyen metédusokat
polimorfnak nevezziik. Java-ban minden olyan metédust, ami nincs ellatva a final kulcsszdval, Gjra lehet
definidlni. (C++-ban mindent, ami nem privét)

Példak:
o C++:

class RegularPolygon

{

protected:
const double radius;

public:
RegularPolygon(double radius) : radius(radius) {3}
virtual double area() = 0;

3

class EquilateralTriangle : public RegularPolygon

{

public:
EquilateralTriangle(double radius) : RegularPolygon(radius) {}
virtual double area()
{

return 0.75*sqrt(3.0)*radius*radius;

}

3

o Java:

public abstract class RegularPolygon{
protected final double radius;

public RegularPolygon(double radius){
this.radius = radius;

}

public abstract double area();

}

public class EquilateralTriangle extends RegularPolygon{
public EquilateralTriangle(double radius){



super (radius) ;
}
public double area(){
return 0.75*Math.sqrt(3.0)*radius*radius;

}

3.5 Statikus és dinamikus kotés

e statikus tipus: A valtozé deklardcidjaban megadott tipus. Forditas sordn egyértelmiien elddl, nem
valtozhat futds sordn. A statikus tipus hatdrozza meg, hogy mit szabad csindlni az objektummal
(pl. hogy milyen miiveletek hivhaték meg ra).

e dinamikus tipus: A valtozé altal hivatkozott objektum tipusa. Vagy a statikus tipus leszarmazottja,
vagy maga a statikus tipus. Futds soran valtozhat.

Példa(Java):
Object o = new String("Hello");

Itt az o valtozo statikus tipusa Object, dinamikus tipusa pedig String.

Kotések:
e statikus kotés: A véltozo statikus tipusa szerinti adattagokra lehet hivatkozni.
e dinamikus kotés: A valtozé dinamikus tipusa szerinti adattagok haszndlhatok.

A kotés akkor fontos, ha a hivott miivelet, vagy a hivatkozott véltoz6 a statikus és a dinamikus
tipusban kiilonbozik, vagy esetleg a statikus tipusban nem is létezik (ekkor a dinamikus tipusban sem
hivatkozhatunk az adattagra).

Tobbféleképpen lehet a kotéseket meghatarozni a kiillonb6z6 nyelvekben:
e Java : Minden esetben dinamikus kétés van (az 6rokolt metéddusok torzsében is).
e C++ : A miivelet definidldsakor lehet jelezni, ha dinamikus kétést szeretnénk (virtual).

e Ada : A hivéskor lehet jelezni, ha dinamikus kotést szeretnénk.

4 Generikusok

Generikus programozas: Algoritmusok, adatszerkezetek altalanositott, tobb tipusra is miikédé lepro-
gramozédsa (pl. generikus rendezés, generikus verem, ...). Ezt az dltaldnos kédot nevezziik sablonnak
(template).

Bizonyos nyelvekben (Ada, C++) egy sablont példanyositani kell — ekkor a kivént tipusokat, objek-
tumokat (a sablon definiciénak megfeleléen) a sablonnak paraméterként megadva példdnyosul a széban
forgd sablon. (Ugyantgy, mint pl. amikor egy fiiggvénynek megadjuk az aktudlis paraméterét.) Ezt
nevezzilk generativ programozasnak: a program a megadott sablon alapjan létrehoz egy ”igazi” pro-
gramegységet (program generdl programot).

Példa: Egy verem sablon példanyositdsakor megadjuk, hogy milyen tipusi elemeket tdaroljon a verem
(tipus paraméter) és hogy hdny elem fér a verembe (objektum paraméter). C++ és Ada esetén egy
sablon paramétere alprogram is lehet.

Példa: Egy rendezésnek megadjuk, hogy milyen mivelet alapjin rendezzen. Természetesen lehet
alapértelmezett sablonparaméter is.

Egy sablon definidlasa esetén természetesen a sablont nem lehet minden tipusra hasznalni. Egy sablon
attdl lesz sablon, hogy t6bb tipusra is miikodik. Azonban megszoritdsokat tehetiink (és tenniink is kell)
arra, hogy milyen tipusokra lehessen azt hasznélni, hogyan lehessen a sablont példanyositani.

J6 példa erre az Ada nyelv, ahol a sablon specifikdcidja egy ”szerz6dés” a sablon torzse és a példanyositas
kozott:



e A sablon torzse nem hasznédlhat mést, csak amit a sablon specifikdciéja megenged neki. (A torzset
nem feltétlentil kell, hogy ismerjiik példdnyositdskor.)

generic

type Element_T is private;

with function "*" (X, Y: Element_T) return Element_T is <>;
function Square (X : Element_T) return Element_T;

Itt a with function kezdetili sor végén az is <> azt jelenti, hogy ha az adott tipusra mar létezik
* miivelet (pl. egész szdmokra), akkor nem kell kiilén megadni példanyositaskor, a program au-
tomatikusan azt hasznalja.

A torzs:

function Square (X: Element_T) return Element_T is
begin

return X * X; —-- The formal operator "x*'".
end Square;

e A példanyositasnak biztositania kell mindent, amit a sablon specifikdcidja megkovetel téle. A
kovetkezd példdban a négyzetre emel6 fiiggvényt matrixokra alkalmazzuk, feltéve, hogy definidltuk
a matrixszorzast.

with Square;
with Matrices;
procedure Matrix_Example is
function Square_Matrix is new Square
(Element_T => Matrices.Matrix_T, "*" => Matrices.Product);
A : Matrices.Matrix_T := Matrices.Identity;
begin
A := Square_Matrix (A);
end Matrix_Example;

Példéul a C++-ban a sablonszerzédés nem igy miikodik. Ott a sablon specifikacidja az egész definicié
(emiatt sablonosztalyokat csak teljes egészében header fajlokban definidlhatunk). Példdnyositaskor ezt
is ismerni kell, hogy tudjuk, hogyan példényosithatunk. Az informécidelrejtés elve tehat sériil.

M4s nyelvekben (pl. Java, funkciondlis nyelvek) nem kell a sablonokat példanyositani — mindig
ugyanaz a megirt kod hajtédik végre, csak épp az aktualis paraméterekkel. Pl. Java-ban a tipusparaméter
forditaskor ”elveszik”, csak futasi idében dertl ki.

5 Hatdékor /lathatdsag

1. Hatdkor: Deklardcidkor a programozé dsszekapcesol egy entitdst (példaul egy véltozét vagy fliggvényt)
egy névvel. A hatékor alatt a forrasszoveg azt a részét értjlk, amig ez az Gsszekapcsolds érvényben
van. Ez altalaban annak a blokknak a végéig tart, amely tartalmazza az adott deklardciot.

2. A lathatésdg a hatékor részhalmaza, a programszoveg azon része, ahol a deklardlt névhez a
megadott entitds tartozik. Mivel az egymasba dgyazott blokkokban egy kordbban mar bevezetett
nevet mas entitashoz kapcsolhatunk, ezért ilyenkor a kiils6 blokkban deklardlt entitds a nevével
méar nem elérhetd. Ezt nevezziik a lathatésag elfedésének.

Egyes nyelvekben (példdul C++) bizonyos esetekben (példdul osztdlyszint(i adattagok) a kiils§
blokkban deklaralt entitdshoz mindésitett névvel hozza lehet férni ekkor is.

6 Automatikus, statikus és dinamikus élettartam, szemétgytijtés

Elettartam: A valtozok élettartama alatt a program végrehajtasi idejének azt a szakaszat értjiik, amig
a valtozd szamara lefoglalt tarhely a valtozoé.
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6.1 Automatikus élettartam

A blokkokban deklaralt lokalis valtozok automatikus élettartamuak, ami azt jelenti, hogy a deklardciétdl
a tartalmazé blokk végéig tart, azaz egybeesik a hatékorrel. A helyfoglalds szamukra a végrehajtasi
verem aktudlis aktivacids rekordjaban torténik meg.

6.2 Statikus élettartam

A globalis valtozok, illetve egyes nyelvekben a statikusként deklaralt valtozdk (példaul C/C++ esetén a
static kulesszéval) statikus élettartamiak. Az ilyen valtozdk élettartama a program teljes végrehajtasi
idejére kiterjed, szamukra a helyfoglalds mér a forditasi id6ben megtorténhet.

6.3 Dinamikus élettartam

A dinamikus élettartamu véltozdk esetén a programozé foglal helyet szamukra a dinamikus tarteriileten
(heap), és a programozé feladata gondoskodni arrdl is, hogy ezt a tarteriiletet késébb felszabaditsa.
Amennyiben utébbirél megfeledkezik, azt nevezziik memoriaszivargdsnak (memory leak). Mint latjuk,
a dinamikus élettartam esetén a hatokor semmilyen médon nem kapcsoldodik Gssze az élettartammal, az
élettartam sziikebb vagy tagabb is lehet a hatékornél.

6.4 Szemétgyilijto

A szemétgyiijté mésik neve a hulladékgyiijt6, az angol Garbage Collector név utéan pedig gyakran csak
GC-nek roviditik. Feladata a dinamikus memoriakezeléshez kapcsolédéd tarhelyfelszabaditas automa-
tizélasa, és a felelGsség levétele a programozé vallardl, igy csokkentve a hibalehetdséget.

A szemétgylijto figyeli, hogy mely valtozdk keriiltek ki a hatokoriikbol, és azokat felszabadithatova ny-
ilvanitja. A moédszer hatranya a szamitasigényessége, illetve a nemdeterminisztikussaga. A szemétgyijto
ugyanis nem szabaditja fel egybol a hatékorikbol kikeriilt véltozokat, és a felszabaditas sorrendje sem
ugyanaz, amilyen sorrendben a véltozok felszabadithatéva valtak.

Azt, hogy a hulladékgyiijté mikor és mely valtozot szabaditja fel, egy programozasi nyelvenként
egyedi, Osszetett algoritmus hatarozza meg, amelyben rendszerint szerepet jatszik a rendelkezésre allo
memdria telitettsége, illetve a felszabaditdshoz sziikséges becsiilt ids. (Példdul ha egy objektum ren-
delkezik destruktorral, akkor dltaldban a GC késdbb szabaditja csak fel.)

Osszességében a szemétgytijté csak annyit garantal, hogy elébb-utébb (legkés6bb a program futdsdnak
végeztével) minden dinamikusan allokdlt valtozét felszabadit.

Szemétgylijtést haszndlé nyelvek pl. Java, C#, Ada. C/C+H+-ban nincs szemétgyiijtés, a pro-
gramozoénak kell gondoskodni a dinamikusan allokalt memoriateriiletek felszabaditasarol.

7 Konstruktor, destruktor

7.1 Konstruktor

A konstruktor az objektumok inicializalo eljarasa, akkor fut le, ha egy osztalybdl 14j objektumot példanyositunk.
Alapértelmezett konstruktor alatt a paraméter nélkiili konstruktort értjiik, a legtébb programozasi nyelv
esetén ezt a forditoprogram automatikusan generdlja tires torzzsel, amennyiben nem lett megadva egy
konstruktor sem egy osztalyban. Tobbek kozott a konstruktorban szokas gondoskodni arrdl, hogy az
objektum dinamikus élettartamu valtozdi szaméra tarhelyet foglaljunk.

7.2 Destruktor

A destruktor a konstruktor ellentétes parja, ez az eljards az objektumok felszabaditdasakor fut le. Meghivasa
automatikusan megtorténik, attol fiiggetleniil, hogy az objektum felszabaditdsa automatikusan torténik
a hatdkor végeztével (lokalis objektumok esetén), manudlisan a programozé éltal (dinamikus élettartamu
objektumok esetén) vagy a szemétgy(ijtd dltal (szintén dinamikus élettartami objektumok esetén).

A desktruktorban szokéas tobbek kozdtt az objektum dinamikus helyfoglaldsi adattagjait és a lefoglalt
eroforrasokat felszabaditani.
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8 Objektumok masolasa, osszehasonlitasa

Az objektumok mésolasa egy specidlis konstruktorral, az igynevezett mésolé konstruktorral (copy con-
structor) torténik. Ez paraméteriil az adott osztdly egy példdnyét kapja meg, és azt a programozé altal
megadott miikodési logika szerint lemasolja az éppen inicializalt objektumba.

T6bb programozési nyelv (példdul C++) forditéprogramja automatikusan elkészit egy mésol6 kon-
struktort, ha a programoz6 nem definidl sajatot. Ez az alapértelmezett masolé konstruktor leméasolja
a forrdsobjektum Osszes adattagjanak értékét, ezt nevezziik sekély mésolatnak (shallow copy). Ha az
objektum dinamikus foglalasi adattagokat is tartalmaz, akkor azoknak nem az értéke, hanem csak a
hivatkozasa lesz lemésolva, ami altaldban nem a kivant miikodés. Ez esetben sajat mésold konstruktor
irasa szitkséges, ami mély mésolatot (deep copy) készit.

9 Alprogramok, paraméteratadas, tulterhelés

9.1 Alprogramok

Alprogramoknak a fiiggvényeket, eljarasokat és miiveleteket nevezziik. Segitségiikkel a program felada-
tonként tagolhatd, a féprogrambdl az 6nallé feladatok kiszervezhetoek.

9.2 Paraméteratadas

Az alprogramoknak sziiksége lehet bemend adatokra és vissza is adhat értékeket. Az alprogramokat
altalanos irjuk meg, sajat valtozénevekkel, ezek a formadlis paraméterek. Az alprogram meghivésakor
az atadott aktudlis paraméterek alapjan a formadlis paraméterek értéket kapnak. Az, hogy a formalis
paraméterek értéke mi lesz, a paraméteratadas modjatol fiigg.

9.2.1 Szovegszerili paraméteratadas

A makrékban hasznalatosak mind a mai napig. A makré torzsében a formélis paraméter helyére beirédik
az aktudlis paraméter szovege.

9.2.2 Név szerinti paraméteratadas

Az aktudlis paraméter kifejezést djra és tjra kiértékeljiik, ahdnyszor hivatkozas térténik a formélisra. A
paramétert a torzs kontextusaban értékeljik ki, igy a formalis paraméter kiilonb6z6 el6fordulasai mast
és mast jelenthetnek az alprogramon beliil. Alkalmazasa archaikus (példdul: Algol 60, Simula 67).

9.2.3 Erték szerinti paraméteratadas

Az egyik legelterjedtebb paraméterdtaddsi méd (példdul: C, C++, Pascal, Ada, Java), bemeneti sze-
mantikdji. A formdlis paraméter az alprogram lokalis valtozéja, hivaskor a vermen késziil egy mésolat
az aktudlis paraméterrdl, ez lesz a formalis. Az alprogram végén a formalis paraméter megsziinik

9.2.4 Cim szerinti paraméteratadas

A masik legelterjedtebb paraméterataddsi méd (példaul: Pascal, C++, C#), be- és kimeneti szeman-
tikdja. A hivdskor az aktudlis paraméter cime addédik at, azaz a formédlis és az aktudlis paraméter
ugyanazt az objektumot jelentik, egy alias jon 1étre.

Megjegyzés: A Java-ban nincs cim szerinti paraméteratadds, csak érték szerinti. A Java ugyanis a
primitiv tipusoknak az értékét tarolja, objektumok esetén pedig egy referenciat az adott objektumra
(mint C++-ban a referencia tipus). Objektum &taddsakor ez a referencia mésolédik le, azaz a referencia
adddik at érték szerint.

Példaul:

public static void BadSwap(Object x, Object y)
{

Object tmp = x;

X =y;
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y = tmp;
}

A fenti fiiggvény nem cseréli ki az x-et és y-t, csak lokalisan (a fiiggvénytorzson beliil), viszont a hivés
helyén x és y is helyben maradnak.

9.2.5 Eredmény szerinti paraméteratadas

Kimeneti szemantikdji paraméterataddsi méd. A formadlis paraméter az alprogram lokdlis valtozdja,
az alprogram végén a formalis paraméter értéke bemasolédik az aktudlisba. Azonban az alprogram
meghivésakor az aktudlis értéke nem mdsolédik be a formélisba. (Haszndlja példdul az Ada.)

9.2.6 Erték/ eredmény szerinti paraméteratadas

Az érték és eredmény szerinti paraméteratadds osszekombindldsa, igy egy be- és kimeneti szemantikaju
paraméterdtaddsi médot kapunk. (Haszndlja példaul az Algol-W vagy az Ada.)

9.2.7 Megosztas szerinti paraméteratadas

Objektumorientdlt programozdsi nyelvek (példdul: CLU, Eiffel) paraméterdtaddsi médja. Lényege, hogy
ha a formadlis paraméter megvaltoztathato és az aktualis paraméter egy megvéltoztathatd valtozd, akkor
cim szerinti paraméterdtadds torténik, egyébként pedig érték szerinti. A paraméteratadas médjat kiilon
megadni nem lehet. Megvéltoztathaté (mutable) objektum alatt azt értjik, hogy tulajdonsagai, ezaltal
allapota megvaltoztathato.

9.2.8 Igény szerinti paraméteratadas

Ezt a paraméterdtaddsi médot a lusta kiértékelésii funkciondlis nyelvek (példdul: Clean, Haskell, Mi-
randa) alkalmazzdk. Az aktudlis paramétert nem hivdskor értékeli ki, hanem akkor, amikor el6szor
sziiksége van ra a szamitasokhoz.

9.3 Tulterhelés

A tulterhelés (overloading) segitségével azonos nevii alprogramokat hozhatunk létre eltérd szignaturaval.
A szignatira a legtobb programozési nyelvben az alprogram nevét és a formélis paraméterek szdméat
és tipusit jelenti, de egyes nyelvekben (példdul Ada) a visszatérési érték tipusa is beletartozik. A
tulterhelés elsddleges felhasznélasi teriilete, hogy ugyanazt a tevékenységet kiilonboz6é paraméterezéssel
is elvégezhessiik.

A fordité az alprogramhivasbol el tudja donteni, hogy a tulterhelt valtozatok koziil melyiket kell
meghivni. Ha egyik sem illeszkedik vagy tobb is illeszkedik, akkor forditdsi hiba 1ép fel.
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Zarovizsga tételsor
11. Formalis nyelvek

Dobreff Andras

Formalis nyelvek
Form4lis nyelvtanok és a Chomsky-féle nyelvosztalyok. Automatédk: véges automata, veremautomata.
Reguléris nyelvek tulajdonsdgai és alkalmazasai. Kornyezetfliggetlen nyelvek tulajdonsdgai és elemzésiik.

1 Formalis nyelvtanok és a Chomsky-féle nyelvosztalyok

1.1 Alapfogalmak
Abécé, sz6
Szimbdlumok véges nemiires halmazat abécének nevezzik.

Egy V abécé elemeibdl képzett véges sorozatokat V' feletti szavaknak vagy sztringeknek nevezziik.
A 0 hosszusagu sorozatot iires szénak nevezziik és e-nal jeloljik.

AV 4bécé feletti szavak halmazdt (beleértve az iires szét is) V*-gal, a nemiires szavak halmazdt
V T-szal jeloljiik.
Konkatenacio
Az x = uv sz6t az u,v € V szavak konkatendciéjanak nevezziik.
A konkatendcié asszociativ, de (dltaldban) nem kommutativ.

V* zart a konkatenaciora. Azaz:
u,v €V = uveV”
Tovabba e egységelemnek tekintheté V*-gal és a konkatendciéval. Azaz:

wueEV* ueeV* éseueV”

Egyéb definiciék
e u,v € V. Az u szt a v részszavdnak nevezzik, ha v = zuy, (z,y € V) teljesiil. Ha még
xy # €, akkor u valddi részszo.
e v =2zuy (z,y,u,v € V). Ekkor:
— Ha = = ¢, akkor u-t a v sz6 prefixének nevezziik
— Ha y = ¢, akkor u-t a v sz6 szufixének nevezziik

e Egy u € V 526 titkorképe alatt a szimbdlumai forditott sorrendben valé felirdsat értjiik. (Jele:
-1
u™)

1.2 Formalis nyelvtanok

Nyelv
Ha L C V*, akkor L-et V feletti nyelvnek tekintjiik.
Az iires nyelv (egy sz6t sem tartalmaz) jele: ()

L nyelv véges nyelv, ha véges szamu szét tartalmaz, kiilonben végtelen nyelv.

Nyelvekre vonatkozé miiveletek:

o Ly ULy ={u|lué€ Ly vagy u € Lo} : az Ly és Lo nyelv unidja



LinLy={ulu€ Ly ésu€ Ly} : az Ly és Ly nyelv metszete

Ly —Lo={u|lu€ Ly ésué¢ Ly} : az L1 és Ly nyelv kiilonbsége
e L=V*—L:az L CV* komplementere

Li1Ly = {ujus| uy € L1,us € Lo} : az Ly és Ly nyelv konkatendcidja
Minden nyelvre fennall: OL = L) = @ illetve {e}L = L{e} =L

e L : az L nyelv i-edik (i > 1) iteraciéja (a konkatenéciéra nézve), és L° = {e}

e L*=|J L' : az L nyelv iterativ lezartja
i>1

Az unié, konkatendci6 és iteracié lezarasa miveleteket regularis miivelteknek nevezziik.
Grammatika

Nyelvek sokféle médon elédllithaték. A produkciés rendszerekkel vald el6éllitas egyik médja a
nyelvek generaldsa grammatikaval.

A G generativ grammatikdn egy (N, T, P, S) négyest értiink, ahol:
o N és T diszjunkt dbécék, a nemtermindlis (V) és termindlis (7') szimbdélumok &bécéi.
e S € N a kezddszimbdélum.

e P az (z,y) rendezett pdrok halmaza, ahol z,y € (N UT)* és x legaldbb egy nemtermindlis
szimbolumot tartalmaz.
A P halmaz elemeit atirasi szabdlyoknak nevezziik.

Az (z,y) jelolés helyett az x — y jelolést alkalmazzuk. (Ha —¢ (NUT) )

Levezetés
G=(N,T,P,S), ésu,v € (NUT)*. A v sz6 kdzveleniil (egy 1épésben) levezetheté u sz6bdl G-ben,
ha

U=uxug, v =uyus ésx -y € P (ug,us € (NUT)")
Ezt u = ¢ v jeloljiik.

Azt mondjuk, hogy a v sz6 k (> 1) 1épésben levezethetd az u sz6bdl G-ben, ha

Fug, ooy upr1 € (NUD)* tu=up,v = upyr 68 uy =g uip1 (1 <i<k)

A v sz6 levezethetd az u sz6b6l G-ben, ha u = v vagy 3k > 1 szdm, hogy v k 1épésben levezethetd
u-bol.

Maésképp: A v sz6 levezetheté az u sz6bdél G-ben (jele: w =7, v), ha u = v vagy 3z € (N UT)*
sz6, hogy u =¢, 2 és z =g v

Generalt nyelv
L(G) a G = (N, T, P,S) grammatika dltal generdlt nyelv, ha:

LG)={w| S = w,weT"}

1.3 Chomsky-féle hierarchia

G = (N,T, P, S) generativ grammatika i-tipusi (¢ = 0,1,2,3), ha P szabalyhalmazdra a kovetkezdk
teljestilnek:

Mondatszerkezetii grammatika (i=0)
Nincs korldtozés

Kornyezetfiiggé grammatika (i=1)
P minden szabélya u; Aug — ujvug alakid, ahol, A € N ésv # ¢, (u1,u2,v € (NUT)*). Kivéve az
S — € szabdlyt (ha létezik). Ekkor S nem fordul el6 egyetlen szabdly jobboldaldn sem.

Kornyezetfiiggetlen grammatika (i=2)
P minden szabdlya A — v alakd, ahol, A € N,v € (NUT)*.



Regularis grammatika (i=3)
P minden szabalya A — vB vagy A — v alakd, ahol, A, B € N,v € T*.

L nyelv i-tipust, ha i-tipusi grammatikaval generalhat6. Az i-tipust nyelvek osztalyat £, jeloljiik.
Az i-tipust nyelvosztélyok a kovetkezd tulajdonsidgokkal rendelkeznek:

0£3C£2C£1C£0

e Az L; (1=0,1,2,3) nyelvosztdlyok mindegyike zart a reguldris miiveletekre.

2 Automatak

Formalis nyelvek megaddsa nemcsak generativ, hanem felismer6 eszkozokkel is lehetséges, azaz olyan
szamitasi eszkozok segitségével, amelyek szavak feldolgozasara és azonositasara alkalmasak. Ilyen eszkoz
példaul az automata, amely egy sz6, mint input hatasira kétféleképpen viselkedhet: vagy elfogadja, vagy
elutasitja.

2.1 Véges Automata

Definicié
A véges automata egy rendezett 6tos,

A= (QaTv(quD,F)

ahol:

Q - allapotok véges nemiires halmaza

e T - input szimbdélumok abécéje

e §:Q xT — @ - allapot-dtementi fliggvény
e o € Q - kezdballapot

e ['C (Q - elfogadé allapotok halmaza

Miikodés:

A véges automata diszkrét idointervallumokban végrehajtott 1épések sorozata dltal miikodik. Min-
den egyes 1épés soran az automata elolvassa a kovetkezd input szimbélumot és atmegy egy olyan
allapotba, amelyet az dllapotédtmeneti fiiggvény meghatéroz (az aktuélis dllapot és input szimbdélum
alapjan).

Kezdetben az A véges automata a ¢y kezdballapotban van és az olvaséfej az input szalagon levé
u € T* sz6 els6é betlijét dolgozza fel. Ezutdn a véges automata lépések sorozatat végrehajtva

o

elolvassa az input u szot; betlir6l betiire haladva olvas és 1j allapotba keriil.

Miutan az u input sz6 utolsé betiijét is elolvasta a véges automata, vagy q € F, azaz elfogadd
allapotba keriil, és akkor az u szt az automata elfogadja, vagy az 4j allapot nem lesz eleme F-nek,
és ekkor az automata a szot nem fogadja el.

VDA - Véges determinisztikus automata
A ¢ figgvény egyértékil, ezért minden egyes (g, a) parra, ahol (¢, a) € Q X T egyetlen olyan s dllapot
létezik, amelyre 6(q,a) = s teljesiil. Ezért ezt a véges automatéat determinisztikusnak nevezziik.

VNDA - Véges nemdeterminisztikus automata
Ha tobbértékii allapot-atmeneti fiiggvényt is megengediink, azaz § : Q x T — 29, akkor nemdeter-
minisztikus véges automatdrdl beszéliink. (Ebben az esetben aktudlis dllapotnak egy dllapothalmaz
valamely elemét, mintsem egyetlen dllapotot tekinthetiink.)

Ez azt jelenti, hogy a kezdeti dllapot helyettesithetd egy Qo C @ kezd&allapot halmazzal. (Es az is
el6fordulhat, hogy egy a input szimbdlum esetén d(q, a) iires az aktudlis dllapotok mindegyikére.)

Tulajdonsagok
Az éllapot-atmeneteket
qa —p



alaku szabdlyok formdjaban is {rhatjuk p € §(q,a) esetén. Jeloljik Ms-val az A = (Q,T,6,Qo, F)
nemdeterminisztikus véges automata ¢ allapot-atmenet fliggvénye altal az el6bbi médon szarmazo
szabalyok halmazat.

Ha minden egyes (q,a) pérra egyetlen ga — p szabdly van Mjs-ban, akkor a véges automata
determinisztikus, egyébként nemdeterminisztikus.

Kozvetlen redukcio:

Legyen A = (Q,T,9,qo, F') egy véges automata és legyenek u,v € QT™* szavak. Azt mondjuk,
hogy az A automata az u szét a v széra redukédlja egy lépésben/kozvetleniil. Ha van olyan
qa — p szabdly Mjs-ban, és van olyan w € T* szd, amelyre u = gaw és v = pw teljesiil.
Redukcio:

Az A= (Q,T,6,q, F) véges automata az v € QT™* sz6t a v € QT* széra redukdlja (v =% v),
ha u = v, vagy 3z € QT™, amelyre u =% 2z és z =4 v teljesiil.

Az automata altal elfogadott nyelv:

Az A= (Q,T,9,q, F) véges automata éltal elfogadott/felismert nyelv alatt az

LA ={ueT| qu="p, qp€QoéspeF}

szavak halmazat értjik. (Az {ires sz, akkor és csak akkor van benne az automata &ltal
elfogadott L(A) nyelvben, ha Qo N F # 0).

Tétel:

Minden A nemdeterminisztikus véges automatdhoz meg tudunk adni egy 3-tipusi G gram-
matikat agy, hogy L(G) = L(A) teljesiil.

Tétel:

Minden 3-tipusi G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges automatdt gy, hogy
L(A) = L(G) teljesiil.

Ezek utan fendll a kérdés: Létezik-e olyan regularis nyelv, amely VNDA-val felismerhet6, de
nem ismerhetd fel VDA-val?
Valasz: Nincs.

Tétel:
Minden A = (Q,T,0,Qo, F) VNDA-hoz meg tudunk konstrudlni egy A" = (Q',T,¢, ¢}, F’)
VDA-t tgy, hogy L(A) = L(A’) teljesiil.

2.2 Veremautomata

Definicié

A veremautomata egy rendezett hetes

ahol

A= (Z7Q7T557207QO7F)

7 - a veremszimbdélumok véges halmaza,

Q - az allapotok véges halmaza,

T - az inputszimbdélumok véges halmaza,
§:7ZxQx (TU{e}) — 277%9 _ §tmeneti fiiggvény
zo € Z - a kezdeti veremszimbd6lum,

qo € Q - a kezdeti allapot,

F C @ - az elfogadé allapotok halmaza

A veremautomata konfiguraciéja alatt egy ug alaku szdt értiink, ahol v € Z* a verem aktudlis
tartalma és ¢ € @) az aktudlis allapot.

A kezdeti konfigurdcié zgqg-

Miikodés:

Tegyiik fel, hogy az A veremautomata olvaséfeje az a inputszimbdélumon &ll, a veremautomata g



allapotban van, valamint a verem tetején levé szimbdlum z. Legyen 6(z, q,a) = (u1,71), .oy (Un, Tn),
ahol u; € Z* és r; € Q,1 < i < n. Ekkor A kovetkez6 dllapota valamely r; lesz és egyidejiileg z-t
helyettesiti az u; széval, tovabba az olvaséfej egy cellaval jobbra lép az input szalagon.

Ha 4(z,q,€) nem ires, akkor un. e-dtmenet hajthaté végre.

Ha az input szalag a w € T™* sz6t tartalmazza és a zpqo kezdeti konfiguraciobdl kiindulva a 1épések
sorozatdt végrehajtva az A veremautomata egy up konfigurdcidba ér, ahol p elfogadé édllapot, akkor
azt mondjuk, hogy A elfogadta a w szd.

Tulajdonsagok

e Kozvetlen redukcié:
o, B e Z*QT™
Az A veremautomata az « sz6t a 3 széra redukilja egy lépésben (o« =4 ), ha:

3zeZ, pgeQ, acTU{e}, rnueZ* ésweT*

hogy:
(u,p) € 6(z,q,a) és a = rzqaw és B = rupw

e Redukcié:
Az A veremautomata az o szét a f széra redukédlja (¢ =% (), ha vagy o = S, vagy
V1, ey Y € Z¥QT™ szavakbdl 8116 véges sorozat, hogy a = vy, 8 =1,, és
Yi = A Vi+1 (i: 1,...,n—1)
e A veremautomata dltal elfogadott nyelv:
Az A veremautomata altal (elfogadé allapottal) elfogadott nyelv:

L(A) ={w € T*| zoqow =7 up, ahol u € Z*,p € F}

e Determinizmus:
A § leképezést szabalyok forméjaban is megadhatjuk. Az igy nyert szabalyhalmazt Ms-val
jeloljik. Tehat
1. zqa — up € Ms ha (u,p) € §(z,q,a)
2. 2q — up € Ms ha (u,p) € §(z,q,¢)

Az A=(Z,Q,T.,6, 20, qo, F) veremautomatat determinisztikusnak mondjuk, ha minden (z, q) €
Z X (@ par esetén:

1. YaeT:|6(z,q,a) =1és (z,q,6) =0
vagy
2. [(z,q,¢6)| =1ésVaeT:6(z,q,a)=0

e Ures veremmel elfogadott nyelv:
Az N(A) nyelvet az A veremautomata tires veremmel fogadja el, ha

N(A) ={w € T*| zogow =7 p, ahol p € Q}

o Tétel:
Barmely G kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk adni egy olyan A veremautomatat,
amelyre L(A) = L(G) teljesiil.

o Tétel:

Minden A veremautomatdhoz meg tudunk adni egy kornyezetfiiggetlen G grammatikét gy,
hogy L(G) = N(A) teljesiil.

3 Regularis nyelvek tulajdonsagai és alkalmazasai

3.1 3-tipusu grammatikik normalformaja

Minden 3-tipusi, azaz reguléris nyelv generdlhaté egy olyan grammatikdval, amelynek szabdlyai:
e X »aY, ahol X, Y e NésaecT
e X ¢ ,ahol X € N



3.2 Regularis kifejzések

Motivacio
Ismeretes, hogy minden véges nyelv reguldris. Tudjuk tovabbd, hogy az L3 nyelvosztaly (a reguléris
nyelvek osztdlya) zdrt az unid, a konkatendci6 és az iteracié lezdrtja miiveletekre nézve.

Kovetkezésképpen, kiindulva véges szamu véges nyelvbdl és az el6zéekben felsorolt, tin. regularis
miiveleteket véges sokszor alkalmazva regulédris nyelvet kapunk.

Kérdés az, hogy vajon ezzel az eljarassal minden reguléaris nyelvet el6 tudunk-e allitani, azaz, ez a
modszer elégséges-e az L3 nyelvosztaly leirasara?
Definicié
Legyenek V és V' = {e,-,+,%,(,)} diszjunkt dbécék. A V 4bécé feletti reguldris kifejezéseket
rekurziv médon a kévetkezéképpen definidljuk:
1. e reguléris kifejezés V felett.
2. Minden a € V regularis kifejezés V felett.
3. Ha R reguldris kifejezés V felett, akkor (R)* is reguldris kifejezés V felett. [iterativ lezdrds]
4. Ha Q és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q) - (R) [konkatendcid] és (Q) + (R) [unid] is
reguléris kifejezés V felett.
Megjegyzés: Minden requldris kifejezés jelol (meghatdroz) valamely reguldris nyelvet. (PlL: € a {e}
nyelvet, a + b az {a} U {b} = {a,b} és a-b az {a}{b} = {ab} nyelvet.) A reguldris kifejezés a
szintazxis, az, hogy hogyan értelmezzik, a szemantika.
Axiomak
P, Q, R regularis kifejezések. Ekkor fenndllnak a kovetkezo tulajdonsagok:
e Asszociativitas:
P+(Q@+R)=(P+Q)+R
P-(Q-R)=(P-Q)-R
e Kommutativités:
P+Q=Q+P
e Disztributivitéas:
P.(Q+R)=P-Q+P-R
(P+Q)-R=P-R+Q-R
e Egységelem:
e P=P.-e=P
P*=e¢+P-P*
P"=(e+ P)"
A fenti axiémék azonban még 6nmagukban nem elegendéek az Gsszes regularis kifejezés el6allitasara
(helyettesités segitségével). Sziikség van még az aldbbi inferencia szabélyra:

P=R+P-Q A ¢¢Q = P=R-Q

Vegyiik még hozzd az @) szimbSlumot a reguldris kifejezések halmazéhoz, amely az iires nyelvet
jeloli. (Ebben az esetben nincs sziikségiink az ¢ szimbdlumra, mivel 0* = {e}). Igy, a definiciéban
helyettesithetjiik az € szimbélumot az () szimbélummal. Ekkor helyettesitjiik e-t a megel$z6 axiéma
rendszerben (()*-gal és még egy tovdbbi axiémat tekintiink:

p-P=P-0=0

A fenti szabdlyok elégségesek ahhoz, hogy levezessiink minden érvényes egyenlGséget reguléris kife-
jezések kozott.

Regularis kifejezések és regularis nyelvek
Minden reguldris kifejezés egy regularis (3-tipusii) nyelvet jelol, és megforditva, minden reguléris
nyelvhez megadhaté egy, ezen nyelvet jelolé reguléris kifejezés.
(Ezzel vélaszt adtunk a motivdciéban feltett kérdésre.)



3.3 Linearis grammatikak és nyelvek
Definicié
Egy G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikdt linedrisnak neveziink, ha minden szabdlya:
1. A»u, AeNueT*
2. A= u Buy, A,Bé€ N,uj,us €T*
Tovabba G-t bal-linedrisnak, illetve jobb-linearisnak mondjuk, ha u; = ¢, illetve us = € minden 2.
alakud szabalyra.
Egy L nyelvet linedrisnak, bal-linedrisnak, illetve jobb-linedrisnak mondunk, ha van olyan G
linedris, bal-lineéris, illetve jobb-linedris grammatika, amelyre L = L(G) teljesiil.
Linearis és regularis grammatikak, nyelvek
A jobb-linedris grammatikdk azonosak a reguldris grammatikdkkal (3-tipustiak).

Tétel:
Minden bal-linedris grammatika reguldris (3-tipust) nyelvet general.

4 Kornyezetfiiggetlen nyelvek tulajdonsagai és elemzésiik

4.1 Kornyezetfiiggetlen grammatikak normalformai

Kornyezetfiiggetlen grammatikdk normalforméi olyan grammatikai transzforméacioval elallitott gram-
matikdk, melyek:

e bizonyos szintaktikai feltételeknek /tulajdonsdgoknak tesznek eleget
o (dltaldban) valamilyen szempontbdl egyszeriibbek, mint az eredeti grammatikdk
e ugyanazt a nyelvet generaljak (igy ugyanazon tipusba tartoznak)

Tétel:

Minden G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstruélni egy vele ekvivalens
G' = (N',T,P',S") kornyezetfiiggetlen grammatikat gy, hogy: G’ minden szabdlydnak jobboldala
nemiires sz6 [kivéve azt az esetet, mikor ¢ € L(G), ekkor S’ — ¢ az egyetlen szabdly, melynek jobboldala
az lires sz6 és ekkor S’ nem fordul el G’ egyetlen szabdlydnak jobboldaldn sem.]

e-mentes grammatika
A G grammatika e-mentes, ha egyetlen szabédlyanak jobboldala sem az iires sz6.

Tétel:
Minden kornyezetfiiggetlen G grammatikdhoz meg tudunk konstruélni egy G’ e-mentes kérnyezetfiiggetlen
grammatikét, amelyre L(G') = L(G) — {e} teljesil.

Chomsky normalforma
A G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen grammatikdt Chomsky-normélforméjinak mondjuk, ha
minden egyes szabdlya:

e X wa,ahol X € NjaeT
e X »YZ ahol XY, Z € N
Tétel:

Minden e-mentes G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrudlni egy
vele ekvivalens G’ = (N', T, P’, S) Chomsky-normdlformdji kornyezetfiiggetlen grammatikét.

Tétel (az el6z6 kovetkezménye):
Minden G kornyezetfiiggetlen grammatika esetében eldonthetd, hogy egy u szé benne van-e G
grammatika altal generalt nyelvben.

Redukélt grammatika

e A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisit inaktivnak/nem aktivnak nevezzik,
ha nem vezethetd le beldle termindlis sz6.



e A kornyezetfliggetlen grammatika egy nemtermindlisat nem elérhetének nevezziik, ha nem
fordul el6 egyetlen olyan széban sem, amely a kezd&szimb6lumbdl levezetheto.

e Egy nemtermindlist nem hasznosnak mondunk, ha vagy inaktiv, és/vagy nem elérhetd.

e Az, hogy egy A nemtermindlis elérheté-e vagy aktiv-e, az eldontheté.

e Egy kornyezetfiiggetlen grammatika redukélt, ha minden nemterminalisa aktiv és elérhetd.
Tétel:

Minden kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrualni egy vele ekvivalens redukdlt
kornyezetfliggetlen grammatikét.

4.2 Levezetési fa

A koérnyezetfiiggetlen grammatikédk levezetéseit fakkal is jellemezhetjiik. A levezetési fa egy sz6 elallitdsanak
lehetdségeirdl ad informacidkat. A levezetési fa egy irdnyitott graf, amely specialis tulajdonsagoknak tesz
eleget:

o A gyokér cimkéje: S

e A t6bbi csics cimkéje (N UT') valamely eleme
A levezetési fa nem minden esetben adja meg a levezetés sordan alkalmazott szabdlyok sorrendjét. Két
levezetés 1ényegében azonos, ha csak a szabdlyok alkalmazasanak sorrendjében kiilonbozik.

Egy kornyezetfiiggetlen grammatika minden levezetési fija egy egyértelmii (egyetlen) legbaloldalibb

levezetést hataroz meg. A legbaloldalibb levezetés sordn minden levezetési lépésben a legbaloldalibb
nemtermindlist kell helyettesitentink.

Tétel:
Minden kornyezetfiiggetlen grammatikardl eldonthetd, hogy az altala generdlt nyelv az iires nyelv-e vagy
sem.

4.3 Bar-Hillel Lemma

Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez meg tudunk adni két p és g természetes szamot gy, hogy minden
olyan sz6 L-ben, amely hosszabb, mint p
UTWYZ

alaki, ahol |zwy| < g, xy # € , és minden o
ux'wy'v

sz6 is benne van az L nyelvben minden i > 0 egész szdmra (u, z,w,y,v € T™).

Tétel:
Eldonthetd, hogy egy kornyezetfiiggetlen grammatika végtelen nyelvet generédl-e vagy sem.
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Zarovizsga tételsor
12. Logika és szamitaselmélet

Ancsin Addm

Logika és szamitaselmélet

[téletkalkulus és elsérendii predikdtumkalkulus: szintaxis, szemantika, ekvivalens atalakitasok, a sze-
mantikus kovetkezmény fogalma, rezolicié. — A kiszdmithatdsdg fogalma és a Church-Turing tézis. A
Turing-gép. Rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek. Eldonthetetlen problémak. Nevezetes id6- és
tdrbonyolultsagi osztalyok: P, NP, PSPACE. NP-teljes problémak.

1 Logika
1.1 Alapfogalmak

A logika targya az emberi gondolkodasi folyamat vizsgalata és helyes gondolkodasi formak keresése, il-
letve létrehozasa.
Fogalmak:

1. Allitas: Olyan kijelentés, melynek logikai értéke (igaz volta) eldonthetd, tetszéleges kontextusban
igaz vagy hamis. Azt mondjuk, hogy egy &llitas igaz, ha informacidtartalma megfelel a valésagnak
(a tényeknek), és hamis az ellenkezd esetben.

A mindennapi beszédben hasznalt kijelenté mondatok legtobbszor nem allitdsok, mivel a mondat
tartalmaba a kontextus is beleszamit: idépont, kornyezet allapota, dltalanos miiveltség bizonyos
szintje, stb. (pl. nem &llitds az, hogy "ma reggel 8-kor siitott a nap”, de §llitds pl. az, hogy
”minden pdros szam oszthat6 2-vel”).

2. Igazsagérték: Az igazsdgértékek halmaza L = {igaz, hamis}.

3. Gondolkodasi forma: Gondolkoddsi forma alatt egy olyan (F, A) part értiink, ahol A allitds,
F ={Ay, Ay, ..., A, } pedig allitdsok egy halmaza.

A gondolkodésforma helyes, ha minden esetben, amikor F' minden allitasa igaz, akkor A is igaz.

1.2 Ttéletkalkulus

1.2.1 Az itéletlogika szintaxisa

Az itéletlogika abécéje

Az itéletlogika dbécéje Vo = V, U {(,)} U {—, A, V, D}, ahol V, az {téletvdltozdk halmaza. Tehdt Vj az
itéletvaltozdkat, a zardjeleket, és a logikai miiveletek jeleit tartalmazza.

Az itéletlogika nyelve

Az itéletlogika nyelve (Lg) itéletlogikai formuldkbdl all, amelyek a kdvetkezéképpen dllnak el6:

1. Minden {téletvaltozo6 itéletlogikai formula. Ezek az tgynevezett primformuldk (vagy atomi for-
muldk).

2. Ha A itéletlogikai formula, akkor —A is az.
3. Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor (A A B), (AV B) és (A D B) is {téletlogikai formuldk.

4. Minden itéletlogikai formula az 1-3. szabdlyok véges sokszori alkalmazdsaval &ll el6.



Literal: Ha X {téletvaltozo, akkor az X és =X formuldk literdlok, amelyek alapja X.

Kozvetlen részformula:
1. Primformuldnak nincs kozvetlen részformuldja.
2. = A kozvetlen részformuldja A.

3. Ao B (o a A,V,D binér 6sszekotbjelek egyike) kozvetlen részformuldi A (bal oldali) és B (jobb
oldali).

Részformula: Legyen A € Ly egy itéletlogikai formula. Ekkor A részformuldinak halmaza a legsziikebb
olyan halmaz, melynek

1. eleme az A, és
2. ha a C formula eleme, akkor C kozvetlen részformuléi is elemei.
Szerkezeti fa: Egy C formula szerkezeti faja egy olyan véges rendezett fa, melynek csicsai formuldk,
1. gyckere C,
2. a —A csucsanak pontosan egy gyermeke van, az A,
3. a Ao B csicsanak pontosan két gyermeke van, rendre az A és B formuldk,

4. levelei primformulak.

(~(X DY)V Z)

/N

(X DY)

(XDY)

A\

abra 1: Példa szerkezeti fara.
Logikai 6sszetettség: Egy formula logikai Gsszetettsége a benne talalhato logikai 6sszekotojelek szama.

Mivelet hataskore: Egy miivelet hatdskore a formula részformulai koziil az a legkisebb logikai dsszetettségii
részformula, melyben az adott miivelet el6fordul.

Fo6 logikai 6sszekotSjel: Egy formula 6 logikai 6sszekotéjele az az Osszekotdjel, amelynek hataskore
maga a formula.

Precedencia: A logikai 6sszekdtdjelek precedencidja csokkend sorrendben a kovetkezé: —, A, V, D.

A definiciok alapjan egyértelmii, hogy egy teljesen zardjelezett formuldban mi a logikai 6sszekotGjelek
hataskore és mi a 6 logikai GsszekotGjel. Most megmutatjuk, hogy egy formuldban milyen esetekben
és mely részformulakat hatérold zaréjelek hagyhatdak el dgy, hogy a logikai 6sszekotdjelek hataskore ne
valtozzon. A részformuldk koziil a primformuldknak és a negaciés formulaknak nincs kiils6 zaréjelpérja,



ezért csak az (Ao B) alaki részformuldkrdl kell eldénteniink, hogy frhaté-e helyettitk Ao B. A zardjelek
elhagydsat mindig a formula kiilsé zéréjelparjanak (ha van ilyen) elhagydsaval kezdjiik. Majd ha egy
részformuldban mar megvizsgaltuk a kiilsé zardjelelhagyas kérdését, utana ezen részformula kozvetlen
részformuldinak kiils6 zardjeleivel foglalkozunk. Két eset lehetséges:

1. A részformula egy negacids formula, melyben az (Ao B) alaki kozvetlen részformula kiils6 zdrdjelei
nem hagyhatdk el.

2. A részformula egy (A e B) vagy A e B alaki formula, melynek A és B kozvetlen részformuldiban
kell donteni a kiilsé zardjelek sorsardl. Ha az A formula A; o Ay alaki, akkor A kiilsé zardjelpéarja
akkor hagyhaté el, ha o nagyobb precedencidji, mint e. Ha a B formula B; o By alaku, akkor B
kiils6 zardjelpéarja akkor hagyhato el, ha o nagyobb vagy egyenlé precedencidji, mint e.

3. Ha egy (A A B) vagy A A B alaki formula valamely kozvetlen részformuldja szintén konjunkcid,
illetve egy (AV B) vagy AV B alaki formula valamely kozvetlen részformuldja szintén diszjunkeid,
akkor az ilyen részformulakbdl a kiils6 zaréjelpar elhagyhato.

Formulalancok: A zardjelek elhagyédsara vonatkozé megdllapodédsokat figyelembe véve tgynevezett
konjunkciéds, diszjunkcios, illetve implikaciés formulalancokat is nyerhetiink. Ezek alakja A; A ... A A,,
Ay V...V A,, illletve A; D ... D A, Ezeknek a ldncformuldknak a & logikai 6sszekotdjelét a kovetkezd
zérdjelezési megéllapodéssal fogjuk meghatarozni: (A1 A (A2 A ..o A (Ap—1 A Ap)..)), (A1 V (A2 V...V
(An,1 \/An))), illetve (Al D) (A2 D...D (An,1 D An)))

1.2.2 Az itéletlogika szemantikaja
Interpretacio: L, interpreticidjan egy Z : V,, — L fluggvényt értiink, mely minden itéletvéaltozohoz

egyértelmien hozzarendel egy igazsagértéket.

Boole-értékelés: Ly-beli formulak Z interpretdciobeli Boole-értékelése a kovetkez6 Bz : Lo — L
fliggvény:

1. ha A primformula, akkor Bz(A) = Z(A),
2. Bz(—A) legyen —Bz(A),

3. Bz(A A B) legyen Bz(A) A Bz(B),

4. Bz(AV B) legyen Bz(A) Vv Bz(B),
5. Bz(A D B) legyen Bz(A) D Bz(B),

Bazis: A formula itéletvaltozdinak egy rogzitett sorrendje.

Szemantikus fa: Egy formula kiilonb6z6 interpretécidit szemantikus fa segitségével szemléltethetjiik.
A szemantikus fa egy olyan bindris fa, amelynek i. szintje (¢ >= 1) a bdzis i. itéletvaltozdjadhoz tartozik,
és minden csiicsabdl két él indul, az egyik a szinthez rendelt {téletvaltozoval, a masik annak negéltjaval
cimkézve. Az X itéletvaltozd esetén az X cimke jelentse azt, hogy az X igaz az adott interpretaciéban,
a =X cimke pedig azt, hogy hamis az adott interpretaciéban. A szemantikus fa minden dga egy-egy
lehetséges interpretaciét reprezental. Egy n véltozés formula esetén minden ag n hosszu, és a fanak 2™
aga van és az 0Osszes lehetséges interpretaciot tartalmazza.



abra 2: Az X)Y,Z itéletvaltozdkat tartalmazoé formula szemantikus fdja.

Igazsagtabla: Egy n valtozds formula igazsagtablaja egy n + 1 oszlopbdl és 2™ sorbdl allé tablazat.
A téblazat fejlécében az i. oszlophoz (1 <= i <= n) a formula bézisdnak i. itéletvéltozdja, az n + 1.
oszlophoz maga a formula van hozzarendelve. Az els§ n oszlopban az egyes sorokhoz megadjuk rendre a
formula kiilénb6z6 interpretaciéit, majd a formula oszlopadba minden sorba beirjuk a formula - a sorhoz
tartozd interpretaciobeli Boole-értékeléssel kapott - igazsdgértékét.

A logikai miiveletek igazsagtablaja:

X Y|-X XAY XVY XOVY
i1 (b i i i
i h|h h i h
h i |[i h i i
h h|i h h i

Igazhalmaz, hamishalmaz: Egy A formula igazhalmaza (A?) azon interpretdciék halmaza, melyen a
formula igazsigértékelése igaz. Az A formula hamishalmaza (A") pedig azon interpretdcick halmaza,
melyekre a formula igazsdgértékelése hamis.

Igazsagértékelés fiiggvény: Olyan fiiggvény, amely minden formuldhoz hozzédrendeli az igazhalmazat
(pA?") vagy a hamishalmazat (pA").

Legyen A egy tetszéleges itéletlogikai formula. Hatdrozzuk meg A-hoz az interpretéciéira vonatkozo
A, illetve @ A" feltételeket a kovetkezéképpen:

1. Ha A primformula, a pA® feltételt pontosan azok az Z interpretacidk elégitik ki, melyekre Z(A) =
igaz, a pA" feltételt pedig pontosan azok melyekre Z(A) = hamis.

2. A p(—=A)? feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha teljesiilnek a @ A" feltételek.

3. A (AN B)® feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a @ A® és a pB® feltételek egyszerre teljesiilnek.
4. A p(AV B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA? vagy a pB? feltételek teljesiilnek.
5. A o(A D B)" feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA" vagy a pB? feltételek teljesiilnek.

Tétel: Tetszéleges A itéletlogikai formula esetén a @ A* feltételeket pontosan az A'-beli interpretéciok
teljesitik.

Igazsagértékelés-fa: Egy A formula pA?, illetve @ A" feltételeket kielégité interpretéciéit az igazsagértékelés-
fa segitségével szemléltethetjiik. Az igazsagértékelés-fat a formula szerkezeti fajanak felhasznaldsaval
allitjuk el6. A gyoOkérhez hozzarendeljiik, hogy A melyik igazsagértékre vald igazsdgértékelés-feltételeit
keressiik, majd a gyokér ala A kozvetlen részformulai keriilnek a megfeleld feltétel-elGirassal, az aldbbiak
szerint:



p(=A)F p(-A p(Av B) w4 D> Bt

/\

AR Al pAl
w(A A B) w(An B)" w(Av B)P
N\,
*'F’Ai @Ah
@A D B)

o Bt / \ o B

abra 3: Igazsdgértékelés-fa feltétel-el6irdsai.
Ezutdn a gytkérhez a v (feldolgozott) jelet rendeljiik. Az eljarast rekurzivan folytatjuk, amig egy
agon a fel nem dolgozott formuldk
e (a) mind {téletvaltozdk nem lesznek, vagy
e (b) ugyanarra a formuldra egymdsnak ellentmondé el8irds nem jelenik meg.

Az (a) esetben az dgon el6forduld itéletvéltozéknak az dgon rogzitett igazsdgértékeit tartalmazd n-
esek mind elemei pA® gyokér esetén a formula igazhalmazanak, p A" gyokér esetén a formula hamishal-

mazanak.
A (b) esetben nem 4all el§ ilyen igazsdgérték n-es.

(Y VZ)A(Z D -X)) v

Y VZ) v
e(Z>o>-X) v
(pYi {pzi
pZ" p(-X)' v p(-X)' v
X
pXh pXh

dbra 4: Az (Y V Z) A (Z D —X) formula igazsagértékelés-fija.

A fenti példédban a formula igazhalmaza az igazsdgértékelés-fa alapjan: {(i,, h), (h,,1), (h,i, h), (h, h,i)}



Kiterjesztett igazsagtabla: Egy igazsagtabldban a formula igazsagértéke kiszamitasanak megkonnyitésére
vezették be a kiterjesztett igazsagtdbldat. A kiterjesztett igazsigtablaban az itéletvaltozokhoz és a for-
muldhoz rendelt oszlopokon kiviil rendre a formula részformulaihoz tartozd oszlopok is megjelennek.
Tulajdonképpen a szerkezeti faban megjeleno részformulak vannak felsorolva.

(x[v[z[vvz][-x[z>-X[(¥v2)A(Z>X) |

i1 | i h h h
i | i |h i h i i
i | h | 1 h h h
i | h|h k h i h
h i i 1 i 1 i
hii]|h i i i i
h i 1 ) i

h|h|h h i 1 h

abra 5: Az (Y V Z) A (Z D —X) formula kiterjesztett igazsagtabldja.

Formula kielégithet6sége, modellje: Egy A itéletlogikai formula kielégithetd, ha 1étezik olyan Z in-
terpretacié, melyre 7 = A, azaz a Bz Boole-értékelés A-hoz igaz értéket rendel. Egy ilyen interpretéciot
A modelljének neveziink. Ha A-nak nincs modellje, akkor azt mondjuk, hogy kielégithetetlen.

Ha A igazsagtédbldjaban van olyan sor, amelyben a formula oszlopdban igaz érték szerepel, akkor a
formula kielégithetd, kiilonben kielégithetetlen. Ugyanigy, ha ¢ A* nem iires, akkor kielégithetd, kiilonben
kielégithetetlen.

ftéletlogikai torvény, tautolégia: Egy A itéletlogikai formula dtéletlogikai torvény vagy masképpen
tautoldgia, ha Ly minden interpretdcidja modellje A-nak. (jelolés: |=¢ A)

Eldontésprobléma: Eldontésproblémanak nevezziik a kovetkez6 feladatokat:

1. Dontsiik el tetszéleges formuldrdl, hogy tautolégia-e!
2. Dontstik el tetszéleges formulardl, hogy kielégithetetlen-e!

Tautologikusan ekvivalens formuldk: Az A és B itéletlogikai formuldk tautologikusan ekvivalensek
(jelolés: A ~g B), ha Ly minden Z interpretécidjaban Bz(A) = Bz (B).

Formulahalmaz kielégithet6sége, modellje: L formuldinak egy tetszéleges I' halmaza kielégithetd,
ha van Lp-nak olyan Z interpretécidja, melyre: VA € ' : T |=¢ A. Egy ilyen Z interpreticié modellje
I'-nak. Ha I'-nak nincs modellje, akkor I' kielégithetetlen.

Lemma: Egy {A1, As, ..., A, } formulahalmaznak pontosan azok az Z interpretacick a modelljei, amelyek
a Ay A Ay A ... A A, formuldnak. Kovetkezésképpen {A1, As, ..., A, } pontosan akkor kielégithetetlen, ha
az A1 N Aa A ... N A, formula kielégithetlen.

Szemantikus kovetkezmény: Legyen I' itéletlogikai formuldk tetszOleges halmaza, B egy tetszOleges
formula. Azt mondjuk, hogy a B formula tautologikus kovetkezménye a T' formulahalmaznak (jelolés:
I' o B), ha minden olyan interpretécid, amely modellje I'-nak, modellje B-nek is. A T'-beli formuldkat
feltételformuldknak, vagy premisszéknak, a B formulét kovetkezményformuldnak (konklizidnak) hivjuk.

Tétel: Legyen I itéletlogikai formuldk tetszoleges halmaza, A,B,C tetszOleges itéletlogikai formuldk. Ha
T |:0 A, T |:0 B és {A,B} ):0 C, akkor T’ |:0 C.

Tétel: Legyenek A, Ag, ..., Ay, B tetszOleges {téletlogikai formuldk. {A;, Ao, ..., A,} =0 B pontosan
akkor, ha a {A;, A, ..., A,,, 7B} formulahalmaz kielégithetetlen, azaz a A; A A A ... A A, A =B formula
kielégithetetlen.

Tétel: Legyenek Ay, As, ..., A,, B tetsz6leges itéletlogikai formuldk. {A1, As,...,A,} Eo B pontosan
EkaOI‘7 ha ':0 AT ANAs A A An O B.



Ekvivalens atalakitasok

Fogalmak:

1. Egy primformulét ({téletvaltozdt), vagy annak a negdltjdt kozos néven literdlnak neveziink. A
primformula a literdl alapja. Egy literdlt bizonyos esetekben egységkonjunkcionak vagy egységdiszjunkcionak
(egységkloznak) is hivunk.

2. Elemi konjunkcid az egységkonjunkcio, illetve a kiilonb6zé alapu literdlok konjunkcidja (A kapesolat
a literdlok kozott). Flemi diszjunkcid vagy kloz az egységdiszjunkcid és a kiilénboz6 alapu literdlok
diszjunkcidja (V kapesolat a literdlok kozott). Egy elemi konjunkeid, illetve elemi diszjunkcié teljes
egy n-valtozos logikai miveletre nézve, ha mind az n itéletvaltozé alapja valamely literaljanak.

3. Diszjunktiv normdlformdnak (DNF) nevezzik az elemi konjunkcidk diszjunkciéjst. Konjunktiv
normdlformdnak (KNF) nevezziik az elemi diszjunkciok konjunkcidjat. Kitintetett diszjunktiv,
illetve konjunktiv normélformdkrél (KDNF, ileltve KKNF) beszéliink, ha a benniik szerepl6 elemi
konjunkcidk, illetve elemi diszjunkciok teljesek.

Tetszoleges logikai miiveletet leir6 KDNF, KKNF eldallitasa: Legyen b : L™ — L egy n-
valtozés logikai mivelet. Adjuk meg b miivelettablajat. Az els6 n oszlop fejlécébe az Xp, Xo, ... X,
itéletvéltozdkat irjuk.

A b-t leir6 KDNF eldallitasas

1. Viélasszuk ki azokat a sorokat a miivelettablaban, ahol az adott igazsdgérték n-eshez b igaz értéket
rendel hozza. Legyenek ezek a sorok rendre si, so,..s,. Minden ilyen sorhoz rendeljiink hozza egy
X{ANX5A . A X, teljes elemi konjunkcidt gy, hogy az X literdl X; vagy —X; legyen aszerint, hogy
ebben a sorban X; igaz vagy hamis igazsagérték szerepel. Az igy nyert teljes elemi konjunkciok
legyenek rendre ks, , ks,, ..ks,..

2. Az igy kapott teljes elemi konjunkcidékbdl készitsiink egy diszjunkcids lancformulat: kg, V ks, V...V
ks, . Ez a formula lesz a b miivelet kitiintetett diszjunktiv normélformaja (KDNF).

[x[y Tz o] Ta telies clemi konjunkcick |

I | '}
i1 | hili|* XANY AN-Z
i | h|i]lh

h| Rl i]* XA-Y A-Z
hle|dlli]* X AYANZ
hli|h|lh
hlh|i]t]=* X A-YANZ
hih|h|i]|=* X A=Y A-Z

abra 6: Egy hdromvaltozds b logikai miivelet miivelettablaja és az el6allitott teljes elemi konjunkcidk.

A fenti példa b miiveletének kitiintetett diszjunktiv normalforméaja a kévetkezd formula:
(XAYNAN-Z)V(XAYA-Z)V(EXAYAZ)V (X AYANZ)V (X AY A-Z).

A b-t leir6 KKNF el6allitasa:

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a miivelettablaban, ahol az adott igazsdgérték n-eshez b hamis értéket
rendel hozza. Legyenek ezek a sorok rendre si, so,..s,.. Minden ilyen sorhoz rendeljiink hozza egy
X{VXEV..VX] teljes elemi diszjunkcidt gy, hogy az X J’ literdl X; vagy =X legyen aszerint, hogy
ebben a sorban X; hamis vagy igaz igazsagérték szerepel. Az igy nyert teljes elemi diszjunkciok
legyenek rendre ds,, ds,, ..ds

e



2. Az igy kapott teljes elemi diszjunkcidkbol készitsiink egy konjunkcids lancformulat: dg, Adg, A ... A
ds,. Ez a formula lesz a b miivelet kitiintetett konjunktiv normélformdja (KKNF).

[ X |v[z][ o] ]a teljes elemi diszjunkeiok |
R AR X V-YV-Z
ifiln|i
i |h |1 h|* “XvYv-Z
i [h]n]i
hti|i|i
h| i |h|
R hlilla]x XVYV-Z
h|h|n|i

abra 7: Egy haromvaltozos b logikai miivelet miivelettablaja és az el6allitott teljes elemi diszjunkcidk.

A fenti példa b miiveletének kitiintetett konjunktiv normélforméja a kévetkezd formula:
(FXVYVZ)AXVYV-Z)AN (X VY VaZ).

KNF, DNF egyszertsitése: Egy itéletlogikai formula logikai Osszetettségén a formulaban szerepl6
logikai Gsszekotéjelek szamat értettiik. Ugyanazt a logikai miiveletet leiré formuldk kozil azt tekintjik
egyszeriibbnek, amelynek kisebb a logikai Gsszetettsége (azaz kevesebb logikai 6sszekotéjelet tartalmaz).

Legyen X egy {téletvaltozo k egy az X-et nem tartalmazd elemi konjunkcié, d egy X-et nem tartal-
maz6 elemi diszjunkcid. Ekkor az

o (a) (X ANk)V (=X Ak)~okés
o (b)) (XVAAN(XVd)~od

egyszerlsitési szabalyok alkalmazasdval konjunktiv és diszjunktiv normalforméakat irhatunk at egyszertibb

alakba.

Klasszikus Quine-McCluskey-féle algoritmus KDNF egyszertsitésére:
1. Soroljuk fel a KDNF-ben szerepl6 Gsszes teljes elemi konjunkcidt az Ly listdban, j := 0.

2. Megvizsgaljuk az L ;-ben szerepld sszes lehetséges elemi konjunkciépért, hogy alkalmazhaté-e rajuk
az (a) egyszerlisitési szabdly. Ha igen, akkor a két kivdlasztott konjunkciét v'-val megjeloljiik, és az
eredmény konjunkciét beirjuk a L;i; listdba. Azok az elemi konjunkcidk, amelyek az L; vizsgalata
soran nem lesznek megjelolve, nem voltak egyszeriisitheték, tehat bekeriilnek az egyszeriisitett
diszjunktiv normalforméaba.

3. Ha az L;;1 konjunkcidlista nem {ires, akkor j := j + 1. Hajtsuk végre 1jbdl a 2. 1épést.

4. Az algoritmus sordn kapott, de meg nem jel6lt elemi konjunkeiokbol készitsiink egy diszjunkcios
lancformulat. Igy az eredeti KDNF-el logikailag ekvivalens, egyszertisitett DNF-et kapunk.

Rezolticié

Legyenek Ay, A, ..., Ay, B tetsz6leges {téletlogikai formuldk. Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy { A1, Aa,
B, ami ekvivalens azzal, hogy {41, As, ..., A,, ~B} kielégithetetlen. Irjuk &t ez utébbi formulahalmaz
formulait KNF alakba! Ekkor a {KNFy,, KNFa,,..,KNF, ,KNF_g} formulahalmazt kapjuk, ami
pontosan akkor kielégithetetlen, ha a halmaz formuldiban szereplé klézok halmaza kielégithetetlen.

A klézokra vonatkozo egyszeriisitési szabaly szerint ha X itéletvéltozo, C' pedig X-et nem tartalmazo
kl6z, akkor (X VCO)A (X V) ~g C. Az X és a =X egységklézok (azt mondjuk, hogy X és - X
komplemens literdlpar) konjunkcidjdaval ekvivalens egyszer(ibb, egyetlen literdlt sem tartalmazé kléz az
ires kléz, melyet a O jellel jeloliink és definicié szerint minden interpretdcioban hamis igazsdgértéki.
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Legyenek most C7 és Cs olyan kl6zok, melyek pontosan egy komplemens literalpéart tartalmaznak,
azaz C; = C{ V Ly és Cy = C4 V Lo, ahol Ly és Lo az egyetlen komplemens literdlpar (C] és C} iires
kl6zok is lehetnek). Vildgos, hogy ha a két klézban a komplemens literdlparon kiviil is vannak literdlok,
és ezek nem mind azonosak, az egyszerisitési szabaly alkalmazhatosagi feltétele nem &ll fenn.

Tétel: Ha C; = C{V Ly és Co = C4V Ly, ahol Ly és Ly komplemens literdlpar, akkor {Cy, Ca} o C1V

Rezolvens: Legyenek C és C5 olyan klozok, melyek pontosan egy komplemens literdlpart tartalmaznak,
azaz C1 = C{ V Ly és Cy = C4 V Lo, ahol Ly és Ly a komplemens literdlpar, a C7 Vv C4 klézt a (Cq, Cs)
klézpér (vagy a Cy V Oy formula) rezolvensének nevezzitkk. Ha Cy = Ly és Cy = Lo (azaz Cf és CY) ires
kl6zok), rezolvensiik az iires kléz (O). Az a tevékenység, melynek eredménye a rezolvens, a rezolvdlds.

klézpar rezolvens
(XVvY, -YVvZ) XvZz

—
o

)

) (X V=Y, =Y vZ) nincs: mindkét azonos alapu literal negélt
(c) (Xv=Y, Zv=V) nincs: nincs azonos alapi literal

) (=X Vv-Y, XVYVZ) nincs: két komplemens literalpar van
e) (X, ~X) =

—

abra 8: Példak klézparok rezolvalhatésagara, rezolvensére.

Tétel: Ha a C kléz a (C1, Cs) klézpér rezolvense, akkor azon Z interpretacick a {Cy, C2} klézhalmazt
nem elégithetik ki, amelyekben C' igazsdgértéke hamis, azaz Bz(C) = hamis.

Rezoliciés levezetés: Egy S klozhalmazbdl a C kléz rezoliicids levezetése egy olyan véges k1, ks, ..., kpy (m >
1) klézsorozat, ahol minden j = 1,2, ..., m-re

1. vagy k; € S,
2. vagy van olyan 1 < s,t < j, hogy k; a (ks, k:) klézpér rezolvense,

és a klézsorozat utolsé tagja, ki, éppen a C' kloz.

Megéllapodéasunk szerint a rezoltcids kalkulus eldontésprobléméja az, hogy levezethet6-e S-bol OJ. A
rezoliciods levezetés célja tehat [ levezetése S-bol. Azt, hogy [J levezethetd S-bdl, ugy is ki lehet fejezni,
hogy 1étezik S-nek rezolicids cafolata.

Példa: Prébéljuk meg levezetni O-t az S = {-X VY, -YVZ XV Z -V VYV Z -Z} klézhalmazbdl.
A levezetés barmelyik S-beli kl6zbdl indithato.

1. ~VvYvZ [€S]
2. —Z |€eS]
3. -VvY [ 1, 2 rezolvense |
4. -YVZ [eS]
5 =Y | 2, 4 rezolvense |
6. -V [ 3, 5 rezolvense |
7. XVV [eS]
8. X [ 6, 7 rezolvense |
9. -XVY [eS]
10, ¥ [ 8, 9 rezolvense |
il. o [ 5. 10 rezolvense |

abra 9: [ rezolucids levezetése S-bdl.



Lemma: Legyen S tetszoleges klozhalmaz. S-bdl torténd rezolicids levezetés esetén barmely S-bél lev-
ezetett kloz tautologikus kovetkezménye S-nek.

A rezoliciés kalkulus helyessége: A rezoliciés kalkulus helyes, azaz tetszOleges S klézhalmaz esetén
amennyiben S-bol levezetheté O, akkor S kielégithetetlen.

A rezolicids kalkulus teljessége: A rezolicios kalkulus teljes, azaz barmely véges, kielégithetetlen S
klézhalmaz esetén S-bél levezethetd [.

Levezetési fa: Egy rezolicids levezetés szerkezetét levezetési fa segitségével szemléltethetjiik. A lev-
ezetési fa cstcsai klozok. Két csicsbol pontosan akkor vezet él egy harmadik, kozos csiicsba, ha az a két
kléz rezolvense.

“VvYvZ -7 -YvZ

/\/

—|VVY

\/XV

\ / X VY

\/
\/

abra 10: Az el6z6 példa levezetési faja.

Rezoliiciés stratégiak:

e Linedris rezolicio: Egy S klézhalmazbol valé linedris rezolucids levezetés egy olyan k1,11, ko, lo, ... km—1, lm—1, km
rezolicids levezetés, amelyben minden j = 2,3,...,m-re k; a (kj_1,lj_1) klézpar rezolvense. A k;
klézokat centrélis klézoknak, az [; klézokat mellékklézoknak nevezziik.

Tetszoleges rezolicids levezetés atirhato linearissa, azaz a linearis rezoliciés kalkulus teljes.

o Linedris inputrezolicio: Egy S klézhalmazbdl valé linedris inputrezolicids levezetés egy olyan
k1,01, ko, oy ooy km—1,lm—1, km linedris rezolicids levezetés, amelyben minden j = 1,2, ...,m — 1-re
l; € S, azaz a linedris inputrezoliciés levezetésben a mellékklézok S elemei.

A linedris inputrezoliciés stratégia nem teljes, de megadhaté olyan formulaosztaly, melyre az.
A legfeljebb egy negdlt literdlt tartalmazé klézokat Horn-kl6zoknak nevezziik, a Horn-formuldk
pedig azok a formuldk, melyek konjunktiv normalforméja Horn-kl6zok konjunkcidja. A linedris
inputrezolucids stratégia Horn-formuldk esetén teljes.

1.3 Predikatumkalkulus
1.3.1 Els6rendii logikai nyelvek szintaxisa

Egy elsorendii logikai nyelv abécéje logikai és logikan kiviili szimbdélumokat, tovabba elvalasztojeleket
tartalmaz. A logikan kiviili szimb6élumhalmaz megadhaté < Srt, Pr, Fn,Cnst > alakban, ahol:

1. Srt nemiires halmaz, elemei fajtdkat szimbolizdlnak,
2. Pr nemiires halmaz, elemei predikatumszimbdlumok,

3. az F'n halmaz elemei fiiggvényszimbdélumok,
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4. Cnst pedig a figgvényszimbdélumok halmaza.
Az < Srt, Pr, Fn,Cnst > dbécé szignaturija egy < v1, o, v3 > hdrmas, ahol

1. minden P € Pr predikdtumszimbdélumhoz vy a predikdtumszimbdlum alakjét, azaz a (71, 7o, ..., T )
fajtasorozatot,

2. minden f € Fn fliggvényszimb6lumhoz vs a fliggvényszimbdlum alakjat, azaz a (w1, e, ..., Tk, 7)
fajtasorozatot és

3. minden ¢ € Cnst konstansszimbdélumhoz vs a konstansszimbélumhoz alakjat, azaz ()-t

rendel (k > 0 és my, 7o, ..., Tk, ™ € STt).

Logikai jelek az itéletlogikdban is hasznélt logikai 6sszekotéjelek, valamint az univerzalis (V) és egzisz-
tencialis (3) kvantorok és a kiilonboz6 fajtdjd individuumvaltozok. Egy elsérendii nyelv dbécéjében min-
den 7 € Srt fajtahoz szimbdélumoknak megszamldlhatéan végtelen v, v7, ... rendszere tartozik, ezeket a
szimbolumokat nevezziik  fajtdju valtozoknak. Elvalasztéjel a nyitéd és csuko zardjelek, és a vesszo.

Az elsérendii logikai nyelvekben az elvédlasztéjelek és a logikai jelek mindig ugyanazok, viszont a
logikan kiviili jelek halmaza, illetve ezek szignatirdja nyelvrol nyelvre lényegesen kiilonbozhet. FEzért
mindig megadjuk a < Srt, Pr, Fn,Cnst > négyest és ennek < vy,15,v3 > szignaturdjat, amikor egy
elsbrendi logikai nyelv dbécéjére hivatkozunk. Jelolése V[V, ], ahol V, adja meg a < vy,va,v3 > szig-
naturdju < Srt, Pr, F'n, Cnst > négyest.

Termek: A V[V, ] dbécé feletti termek halmaza £4[V,], ami a kovetkez6 tulajdonsdgokkal bir:

1. Minden 7 € Srt fajtaji valtozé és konstans 7 fajtaju term.

2. Ha az f € Fn figgvényszimbSlum (mq,ma, ..., 7k, ) alakd és tq,ts,...,t, — rendre my,mo, ..., T
fajtdju — termek, akkor az f(sy, sa,...,Sk) egy 7 fajtdji term.

3. Minden term az 1-2. szabdlyok véges sokszori alkalmazdasaval all el6.

Formuldk: A V[V, ] dbécé feletti elsérendii formulédk halmaza L[V, ], ami a kovetkezd tulajdonsdgokkal
bir:

1. Ha a P € Pr predikdtumszimbélum (71,7, ..., ;) alakid és az tq,t9, ..., t,, — rendre 71, 7o, ..., Tk
fajtdju — termek, akkor a P(ty,ts,...,t;) s26 egy elsérendfi formula. Az {gy nyert formuldkat atomi
formuldknak nevezziik.

2. Ha S els6rendii formula, akkor —.S is az.
3. Ha S és T els6rendii formuldk és o binér logikai Gsszekdtéjel, akkor (S o T') is elsrendil formula.

4. Ha S eleme elsdrendi formula, @ kvantor (V vagy 3) és x tetsz8leges valtozd, akkor QxS is elsbrendii
formula. Az igy nyert formuldkat kvantalt formuldknak nevezziik, a VxS alaku formuldk uni-
verzalisan kvantalt formuldk, a 325 alaki formuldk pedig egzisztencidlisan kvantalt formuldk. A
kvantélt formuldkban Qx a formula prefixe, S pedig a magja.

5. Minden elsérend®i formula az 1-4. szabdalyok véges sokszori alkalmazasdval &ll eld.

A V[V, ] 4bécé feletti elsérendii logikai nyelv L[V, ] = L[V, ]JUL[[V,], azaz L[V, ] minden szava vagy term,
vagy formula.

A negdcids, konjunkciés, diszjunkcids, implikédcids (ezek jelentése ua., mint nulladrendben) és kvantélt
formuldk Gsszetett formuldk.

Az elsérendii logikai nyelv primformuldi az atomi formuldk és a kvantalt formuldk.

Viéltozéel6fordulas fajtii: Egy formula x véltozdjanak egy eléforduldsa:

e szabad, ha nem esik z-re vonatkoz kvantor hataskorébe,

e kotott, ha x-re vonatkozo kvantor hataskorébe esik.
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Valtozé fajtai: Egy formula x valtozdja:
e szabad, ha minden el6forduldsa szabad,
e kotott, ha minden el6fordulasa kotott, és

e vegyes, ha van szabad és kotott eléforduldsa is.
Formula zartsaga, nyiltsaga: Egy formula:

e zart, ha minden valtozdja kotott,
e nyilt, ha legalabb egy véltozéjanak van szabad el6fordulasa és

e kvantormentes, ha nincs benne kvantor

Megjegyzés: a zart formuldk elsérendii allitdsokat szimbolizdlnak (egy elsérendii allitds nem més,
mint elemek egy halmazdra megfogalmazott kijelenté mondat).

1.3.2 Az els6rendi logika szemantikija

Matematikai struktiara: Matematikai struktiran egy < U, R, M, K > négyest értiink, ahol:
1. U =, Ux nem iires alaphalmaz (univerzum),
2. R az U-n értelmezett logikai fliggvények (reldcidk) halmaza,
3. M az U-n értelmezett matematikai fliggvények (alapmiiveletek) halmaza,

4. K az U kijelolt elemeinek (konstansainak) halmaza (lehet iires).

Interpretacié: Az interpreticié egy < U, R, M, K > matematikai struktira és Z =< Zg.¢, Zpr, Zrn, Zonst >
fliggvénynégyes, ahol:

e az Tg. : m — U, fuggvény megad minden egyes m € Srt fajtdhoz egy U, nemiires halmazt, a 7
fajtaja individuumok halmazat,

e az Ip, : P — P7 fiiggvény megad minden (my, 7, ..., m;) alaki P € Pr predikdtumszimbélumhoz
egy PT: Uy, X Upy X oo X Ur, — L logikai fiiggvényt (reléciot),

o azTp, : f — fT fiiggvény hozzarendel minden (71, g, ..., T, 7) alaki f € F'n fiiggvényszimbSlumhoz
egy PT: Uy x Ugy X ... X Ug, — U, matematikai fiiggvényt (miiveletet),

® az Tone : ¢ — ct? pedig minden 7 fajtaji ¢ € Cnst konstansszimbélumhoz az U, individuumtar-
toméanynak egy individuumét rendeli, azaz ¢ € U,.

Vialtozdkiértékelés: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpretacidja, az interpretdcié univerzuma legyen
U és jelolje V a nyelv valtozéinak halmazat. Egy olyan k : V' — U leképezést, ahol ha x 7 fajtaja valtozo,
akkor k(x) € Uy, Z-beli valtozdkiértékelésnek neveziink.

L:[V,] szemantikdja: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpretéicidja és k egy Z-beli véltozdkiértékelés.
Az L]V,] nyelv egy 7 fajt4ji t termjének értéke Z-ben a  valtozokiértékelés mellett az aldbbi — [¢|Z"-val
jelolt — Uy-beli individuum:

1. ha ¢ € Cnst 7 fajtaji konstansszimbélum, akkor |¢|F* az U,-beli ¢ individuum,
2. ha z 7 fajtdjd valtozé, akkor |z|F* az U,-beli x(x) individuum,

3. ha tq,ts,...,t; rendre w1, mo, ..., T fajtdju termek és ezek értékei a k valtozdkiértékelés mellett

rendre az Uy, -beli |t;|5F, az Uy,-beli [to|T% ... és az U, -beli |tx|T" individuumok, akkor egy
(71, T, ..., Tk, 7) alakd f € Fn fiiggvényszimbolum esetén | f (¢, ta, ..., tg)|5" az Up-beli fZ(|t1]|5", [taF", ..., [te|T")
individuum.
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Valtozokiértékelés z-variansa: Legyen = egy valtozé. A k* valtozokiértékelés a k valtozokiértékelés
x-varidnsa, ha £*(y) = y minden z-t6l kiilénbozd y véltozé esetén.

Elsérendii logikai formula logikai értéke: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpreticidja és k egy
Z-beli véltozokiértékelés. Az L[V, ] nyelv egy C formuldjdhoz Z-ben a r valtozdkiértékelés mellett az
alabbi — |C|FF-val jelolt — igazsdgértéket rendeljiik:

| Z I,k I,k Tk .
Ik — ) 907 P PE([t [P [t ] TF) = dgaz

L [Pt 2, )2 = { hamis : kulonben
2. ‘ﬁA|I,m legyen ﬁ|A I,k
3. |A A BJIT" legyen |A[T" A |BIE®
4. |Av B|I’” legyen |A|Ia'€ V |B I,k
5. |A D BIT* legyen |A[F" O | BT~
6. |V AlT" = igaz : ‘A|I’F"* =1igaz kK minden K* x — variansara

' 1 hamis : kulonben
7. |z AEr = igaz  :|AP* =igaz k valamely k* x — variansara

' 1 hamis : kulonben

ElsSrendii formula kielégithet8sége: Egy A elsérendii formula kielégithets, ha van olyan Z inter-
pretacié és k valtozokiértékelés, amelyre |A|Z® = igaz (ekkor azt mondjuk, hogy az Z interpretécié és x
véaltozokiértékelés kielégiti A-t), kiillonben kielégithetetlen.

Amennyiben az A formula zért, igazsdgértékét egyediil az interpretacié hatérozza meg. Ha |A[F =
igaz, azt mondjuk, hogy az 7 kielégiti A-t vagy mdsképpen: Z modellje A-nak (Z = A).

Logikailag igaz els6rendii formula: Egy A els6rendii logikai formula logikailag igaz, ha minden Z
interpretaciéban és Z minden  véltozokiértékelése mellett |A|T* = igaz. Jeldlése: = A.

Szemantikus kévetkezmény: Azt mondjuk, hogy a G formula szemantikus kévetkezménye az F for-
mulahalmaznak, ha minden olyan Z interpretdciéra, amelyre Z = F fenndll, Z = G is igaz (jelolés:

FEQG).

Tétel: Legyenek Ay, As,...,A,, B (n > 1) tetsz6leges, ugyanabbdl az elsérendii logikai nyelvbdl vals
formuldk. Ekkor {A;, Ao, ..., A, } E B akkor és csak akkor, ha A; A As A ... A A, A —B kielégithetetlen.

Rezolicié: Elsérendi predikatumkalkulusban is végezheto rezolucid, rdaddsul a modszer helyes és teljes
is. Nehézséget a klozok kialakitasa okozhat, amelyek zart, univerzalisan kvantalt literalok konjunkciéjabol
allnak. Ehhez eszkozeink a prenex-, illetve skolem-formak.

2 Szamitaselmélet

2.1 Kiszamithatosag
2.1.1 Algoritmusmodellek

o Godel: rekurziv fiiggvények (primitiv rekurziv fliggvények 1931-ben, majd altaldnosabb 1934-ben)
e Church: M-kalkulus, A-definidlhaté figgvények: ekvivalensek a rekurziv fiiggvényekkel (bizonyitott)

e Turing: Turing-gép (1936), a A-definidlhat6 és a Turing-géppel kiszdmithaté fiiggvények mege-
gyeznek (bizonyitott)

Church-Turing tézis: A kiszamithatésag kiilonboz6 matematikai modelljei mind az effektiven kiszamithaté
fliggvények osztalyat definidljak.
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2.1.2 Fogalmak

Kiszamitasi problémanak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfogalmazott kérdést, amire egy
algoritmussal szeretnénk megadni a valaszt. A gyakorlati élet szinte minden problémé&jahoz rendelhetd,
megfelel6 absztrakciot hasznalva, egy kiszamitdsi probléma.

Egy problémat a hozzé tartozé konkrét bementettel egylitt a probléma egy példanyanak nevezziik.

Specialis kiszamitasi probléma az eldontési probléma. Ilyenkor a problémaval kapcsolatos kérdés egy
eldontendo kérdés, tehat a probléma egy példanyara a vélasz ”igen” vagy "nem” lesz.

Egy kiszamitasi probléma reprezentalhaté egy f : A — B fiiggvénnyel. Az A halmaz tartalmazza
a probléma egyes bemeneteit, jellemz&en egy megfelel6 abécé feletti széban elkdédolva, mig a B halmaz
tartalmazza a bemenetekre adott valaszokat, szintén valamely alkalmas dbécé feletti széban elkddolva.
Ertelemszerﬁen, ha eldontési problémarodl van szé, akkor az f értékkészlete, vagyis a B egy két elemi
halmaz: {igen,nem}, {1,0}, stb.

Kiszamithato fiiggvény: Egy f : A — B fiiggvényt kiszdmithatonak neveziink, ha minden z € A
elemre az f(z) € B fiiggvényérték kiszamithat6 valamilyen algoritmikus modellel.

Megoldhatdé, eldonthetd probléma: Egy kiszdmitdsi probléma megoldhatd (eldontési probléma esetén
azt mondjuk, hogy eldinthetd), ha az altala meghatarozott fliggvény kiszdmithatd.

Algoritmusok id6igénye: Legyenek f,g: N — N filiggvények, ahol N a természetes szamok halmaza.
Azt mondjuk, hogy f legfeljebb olyan gyorsan nd, mint g (jeldlése: f(n) = O(g(n))), ha ¢ > 0 és
ng € N, hogy f(n) < cxg(n) Yn > ng. Az f(n) = Q(g(n)) jeloli azt, hogy g(n) = O(f(n)) teljesiil és
f(n) =0O(g(n)) jeldli azt, hogy f(n) = O(g(n)) és f(n) = N (g(n)) is teljesiil.

Példa: 3n® +5n2 + 6 = O(n?), n* = O(2") Vk > 0, stb.

Tétel: Minden polinomialis fiiggvény lassabban nd, mint barmely exponencidlis fliggvény, azaz minden
p(n) polinomhoz és ¢ > 0-hoz Ing egész szam, hogy Vn > ng esetén p(n) < 2"

Kiszamitasi probléma megfeleltetése eldontési problémanak: Tekintsiink egy P kiszamitasi
problémét és legyen f : A — B a P altal meghatdrozott fiiggvény. Ekkor megadhaté P-hez egy P’
eldontési probléma tigy, hogy P’ pontosan akkor eldonthetd, ha P kiszamithato. Allftsuk péarba ugyanis
minden a € A elemre az a és f(a) elemeket, és kédoljuk el az igy kapott parokat egy-egy széban. Ezek
utdn legyen P’ az {gy kapott szavakbdl képzett formélis nyelv. Nyilvdnvald, hogy ha minden a € A
és b € B elemre az (a,b) € P’ tartalmazds eldonthetd (azaz P’ eldonthetd), akkor P kiszdmithatd és
forditva. E megfeleltetés miatt a tovabbiakban jellemzéen eldontési problémakkal foglalkozunk.

2.2 Turing-gépek

Hasonléan a véges automatdhoz vagy a veremautomatahoz, a Turing-gép is egy véges sok allapottal
rendelkez6 eszkoz. A Turing-gép egy két iranyban végtelen szalagon dolgozik. A szalag celldkra van
osztva, tulajdonképpen ez a gép (korldtlan) memdridja. Kezdetben a szalagon csak a bemend szé van,
minden celldn egy betli. A szalag tobbi celldja egy dgynevezett blank vagy székoz () szimbdlumokkal
van feltoltve. Kezdetben a gép ugynevezett iré-olvasé feje a bemené szd els6é betlijén all és a gép a
kezd&allapotdban van. A gép az iré-olvasé fejet tetszolegesen képes mozgatni a szalagon. Képes tovabba
a fej pozici6jaban a szalag tartalm&t kiolvasni és atirni. A gépnek van két kitiintetett dllapota, a ¢; és
a ¢, allapotok. Ha ezekbe az allapotokba keriil, akkor rendre elfogadja illetve elutasitja a bemend szot.
Formaélisan a Turing-gépet a kovetkez6é mdédon definidljuk.

A Turing-gép formadlis definiciéja: A Turing-gép egy olyan M = (Q, 3, T, §, qo, ¢;, ¢n) rendszer, ahol:

e () az allapotok véges, nem iires halmaza,

® qo,9i,qn € Q, qo a kezddallapot, ¢; az elfogad6 dllapot, g, pedig az elutasité allapot,
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o Y és I dbécék, a bemend jelek és a szalagszimbolumok dbécéje gy, hogy 3 C T' és I' — X tartalmaz
egy specialis LI szimbdélumot,

0 §:(Q—{gi,qn}) xI' > Q@ xI'x {L,R, S} az dtmenetfliggvény.

Ugy mint a veremautomatak esetében, egy M Turing-gép mitkodésének fazisait is konfigurdcidkkal
frhatjuk le.

Turing-gép konfigurdcidja: Az M Turing-gép konfigurdcidja egy olyan uqv sz6, ahol ¢ € Q és u,v € T'*,
v # €. Ez a konfigurdcié az M azon allapotat tiikrozi amikor a szalag tartalma wv (uv el6tt és utdn
a szalagon mér csak U van), a gép a ¢ dllapotban van, és az ir6-olvasé fej a v elsé betiijére mutat. M
Osszes konfiguracidjanak halmazat Cps-el jeloljik.

Turing-gép kezddokonfiguracidja: M kezddkonfiguracidja egy olyan goull szd, ahol u csak ¥-beli
betiiket tartalmaz.

Turing-gép konfiguriaciéatmenete: M konfigurdciéatmenete egy olyan FC Cps x Cpy relacié, amit a
kovetkezdképpen definialunk. Legyen uqav egy konfiguracié, ahol a € T" és u, v € I'*. A kovetkez6 harom
esetet kiilonboztetjiik meg:

1. Ha d(q,a) = (r,b,S), akkor ugav - urbv.
2. Ha é(q,a) = (r,b, R), akkor ugav b ubrv’, ahol v = v, ha v # ¢, kiilénben v’ = L.
3. Ha d(q,a) = (r,b, L), akkor ugav - u'rcbv, ahol v’'c = u valamely u' € T*-ra és ¢ € T-ra, ha u # ¢,

egyébként pedig v’ = ¢, ¢ = L.

Azt mondjuk, hogy M véges sok 1épésben eljut a C konfigurdciébdl a C” konfiguraciéba (jele C H* C7),
ha 1étezik olyan n > 0 és (4, ...C,, konfigurdciésorozat, hogy Cy = C, C,, = C’ és minden 1 < i < n-re
Ci [ Ci+1.

Ha g € {¢;,qn}, akkor azt mondjuk, hogy az ugv konfigurdcié egy megalldsi konfiguracié. Tovébbd,
q = q; esetében elfogadd, mig g = ¢, esetében elutasité konfiguraciordl beszéliink.

Turing-gép &altal felismert nyelv: Az M Turing-gép altal felismert nyelv (jelolése L(M)) azoknak az
u € X* szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy qoull F* zq;y valamely x,y € I'*, y # ¢ szavakra.

abra 11: Egy, az L = {u#u | u € {0, 1}+} felismerd Turing-gép.

Turing-gépek ekvivalencidja: Két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet is-
merik fel.
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Turing-felismerhet6 nyelv, rekurzivan felismerhet6 nyelvek osztalya: Egy L C ¥* nyelv Turing-
felismerhet6, ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. A Turing-felismerheté nyelveket szokds rekurzivan
felsorolhatonak is nevezni. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztalyat RE-vel jeloljiik.

Turing-eldontheté nyelv, rekurziv nyelvek osztalya: Egy L C ¥* nyelv Turing-eldontheté, ha
létezik olyan Turing-gép, amely minden bemeneten megéllasi konfiguracioba jut és felismeri L-et. A
Turing-felismerhet6 nyelveket szokas rekurzivnak is nevezni. A rekurziv nyelvek osztalyat R-rel jeloljik.

Turing-gép futéisi ideje, id6igénye: Tekintsiink egy M = (Q, X%, T, 0, qo, ¢i, ¢») Turing-gépet és annak
egy u € ¥* bemend szaviat. Azt mondjuk, hogy M futési ideje (idéigénye) az u szén n (n > 0), ha M
a goull kezd6konfiguraciobdl n 1épésben el tud jutni egy megallasi konfiguraciéba. Ha nincs ilyen szédm,
akkor M futdsi ideje az u szoén végtelen.

Legyen f : N — N egy fliggvény. Azt mondjuk, hogy M iddigénye f(n) (vagy azt, hogy M egy f(n)
id6korlatos gép), ha minden u € ¥* input széra M id6igénye az u szén legfeljebb f(I(u)).

2.2.1 Tobbszalagos Turing-gépek

A tobbszalagos Turing-gépek, értelemszeriien, egynél tobb szalaggal rendelkeznek. Mindegyik szalaghoz
tartozik egy-egy ir6-olvasé fej, melyek egymastdl fiiggetlentil képesek mozogni a szalagon.

Tobbszalagos Turing-gép definicidja: Legyen k£ > 1. Egy k-szalagos Turing-gép egy olyan M =
(Q,%2,T,9,q0, g, qn) rendszer, ahol a komponensek a § kivételével megegyeznek az egyszalagos Turing-
gép komponenseivel, § pedig a kdvetkezéképpen adédik. 0 : (Q — {g;, gn}) x I'* — Q x T'* x {L, R, S}k.
Legyenek ¢,p € Q, a1, a2, ...,ak,b1,b2,....,b, € T és Dy, Do, ...,Dy, € {L,R,S}. Ha §(q,a1,a2,...,ar) =
(p, b1, b2, ..., b, D1, Do, ..., Dy), akkor a gép akkor a gép a g dllapotbdl, ha a szalagjain rendre az aq, ag, ..., ag
betiiket olvassa, 4t tud menni a p allapotba, mikézben az a1, as, ..., ax betiiket atirja a by, ba, ..., by, betlikre
és a szalagokon a fejeket D1, Do, ..., D} irdnyokba mozgatja.

A tobbszalagos Turing-gép konfiguracidja, a konfiguraciéatmenet valamint a felismert illetve eldontott
nyelv definicidja az egyszalagos eset értelemszeri altalanositdsa. A tobbszalagos Turing-gép idGigényét
is az egyszalagoshoz hasonléan definidljuk.

To6bbszalagos és egyszalagos gépek ekvivalencidja: Minden k-szalagos, f(n) id6korldtos Turing-
géphez van vele ekvivalens O(n x f(n)) id6korldtos egyszalagos Turing-gép.

2.2.2 Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép allapotfiiggvénye d : (Q — {¢i,qn}) x P(I' = Q x I' x {L, R})
alakd. Tehdt M minden konfiguraciéjabdl néhany (esetleg nulla) kiilonb6z6 konfigurdciéba mehet dt. Ily
moédon M szamitasi sorozatai egy u szon egy faval reprezentalhatok. A fa csicsa M kezdGkonfigurédcidja,
a szogpontjai pedig M konfiguraciéi. A fa minden levele megfelel M egy szamitasi sorozatdnak az u-n.
M akkor fogadja el u-t, ha a fa valamelyik levele elfogad6 konfiguracié. Nevezziik ezt a most leirt fat az
M nemdeterminisztikus szdmitasi fajanak az u-n. Az M Aaltal felismert nyelv a determinisztikus esethez
hasonléan definialhaté, a gép altal eldontott nyelv pedig a kovetkezoképpen.

Nemdeterminisztikus Turing-gép altal eldontott nyelv: Azt mondjuk, hogy egy nemdetermin-
isztikus M Turing-gép eldont egy L C I'™* nyelvet, ha felismeri, és minden u € 3% széra M szamitasi
sorozatai végesek és elfogadési vagy elutasitasi konfiguraciéba vezetnek.

Nemdeterminisztikus Turing-gép idGigénye: Legyen f : N — N fliggvény, M egy nemdetermin-
isztikus Turing-gép. Az M id6igénye f(n), ha egy n hosszi u bemeneten nincsenek M-nek f(n)-nél
hosszabb szamitasi sorozatal, azaz az M szamitasi fdja az u-n legfeljebb f(n) magas.

Determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gépek ekvivalenciaja: Minden M nemdeter-

minisztikus Turing-géphez megadhaté egy ekvivalens M’ determinisztikus Turing-gép. Tovabbd, ha M
f(n) id&éigényfi valamely f : N — N fiiggvényre, akkor M’ 2°U/ (") idsigényti.
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2.3 Eldonthetetlen problémak

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy bar a Turing-gép a lehet6 legaltalanosabb algoritmus modell,
mégis vannak olyan probléméak, melyek nem szamithatdk ki Turing-géppel.

Emlékeztets: A rekurzivan felsorolhaté (Turing-felismerhet8) nyelvek osztélydt RE-vel, a rekurziv
(Turing-eldonthetd) nyelvek osztdlydt R-rel jeloljik.

Vildgos, hogy R C RE. A célunk az, hogy megmutassuk: az R valddi részhalmaza az RFE-nek, azaz
van olyan nyelv (probléma) ami Turing-felismerhet8, de nem eldénthetd.

Csak olyan Turing-gépeket fogunk vizsgdlni, melyek bemend dbécéje a {0,1} halmaz. Ez nem je-
lenti az dltaldnossdg megszoritdsat, hiszen ha taldlunk egy olyan {0,1} feletti nyelvet, melyet nem lehet
eldonteni ilyen Turing-géppel, akkor ezt a nyelvet egyaltalan nem lehet eldonteni.

2.3.1 Turing-gépek kédolasa

A {0,1} feletti szavak felsorolhatéak (vagyis megszdmldlhatéak). Valéban, tekintsiik azt a felsoroldst,
amelyben a szavak a hosszuk szerint kovetik egymast, és két egyforma hosszu sz6 koziil pedig az van
elébb, amelyik az alfabetikus rendezés szerint megelézi a mésikat. Ily médon a {0, 1}" halmaz elemeinek
egy felsorolasa a kovetkezSképpen alakul: wy; = e, we = 0, wy = 1, wy = 00, ws = 01 és igy tovabb.
Ebben a fejezetben tehdt a w; széval a {0,1}" 4. elemét jeldljiik.

Legyen tovabbd M egy {0,1} inputdbécé feletti Turing-gép. Van olyan k > 0 szdm, hogy Q-t
felirhatjuk @ = {p1,...px} alakban, ahol p; = qo, Pk—1 = qi, Px = gn. Tovdbb4, van olyan m > 0 szém,
hogy I'-t felirhatjuk I' = { X1, ... X, } alakban, ahol X1 =0, X5 =1, X35 =1, és X4, ...X,,, az M tovabbi
szalagszimbdlumai. Nevezziik végiil az L, R, S szimbdlumokat (amelyek irdnyokat jelolnek) rendre Dy,
Dy és Dg-nak. Ezek utdan M egy 6(pi, X;) = (pr, X5, Dy) (0 <i,r <k, 1 <j,s<més1l<t<3)
atmenete elkédolhaté a 0°10710710°10° széval. Mivel minden 0-s blokk hossza legaldbb 1, az dtmenetet
kédold széban nem szerepel az 11 részszé. Tehat az M Osszes atmenetét kédold szavakat Gsszeflizhetjiik
egy olyan szové, melyben az atmeneteket az 11 részszo vélasztja el egymastol. Az igy kapott sz6 pedig
magat M-et kdédolja.

A tovébbiakban M;-vel jeldljik azt a Turing-gépet, amelyet a w; sz6 kédol (¢ > 1). Amennyiben w;
nem a fent leirt kédoldsa egy Turing-gépnek, akkor tekintsiik M;-t olyannak, ami minden input esetén
azonnal a ¢, dllapotba megy, azaz L(M;) = (.

A kés6bbiekben sziikséglink lesz arra, hogy elkédoljunk egy (M,w) Turing-gép és bemenet pérost

egy {0,1} feletti sz6ban. Mivel a Turing-gépek kdédoldsa nem tartalmazhat 111-et, ezért (M, w) kédja a
kovetkez6: M kédja utan irunk 111-et, majd utana w-t.

2.3.2 Egy nem rekurzivan felsorolhaté nyelv

Az Lsys nyelv: Az Lsys nyelv azon {0, 1} feletti Turing-gépek bindris kédjait tartalmazza, melyek nem
fogadjék el onmaguk kédjat, mint bemend szét, azaz Lays = {w; | i > 1, w; ¢ L(M;)}

Tétel: La’tlé ¢ RE.

2.3.3 Egy rekurzivan felsorolhaté, de nem eldéntheté nyelv

Az L, nyelv: Tekintsiik azon (M, w) parok halmazit (egy megfelel6 bindris széban elkédolva), ahol M
egy {0,1} bemend dbécé feletti Turing-gép, w pedig egy {0, 1} feletti sz6 gy, hogy w € L(M), azaz M
elfogadja w-t. Ezt a nyelvet jel6ljik L,-val. L, = {{w;,w;) | i,5 > 1,w; € L(M;)}

Tétel: L, € RE.

Tétel: L, ¢ R.
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2.3.4 Tovabbi tételek

1. Legyen L egy nyelv. Ha L, L € RE, akkor L € R. Kovetkezmény: a rekurzivan felsorolhaté nyelvek
nem zartak a komplementerképzésre.

2. Ha L € R, akkor L € R, azaz a rekurziv nyelvek zartak a komplementerképzésre.

2.3.5 Tovabbi eldonthetetlen problémak

Kiszamithaté fiiggvény: Legyen ¥ és A két dbécé és f Y*bol A*-ba képzd fliggvény. Azt mondjuk,
hogy f kiszamithatd, ha van olyan M Turing-gép, hogy M-et egy w € ¥* széval a bemenetén elinditva,
M tgy all meg, hogy a szalagjdn a f(w) € A* sz6 van.

Eldontési problémak visszavezetése: Legyen L, C X* és Lo C A* két eldontési probléma. L vis-
szavezetheté Lo-re (L1 < Lg), ha van olyan f : ¥* — A* kiszdmithat6 fiiggvény, hogy minden w € ¥*
széra w € Ly pontosan akkor teljesiil, ha f(w) € Lo is teljestil.

Tétel: Legyen L1 C X* és Ly C A* két eldontési probléma és tegyiik fel, hogy Li visszavezethetd Lo-re.
Ekkor igazak a kovetkez6 allitasok:

1. Ha L, eldonthetetlen, akkor L is.
2. Ha Ly ¢ RE , akkor Ly ¢ RE.

A megdlldsi probléma: Legyen L = {(M,w) | M megdll a w bemeneten}, azaz Lj azon (M, w)
Turing-gép és bemenet parosokat tartalmazza elkédolva, melyekre M megéll a w bemeneten. Lj eldonthetetlen
(L, visszavezetheté Lp-ra), viszont Ly, € RE.

Az Lj..s probléma: Legyen Li..s = {(M) | L(M) =0}. Ljes eldonthetetlen (L, visszavezethetd
Liires-re), valamint Li..s ¢ RE.

Rekurzivan felsorolhaté nyelvek (nem trividlis) tulajdonsdga: Ha P a rekurzivan felsorolhaté
nyelvek egy halmaza, akkor P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy tulajdonsdga. Ha P # () és P # RE,
akkor P nem trividlis tulajdonsaga a rekurzivan felsorolhaté nyelveknek.

Rice tétele: Adott P tulajdonsigra jeldljik Lp-vel azon Turing-gépek kédjainak halmazat, amelyek
‘P-beli nyelvet ismernek fel. Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy nem trividlis tulajdonsaga, akkor
Lp eldonthetetlen.

Post Megfelelkezési Probléma (réviden PMP): A PMP problémét a kovetkezOképpen definidljuk.
Legyen X egy legaldbb két betlit tartalmazé dbécé és legyen D = {[%], s [“—"]} egy domindhalmaz,

Un
melyben n > 168 Uy, ..., Up, V1, ..., v, € 2. A kérdés az, hogy van-e egy olyan 1 < iq,...,i, <m (m > 1)
indexsorozat, melyre teljestl, hogy a [Z—l}, ooy [m] domindkat egymds mellé frva alul és feliil ugyanaz a
1

m

sz6 adodik, azaz u;, ...u
nevezzik.

Formalis nyelvként a kdvetkez&képpen definidlhatjuk a PMP-t: PMP = {(D) | D — nek van megolddsa}.
PMP eldonthetetlen.

=v;,...v;, . Ebben az esetben a fenti domindsorozatot a D egy megoldasanak

im

2.4 Bonyolultsagelmélet

A bonyolultsdgelmélet célja a megoldhatd (és ezen beliil az eldonthetd) problémék osztdlyozdsa a megolddshoz
sziikséges eréforrasok (jellemzben az idé és a tdr) mennyisége szerint.

2.4.1 Iddébonyolultsagi fogalmak

TIME: Legyen f : N — N fiiggvény. TIME(f(n)) = {L | L eldontheto O(f(n)) idoigényt Turing — géppel}
P =, TIME (n*). Tehat P azon nyelveket tartalmazza, melyek eldonthetéek polinom idSkorlatos

determinisztikus Turing-géppel. Ilyen példdul a jél ismert ELERHETOSEG probléma, melynek bemenete
egy G graf és annak két kitiintetett csicsa (s és t). A kérdés az, hogy van-e a G-ben ut s-bél t-be. Ha
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az ELERHETOSEG probléméra nyelvként tekintiink, akkor irhatjuk azt, hogy
ELERHETOSEG = {(G, s,t) | G — ben van 1t s — bol t — be}.

Koénnyen megadhaté az ELERHETOSEG problémé&jat polinom idében eldéntd determinisztikus Turing-
gép, tehat ELERHETOSEG € P.

NTIME: Legyen f : N — N filiggvény.
NTIME(f(n)) = {L | L eldontheto O(f(n)) idoigényu nemdeterminisztikus Turing — géppel}

NP = >, NTIME(n*). Az NP-beli problémék rendelkeznek egy kozos tulajdonsidggal az aldbbi
értelemben. Ha tekintjiikk egy NP-beli probléma egy példanyat és egy lehetséges ”bizonyitékot” arra
nézve, hogy ez a példany ”igen” példanya az adott problémanak, akkor ezen bizonyiték helyességének
leellenérzése polinom id6ben elvégezhetd. Ennek megfeleléen egy NP-beli problémat eldonté nemdeter-
minisztikus Turing-gép altalaban gy miikodik, hogy ”megsejti” a probléma bemenetének egy lehetséges
megoldasat, és polinom idoben leellendrzi, hogy a megoldas helyes-e.

Tekintsiik a SAT problémét, amit a kdvetkezéképpen definidlunk. Adott egy ¢ itéletlogikai KNF.
A kérdés az, hogy kielégithet6-e. Annak a bizonyitéka, hogy a ¢ kielégithetd, egy olyan valtozé-
hozzarendelés, ami mellett kiértékelve a ¢-t igaz értéket kapunk. Egy tetszoleges valtozo-hozzarendelés
tehat a ¢ kielégithet6ségének egy lehetséges bizonyitéka . Annak leellenérzése pedig, hogy ez a hozzarendelés
tényleg igazzd teszi-e ¢-t, polinom id6ben elvégezhets. A SAT NP-beli probléma.

Az a definiciokbdl kovetkezik, hogy fennall a P C NP tartalmazés.

2.4.2 NP-teljes problémak

Polinom id6ben kiszamithaté fiiggvény: Legyen X és A két dbécé és f X*bdl A*-ba képzé fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy f polinom id6ben kiszdmithatd, ha kiszamithaté egy polinom id6igényl Turing-
géppel.

Eldontési problémak polinom idejii visszavezetése: Legyen L; C X* és Ly C A* két eldontési
probléma. L; polinom idében visszavezethetd La-re (L1 <, L2), ha L; < Lo és a visszavezetésben
hasznalt f fliggvény polinom idében kiszamithato.
Tétel: Legyen L, és Ly két probléma gy, hogy L1 <, Lo. Ha Lo

1. P-beli, akkor L; is P-beli.

2. NP-beli, akkor L; is NP-beli.

NP-teljes probléma: Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha
1. NP-beli, és
2. minden tovdbbi NP-beli probléma polinom id6ben visszavezethetd L-re.

Tétel: Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Megjegyzés: Jelenleg NEM tudunk P-beli NP-teljes problémardl!!!

Tétel: Legyen L, egy NP-teljes, Ly pedig NP-beli probléma. Ha L; <, Lo, akkor Ly is NP-teljes.
Cooke tétele: SAT NP-teljes.

Legyen k > 1. kSAT = {(¢) | ¢ minden tagjiban k literdl van.}

Tétel: 3SAT NP-teljes, ugyanis SAT <, 3SAT.

TELJES RESZGRAF = {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k csticsti részgrafja}. Tehdt a TELIES
RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza, megfeleld abécé feletti szavakban elkédolva, melyekre igaz,
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hogy G-ben van k csicsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csiics kozott van él.
TELJES RESZGRAF= {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k csticsti részgrafja}. Tehdt a TELIES
RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza, megfeleld abécé feletti szavakban elkédolva, melyekre igaz,
hogy G-ben van k csicsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csics k6zott van él.
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k elema fiiggetlen csicshalmaza}.

Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k parokat tartalmazza, melyekre igaz, hogy G-ben van
k olyan cstcs, melyek koziil egyik sincs 0sszekotve a mésikkal.

CSUCSLEFEDES =
( ) G véges graf,k > 1, G — nek van olyan k elemi csiucshalmaza, }

mely tartalmazza G minden élének legaldabb 1 végpontjat.

TELJES RESZGRAF, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ és CSUCSLEFEDES NP-teljesek (TELJES RESZGRAF <,
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <, CSUCSLEFEDES).

UTAZOUGYNOK =

(G, F) | G véges irdnyitatlan graf, az éleken egy — egy pozitiv egész sullyal és
’ van G — ben legfeljebb k dsszsulyt Hamilton kor ’

Tétel: Az UTAZOUGYNOK probléma NP-teljes.

2.4.3 Tarbonyolultsag

A tarbonyolultsiagot egy specidlis, igynevezett offline Turing-gépen vizsgaljuk.

Off-line Turing-gép: Offline Turing-gépnek neveziink egy olyan tobbszalagos Turing-gépet, mely a
bemenetet tartalmazé szalagot csak olvashatja, a tobbi, in. munkaszalagokra pedig irhat is. Az offline

Turing-gép tarigényébe csak a munkaszalagokon felhasznalt teriilet szamit be.

A tovébbiakban Turing-gép alatt minidig offline Turing-gépet értiink. Most definidljuk a tarbonyolultsdggal
kapcsolatos nyelvosztalyokat.

SPACE(f(n)) = {L|L eldénthets O(f(n)) tarigényt determinisztikus Turing — géppel}
NSPACE(f(n)) = {L|L eldontheto O(f(n)) tarigényt nemdeterminisztikus Turing — géppel }
PSPACE = |J,., SPACE(n*)

NPSPACE = |J,., NSPACE(n*)

L = SPACE(log, n)

NL = NSPACE(log, 1)

Savitch tétele: Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) C SPACE(f2(n)).
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Zarovizsga tételsor

13. Alapvetd algoritmusok és adatszerkezetek

Alapvetd algoritmusok és adatszerkezetek

Egyszerii adattipusok dbrazolasai, miiveletei és fontosabb alkalmazésai. A hatékony adattarolés és vis-
szakeresés néhany megvalositasa (binaris kereséfa, AVL-fa, 2-3-fa és B-fa, hasitéas (,hash-elés”)). Ossze-
hasonlit6 rendezé algoritmusok (buborék és besziro rendezés, ill. verseny, kupac, gyors és Osszefésiils

Fekete Déra

rendezés); a miiveletigény also korlatja.

1 Egyszert adattipusok abrazolasai, miiveletei és fontosabb al-

kalmazasai

1.1 Adattipus

Adatszerkezet: ~ struktuara.

Adattipus: adatszerkezet és a hozza tartozé miiveletek.

Adatszerkezetek:

e Tomb: azonos tipusu elemek sorozata, fix méretd.

o Verem: Mindig a verem tetejére rakjuk a kovetkezs elemet, csak a legfelst kérdezhetjiik le, és

vehetjik ki.

Verembe(V[1..n], k. d, hiba)

k=n
I N
hiba = igaz | k=k+1
VK] =d
hiba = hamis

Verembol(V[1..n], k x, hiba)

k=0
I N
hiba = igaz | x=V[k]
k=k-1
hiba = hamis

e Sor: Egyszerii, els6bbségi és kétvégili. A prioritdsos sornél az elemekhez tartozik egy érték, ami

alapjan rendezhetjiik Gket.

Figure 1: Verem miiveletei




Sorba(S[L.n], j, h, d, hiba)

Sorbol(5[1..n]. j, k, x, hiba)

h=n

| N

hiba = igaz h+j=n

1 N

S[n]=d | S[h+jmodn]=4d

h=h+1

hiba = hamis

kmodn=j-1
I N
hiba =igaz | == 5[]
j=mn-1
I N
j=n | j=j+1medn
hiba = hamis

Figure 2: Sor mitiveletei

o Lista: Lancolt abrazolassal reprezentaljuk. 3 szempont szerint kiilonboztethetjiik meg a listakat:
fejelem van /nincs, lancolés irdnya egy/ketts, ciklusossag van/nincs. Ha fejelemes a listank, akkor

a fejelem akkor is létezik, ha iires a lista.

A lista node-okbdl all, minden node-nak van egy, a kévetkezére mutatd pointere, illetve lehet az

el6zére is, ha kétirdnyt. Ezen kiviil van egy els§ és egy aktudlis node-ra mutaté pointer is, és az
utolso elem mutatdja NIL. A listat megvalosithatjuk gy, hogy tetszéleges helyre lehessen elemet

beszurni, illetve tordlni.

Listaba(l, r)

p=1

p-=mut != NIL && r-»ért > p->mut-»ért

p=p-=mut

r-=mut = p->mut

p-=mut=r

Tordl(fej, akt, r)

akt = NIL
| N
r=NIL | p=fgj
p->mut != akt
p=p-=mut
r=akt

p-=mut = p-=mut->mut

akt = akt-=mut

r-=mut = NIL

Figure 3: Lista mtveletei

e Fa: Egyszerd, binaris és specidlis (kupac, binaris kerestfa, AVL-fa).

A binéris fat rekurzivan

definidljuk: ¢t € T'(E) [bin. fak tipusérték halmaza(alaptipus)] <= ¢ iires fa (jele: ), vagy t-nek
van gyokéreleme, bal(t), jobb(t) részfaja. Lancoltan abrazoljuk, tombosen csak teljes fak, illetve

kupac esetén.

o Kupac: Olyan binaris fa, melynek alakja majdnem teljes és balra rendezett. Témbdsen abrazoljuk,
mert pointeresen a bonyolult lépkedést nem teszi lehetévé, témbdsen indexosszefiiggésekkel konnyen

megoldhato.



KupacbaBeszur(A[1..n], k d, hiba)

k=n

I N

hiba =igaz | k=k+1

Al =d

v=kdiv2

u=k

1 <= v && A[V] < Afu]

Csere(A[v], A[u])

u=v

v=vdiv2

hiba = hamis

Figure 4: Kupac miveletei

o Hasitotdbla

e (rif [Nem egyszeri adattipus.]

1.2 Abrazolasai

Absztrakcios szintek:

1. absztrakt adattipus (ADT): specifikacié szintje, itt nincs szerkezeti Osszefliggeés, csak matematikai
fogalmak, miiveletek logikai axiémakkal vagy eléfeltételekkel.

e algebrai (axiomatikus) specifikicio, példa: Verembe : VxE — V. Axiéma, példa: Felso(Verembe(v,e)) =
e

o funkcionalis (el6- és utofeltételes) specifikacio, példa: (elsGbbségi) sor S(E), s € S egy konkrét
sor, s = {(e1,t1), .-, (en,tn)}, n > 0. Ha n = 0, akkor a sor iires.
Vi, j € [1..n]:i7éj—>ti7étj.
Sorbol : S — S X E, Dsorpor = S\{ures}. Eléfeltétel: Q = (s = s’ As’ # (), utofeltétel:
R=(s=35\{(e,t)} A (e,t) € ' ANVi(e;,t;) € 8 1t < t;).

2. absztrakt adatszerkezet (ADS): kognitiv pszichologia szintje, abrdk. Az alapvets szerkezeti tulaj-
donsédgokat tartalmazza (nem mindet). Ennek a szintnek is része a mtiveletek halmaza. Példak: az
abra egy iranyitott graf, miivelet magyarazata, adatszerkezet definialasa.

Sor szerkezete - .
Verembdl mivelet magyarazata

>~0~0~0~0 :

-

sor

Figure 5: ADS



3. dbrdzolds/reprezentdicio: dontések (tombds vagy pointeres dbrazolas), a nyitva hagyott szerkezeti
kérdések. Egy adatszerkezetet tobbféle reprezentacioval is meg lehet valositani (pl. prioritésos sor
lehet rendezetlen témb, rendezett tomb, kupac).

e tombds dbrdzolds: takarékos abrazolas, elhelyezése, tetszGleges rakovetkezések, bejarasok, de
ezeket meg kell adni.

e pointeres abrdzolds: minden pointer egy Osszetett rekord elejére mutat.
4. implementdlds

5. fizikai szint

1.3 Miiveletei
o Ures adatszerkezet létrehozasa
e Annak lekérdezése, hogy iires-e az adatszerkezet
e Elem berakasa, itt ellendrizni kell, hogy nem telt-e még meg
e Elem kivétele vagy torlése, itt ellenérizni kell, hogy nem iires-e

e Adott tulajdonségu elem (példaul maximum, veremben a felss) lekérdezése, itt is ellendrizni kell,
hogy {ires-e az adatszerkezet

e Bejarasok (preorder, inorder, postorder, szintfolytonos), listdknél az elsd, el6z6 vagy kovetkezs
elemre lépés

e Elem modositasa bizonyos adatszerkezeteknél (pl. listak)

1.4 Fontosabb alkalmazasai

Prioritisos sor: nagygépes programfuttatisnal az eréforrasokat a prioritds ardnyiban osszuk el, adott
pillanatban a maximalis prioritasat valasszuk. SlirgGsségi iigyeleten, grafalgoritmusoknal is alkalmazhato.
B-fa: ipari méretekben adatbazisokban hasznaljak.

2 A hatékony adattarolas és visszakeresés néhany megvaldsitasa
(binaris kereséfa, AVL-fa, 2-3-fa és B-fa, hasitas (,hash-elés”))

2.1 Binaris kerestfa

Nincsenek benne azonos kulcsok, a kévetendd elv: ,kisebb balra, nagyobb jobbra". Inorder bejarassal
novekvd kulcssorozatot kapunk.

Miiveletigénye fa magassagi nagysigrendii.

Az a cél, hogy a binéris keres6fa ne nyuljon meg lancszerten, erre jo az AVL-fa és a 2-3-fa.



Beszur(t. p)

y=NILx=t

x != NIL && p->ért I= x->ért

yex

p-mért < y-sért

1 N

x=x-vhal | x=x->jobb

% != NIL && p->ért = x-yért Kovetkezo(t, p)

1 N
p-> jobb = NIL

Return NIL | p-»szild =y ; i

yl= NIL i

=p a=p->jobb

a-»szild != NIL && a-»szild-#ért < a-=ért | a-zhal != NIL

p-ért < y-»ért i :
a= a->szils a=a-bal

1 N

a-»sziilé = NIL Returna

y>bal=p | y->jobb=p
I N

return a-=szild

Return p return NIL

Figure 6: Binaris keres6fa miiveletei

2.2 AVL-fa

Cél: a t binaris keres6fa magassaganak log,(n) kozelében tartasa, azaz h(t) < c¢-logy(n), ahol ¢ elfogad-
hatoan kicsi. Az ilyen fat kiegyensulyozottnak nevezziik.

AVL: Adelszon-Velszkij, Landisz 1962-ben alkottak meg.

A ¢ binaris keresofat egyuttal AVL-fanak nevezziik <= t minden x csucsara |h(bal(x))—h(jobb(x))| < 1.
Minden cstacsnak van egy cimkéje +, —, = (gyerekek magassaganak kiilonbsége). A beszuras helyétél
felfelé ellendrizziik ezeket, és ha kell, akkor médositjuk. Ha valahol ++ vagy —— alakul ki, akkor ott
elromlik az AVL-tulajdonsag, egy vagy tobb forgatdssal vagy atkotéssel konstans miiveletigénnyel helyre
lehet hozni.

To6bbféle séma is van: (++,+), (++, —), (++, =) és a tiikorképeik.

2.3 2-3-fa és B-fa

2-3-fa kis méretben az elmélet szamara jo, a B-fa a gyakorlati valtozat adatbézisban.

t 2-3-fa <= minden bels6 csticsnak 2 vagy 3 gyereke van, a levelek azonos szinten helyezkednek el,
adatrekordok csak a levelekben vannak, belsé pontokban kulcsok és mutatok, levelekben a kulcsok balrol
jobbra nének.

Ha 4 gyerek lenne a besztras utan, akkor csticsot kell vagni. Ha torlésnél 1 gyerek lenne valahol, akkor
csicsosszevonasokat és gyerekatadast alkalmazunk.

B-fa nagyobb mérett, itt két hatar kozott mozog a gyerekszam: [Z] és 7, ahol 50 < r < 1000.

2.4 Hasitas
Kulcsos rekordokat térol.

e Hasitds ldncoldssal: a kulcsiitkozést lancolassal oldja fel. Van egy hasitofiiggvény: h: U — [0..m —
1], elvaras vele kapcsolatban, hogy gyorsan szamolhat6 és egyenletes legyen. m-et ugy valasztjuk
meg n nagysagrendjének ismeretében, hogy o = 7 lesz a varhato listahossz, ha egyenletes hasitést
feltételeziink.

Példaul kétirdnyu listat hasznalhatunk a hasitashoz. Miiveletek: beszurés, keresés, torlés.
Gyakorlatban érdemes m-et tgy megvalasztani, hogy olyan primszam legyen, ami nem esik 2-
hatvany kozelébe.

e Hasitds nyitott/nyilt cimzéssel: A kulcsokat lehessen egészként értelmezni, ekkor vannak jo hasitofiig-
gvények.
Probalkozas altalanos képlete: h(k) 4+ hi(k) (mod M), 0 < i < M — 1. Egész addig alkalmazza,
amig {ires helyet nem talal.



1. Linedris préba: h;(k) = —i (mod M), egyesével balra lépegetve keressiik az iires helyet.

Héatranya az els6dleges csomdsodas, ez jelentGs lassulast okoz beszirasnal és keresésnél.

2. Négyzetes proba: hi(k) = (—1)'([1])? (mod M), a négyzetszamokkal lépegetiink balra-jobbra,

2

ezek az eltolasok kiadjak {0,1,..., M — 1}-et. Hatrany: masodlagos csomosodas.

3. Kettds hash-elés: h;(k) = —ih'(k) (mod M), h'(k) a k-hoz tartozé egyedi lépéskoz, (h'(k), M)
1 relativ primek. Ha az M elég nagy, akkor nincs csomésodas.

o Hasitdfiigguények: Leggyakoribb: k egész, kongruencia relacié. Altalanosan: h(k) = (ak + b (mod

p)) (mod M), az univerzalis hasitas csaldadja. Tapasztalat: k egyenletesen hasit.

3 Osszehasonlité rendezd algoritmusok (buborék és besziiré ren-

dezés, ill. verseny, kupac, gyors és Osszefésiilé rendezés)

Buborék- és besztir6 rendezés klasszikusak, n?-es mtiveletigénytek, a tobbi hatékony, n log(n)-es idejtiek.

3.1 Buborékrendezés

A legnagyobb értéket cserékkel a végéig felbuborékozza, ezt minden ciklus végén elhagyjuk. A gyakor-

latban nem hasznaljak.

Buborékrendezés(A[1..n])

forj=nta 2 by -1

fori=1to j-1

All = Ali+1]
M

SKIP

csera(afi], Ali+1])

Figure 7: Buborékrendezés

3.2 Beszurd rendezés

Kis n-re (kb 30) ez a rendezés a legjobb.

Itt az elemmozgatas mindig 1 értékadas (buborékrendezésnél a csere 3 értékadas). Listara is implemen-

talni lehet, ez esetben a pointereket allitjuk at, az elemek helyben maradnak.

Al[l..j] rendezett, j = 1..n.



3.3 Versenyrendezés

Gyakorlatban nem hasznaljak.
Teljes binaris fa az alapja, egy versenyfa. Szintfolytonosan dbréazoljuk tombdsen.

2. (n — 1)-szer

a) gyOkérben szerepl6é maximalis elem helyének megkeresése a levélszinten és —oo irésa a helyére

Beszurorend(A[1.n])

j=1l.n-1

w=Afj+1).i=]

iz=1B&Af]]=w

Afi+1] = A[i]

Figure 8: Beszurd rendezés

1. A versenyfa kitoltése (a verseny lejatszasa). Maximum a gyokérben, ennek kiirdsa az outputra.

b) az egészet jrajatsszuk (azt az agat, ahol volt) — 2. legjobb feljut a gyokérbe

Versenyrend(A[1..2n-1])

VFaKitolt(A[1.2n-1])

Write(A[1])

i=1l.n-1

VFaMax(A[1.2n-1])

Write(A[1])

VFaKitolt{A[1..2n-1])

j=n-1.

A[l] = max{A[2]]. A[2j+1]}

VFaMax(A[1..2n-1])

j=1

j==n-1

Afi] = Af21]

=2 | j=2j+1

Afj] = -végtelen

j=7div2

jr=1

Afj] = max{A[2]]. A[2j+1]}

j=jdivz

Figure 9: Versenyrendezés




3.4 Kupacrendezés

1. Kezd§ kupac kialakitasa. Rendezetlen input tombbdl tartalmi invaridnst készitiink, ami mar ku-
pac struktiraju. Elv: cserékkel lesiillyesztjiik az elemet a nagyobb gyerek irdnyaba, ha kisebb a
nagyobbik gyereknél. A siillyesztés eljuthat ahhoz a cstiicshoz, amelynek nincs jobb gyereke.

2. (n — 1)-szer

a) gyoOkérelem és az alsé szint jobb széls6 (=utolso) aktiv elemének cseréje, és a csere utan lekertilt
elem inaktivva tétele

b) a gyokérbe keriilt elem siillyesztése az aktiv kupacon

Kupacrend(A[1..n])

sully(A[L.n], u. v)
1-tgaz Kezdokupac{A[1.n])
Eﬂdﬂ]mpﬂ.ﬂ(ﬂ[l..n]] 1&& 2u<=v
2u+1 > v || A[2u] > A[2u+1] k=n.2
j=(ndiv2) .1l b i CeereA[1]. A[K])
Alu] >= Afir]
Sﬁﬂ}’EA[l.ﬂ], j’ IZ'.I.:I 1=hamis | Csere(a[u], Afir]) SﬁH}’[J’L[l--ﬂ]J 1, k'ljl

Figure 10: Kupacrendezés

A kezd6kupac kialakitdsanal, és a ciklus kozben a siillyesztés modja kicsit kiilonbozik, hiszen az els6
esetben a valtozo elem siillyed le a teljes kupacon, a masodikban a gyokér siillyed az aktiv kupacon. A
képen lathato algoritmus mindkét mtiveletet teljesiti.

3.5 Gyorsrendezés

Elve: véletleniil valasztunk egy elemet. A néala kisebb elemeket t&le balra, a nagyobbakat jobbra rakjuk,
az elemet berakjuk a két rész kozé. Rekurziv algoritmus.



Helyrevisz(A[1..n], u, v, k)

i=u+l,j=v

ia=j

i<=j && A[i] < Afu]

i=i+1

i==j&& Afu] = Afj]

j=1-1

i=j

| N

GyorsRend(A[1.n], u, v) Csere(A[i]. A[])

u==v i=i+1l 1]

j=j-1

Helyrevisz(uwvk)

% | GyorsRend(A[L.n]uk-1) el )

GyorsRend(A[1.n], k+1,v) k=i-1

Figure 11: Gyorsrendezés

3.6 Osszefésiils rendezés

Alapja: 2 rendezett sorozat Osszefésiilése. Ezt alkalmazhatjuk feliilrdl lefelé (rekurziv) vagy alulrol felfelé
(iterativ), ez utobbit szekvencialis fajloknal.

OfRend(A[1.n], u, v)

u==v

h= (u+v) div 2

OfRend(A[t.n], u, h)

OfRend(A[1.n]. h+1,v)

Osszefesul(A[u.h], Alh+1.v], Afuv])

Figure 12: Osszefésiils rendezés

4 A miveletigény alsé korlatja osszehasonlité rendezésekre

4.1 Miiveletigény

Kijeloljiik a dominans miiveleteket, és az n inputméret fliggvényében hanyszor hajtodnak végre, ezt néz-
ziik. Jelolés altalanosan T'(n), de lehet konkrétan is, pl Cs(n) [csere]. mT (n) a minimalis mdveletigény,
MT(n) a maximalis és AT (n) az atlagos.



O : nagyséagrendileg azonos, két konstans kdzé beszorithatd
: nagyséagrendi felsG becslés, o: nincs megengedve az egyenlGség

Q : nagysagrendi als6 becslés, w: nincs megengedve az egyenlGség

4.2 Alsodkorlat

Példaul: n elem maximumkivalasztasa legalabb (n — 1) Gsszehasonlitast igényel. Bizonyitésa: Ha ennél
kevesebb Osszehasonlitds lenne, akkor legalabb 1 elem kimaradt, és ezzel ellentmondéasba keriilhetiink.
Déntési fa: Algoritmus n méreti inputra. Kiegyenesednek a ciklusok véges hosszi lanccé, a végrehajtas
nyoma egy fa strukturat ad. Tokéletes fa: minden bels§ pontnak 2 gyereke van. Ennél az algoritmusnél
nincs jobb, mert 27 > nl. Gsszehasonlité rendezés esetén, n! input.

4.3 Alsékorlat legrosszabb esetben

Tétel: MOpg(n) = Q(nlogn) A legkedvezstlenebb permutaciora legalabb nlogn Gsszehasonlitas. Bi-
zonyitas: logsn! < nlogon = Q(nlogn), és MOg(n) = h(t) > logyn! (lemma miatt) = MOg(n) =
Q(nlogn).

4.4 Alsoékorlat atlagos esetben

Legyen minden input egyformén valészinti (%)

AOg(n) =L > peperm(n) Or(D), €s konnyt belatni, hogy > Or(p) = lhsum(h(tr(n))) [levél-magassag-
Gsszeg].

Lemma: Az n! levelet tartalmazoé tokéletes fak koziil azokra a legkisebb az lhsum(h(tr(n))) érték,
amelyek majdnem teljesek.

Tétel: AOgr(n) = Q(nlogn).

10
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Zarovizsga tételsor
14. Haladé algoritmusok

Dobreff Andras

Haladé algoritmusok

Gréfalgoritmusok: grafok abrazolds, szélességi bejards, minimalis koltségii utak keresése, minimélis
koltségli feszit6fa keresése, mélységi bejards, DAG topologikus rendezése. Adattomoritések (Huffman-
és LZW-algoritmus). Mintaillesztés mddszerei.

1 Grafalgoritmusok

1.1 Graf abrazolas

Lancolt listas abrazolas
A gréf csucsait helyezziik el egy témbben (vagy lancolt listdban). Minden elemhez rendeljiink hozza
egy lancolt listat, melyben az adott cstics szomszédjait (az esetleges élsiilyokkal) soroljuk fel.

Matrixos abrazolas
Legyen a cstcsok elemszama n. Ekkor egy A™*™ métrixban jeldljiik, hogy mely csicsok vannak
osszekotve. Ekkor mind a sorokban, mind az oszlopokban a cstcsok szerepelnek, és az a;; celldban
a1 cstcsbol j csticsba vezetd él silya szerepel, ha nincs él a két csics kozott, akkor —oo (stlyozatlan
esetben 1 és 0)

Amennyiben a graf irdnyitatlan nyilvdn a;; = a;;

1.2 Szélességi bejaras

G graf (irdnyitott /irdnyitatlan) s startcsticsabdl a tdvolsdg sorrendjében érjiik el a csicsokat. A legrovidebb
utak feszit6fdjat adja meg, igy csak a tavolsdg szamit, a sily nem.

A nyilvantartott csicsokat egy sor adatszerkezetben taroljuk, az aktudlis csucs gyerekeit a sor-ba
tesszlik. A kovetkez6 cstcs pedig a sor legelsé eleme lesz.

A cstcsok tavolsagéat egy d, sziileiket egy 7 témbbe irjuk, és oo illetve 0 értékekkel inicializaljuk.

Az algoritmus:

1. Az s startcsicsot betessziik a sorba
2. A kovetkezo 1épéseket addig ismételjiik, mig a sor iires nem lesz
3. Kivessziik a sor legelsé (u) elemét

4. Azokat a gyerekcsicsokat, melyeknek a tdvolsiga nem oo figyelmen kiviil hagyjuk (ezeken mér
jartunk)

5. A tobbi gyerekre (v): bedllitjuk a sziiljét (w[v] = u), és a tavolsdgat (d[v] = d[u] + 1). Majd
berakjuk a sorba.

1.3 Minimalis koltségii utak keresése

Dijkstra algoritmus
Egy G iranyitott, pozitiv élstulyokkal rendelkezd grafban keres s startcsicsbdl minimalis koltségi
utakat minden csticshoz.

Az algoritmus a szélességi bejaras modositott valtozata. Mivel itt egy hosszabb utnak lehet kisebb
a koltsége, mint egy rovidebbnek, egy mar megtaldlt csiicsot nem szabad figyelmen kiviil hagyni.
Ezért minden cstics rendelkezik hdrom dllapottal (nem elért, elért, kész). A d és 7 tomboket a
szélességi bejarashoz hasonléan kezeljiik.



A még nem kész csicsokat egy prioritdsos sorba helyezziik, vagy minden esetben minimumkeresést
alkalmazunk.

Az algoritmus:

1. Az s startcstcs sulyédt 0-ra allitjuk eltdroljuk

2. A kovetkezd 1épéseket addig ismételjiik, mig a konténeriink iires nem lesz
3. Kivessziik a sor legjobb (u) elemét, és "kész”-re allitjuk
4

. Ha egy gyerekestics (v) nem kész, és a jelenleg hozzdvezetd it silya kisebb, mint az eddigi,
akkor: a sziil6jét u-ra allitjuk (w[v] = u), és a sulyat frissitjik (d[v] = d[u] + d(u,v)).

5. A t6bbi csicsot kihagyjuk.

Bellman-Ford algoritmus

1.4

Egy G élsulyozott (akér negativ) irdnyitott graf s startcsticsabdl keres minden élhez minimélis
koltségii utakat, illetve felismeri, ha negativ koltségli kor van a grafban. A d és m tomboket az
el6zéekhez hasonléan kezeljiik.

Az algoritmus:

1. A startesices sulyét dllitsuk be 0-ra.

2. n—1 iterdciéban menjiink végig az dsszes csticson, és minden csicsot (u) vessiink 6ssze minden
cstcesal (v). Ha olesébb utat taldltunk akkor v-be felillirjuk a silyét (d[v] = d[u] + d(u,v)),
és a sziiléjét (mw[v] = u).

3. Ha az n-edik iterdciéban is tortént médositas, negativ kor van a grafban

Minimalis koltség feszit6fa keresése

A Prim algoritmus egy irdnyitatlan élsilyozott (akar negativ) graf s startcstcsdbdl keres minimaélis
koltségu feszitofat. A d és m tomboket az el6zéekhez hasonléan kezeljiik. Az algoritmus egy prioritdsos
sorba helyezi a csiucsokat.

Az algoritmus:

1.
2.

- W

1.5

A startcstcs sulyét dllitsuk be 0-ra.

A csicsokat behelyezziik a prioritdsos sorba.

A kovetkez6 1épéseket addig végezziik, mig a prioritdsos sor ki nem iiriil.
Kivesziink egy csticsot (u) a sorbdl.

Minden gyerekére (v), amely még a sorban és a nyilvantartott v-be vezetd él silya nagyobb, mint
a most megtaldlt: A v sziilgjét u-ra véltoztatjuk, a nyilvantartott silyt felilirjuk d[v] = d(u,v).
Majd feliilirjuk a v allapotédt a prioritdsos sorban.

Azokkal a gyerekekkel, melyek nincsenek a sorban, vagy a sulyukon nem tudunk javitani, nem
valtoztatunk.

Mélységi bejaras

G irdnyitott (nem feltétleniil Gsszefiiggd) graf mélységi bejdrdsdval egy mélységi fat (erd6t) kapunk. Az
algoritmus a kovetkezo:

e Az élstulyok nem jatszanak szerepet

e Nincs startestics, a graf minden cstcsdra elinditjuk az algoritmust. (Természetesen ekkor, ha méar

olyan cstcsot vdlasztunk, amin mar voltunk, az algoritmus nem indul el.)

e A csiicsokat mohodn valasztjuk, azaz minden csics gyerekei koziil az els6t vélasztva haladunk elére,

amig csak lehet. (Olyan cstcsot taldlunk, amelynek nincs gyereke, vagy minden gyerekén jartunk
ImAr.)

e Ha mar nem lehet elére haladni visszalépiink.



e Minden csiicshoz hozzarendeliink két értéket. Az egyik a mélységi sorszam, mely azt jeloli, hogy
hanyadiknak értiik el. A masik a befejezési szam, mely azt jelzi, hogy hanyadiknak 1éptiink vissza
beléle.

A graf éleit a mélységi bejaras kozben osztalyozhatjuk. (Inicializéldskor minden értéket O-ra &llitottunk)
e Faél: A kovetkezé csics mélységi szédma 0

e Visszaél: A kovetkezd csics mélységi szdma nagyobb, mint 0, és befejezési szdma 0 (Tehdt az
aktudlis it egy el6z6 cstcsdra kanyarodunk vissza)

o Keresztél: A kovetkezd csics mélységi szdma nagyobb, mint 0, és befejezési szdma is nagyobb,
mint 0, tovabba az aktudlis csics mélységi szama nagyobb, mint a kovetkezo cstics mélységi szama.
(Ekkor egy az aktudlis csticsot megel6z6 csicsbdl induls, mar megtaldlt itba mutatéd éllel van
dolgunk)

o Eloreél: A kovetkezd csics mélységi szama nagyobb, mint 0, és befejezési szama is nagyobb, mint
0, tovédbbd az aktudlis csics mélységi szdma kisebb, mint a kivetkezd csics mélységi széma. (Ekkor
egy az aktudlis csicsbdl induld, mar megtaldlt dtba mutatd éllel van dolgunk)

1.6 DAG Topologikus rendezése
Alapfogalmak

e Topologikus rendezés:
Egy G(V, E) graf topologikus rendezése a csicsok olyan sorrendje, melyben V(u — v) € E
élre u el6bb van a sorrendben , mint v

e DAG - Directed Acyclic Graph:
Iranyitott kormentes graf.
Legtobbszor munkafolyamatok irdanyitaséra illetve fiiggéségek analizaldsara hasznaljak.

Tulajdonsigok:
— Ha G grafra a mélységi bejdrds visszaélt taldl (Azaz kort taldlt) = G nem DAG
— Ha G nem DAG (van benne kor) = Bérmely mélységi bejdrds taldl visszaélt
— Ha G-nek van topologikus rendezések = G DAG
— Minden DAG topologikusan rendezheto.

DAG topologikus rendezése
Egy G graf mélységi bejarasa soran tegyiik verembe azokat a csicsokat, melyekbol visszaléptiink.
Az algoritmus utdn a verem tartalmét kifrva megkapjuk a graf egy topologikus rendezését.

2 Adattomoritések

2.1 Huffman-algoritmus

A Huffman-algoritmussal val6 tomorités lényege, hogy a gyakrabban eléforduld elemeket (karaktereket)
rovidebb, mig a ritkdbban eléforduldkar hosszabb kddszavakkal kédoljuk.

Ehhez tisztdban kell lenniink az egyes karakterek gyakorisdgdval (vagy relativ gyakorisdgdval). Ezek
alapjan egy un. Huffman-fat épitiink, melyben az éleket a kdd betiiivel cimkézziik, a fa levelein a
koédolando betiik helyezkednek el, a gyokérbdl a levelekig vezetd it cimkéi alapjan rajuk ossze a kddszavakat.

Az algoritmus (spec. bindris Huffman fdra):
1. A kédolandé szimbdlumokat gyakorisdgaik alapjan sorba rendezziik.
2. A kovetkezo redukcids 1épéseket addig hajtjuk végre, mig egy csoportunk marad.

3. Kivélasztjuk az utolsé két elemet (legritkdbb), dsszevonjuk 6ket egy 1j csoportba, és ennek a
csoportnak a gyakorisdga a gyakorisagok Osszege lesz.

4. A csoportot visszahelyezziik a rendezett sorba (gyakorisdg alapjén rendezve).



5. A csoportbdl 1j csicsot képeziink, mely csics az 6t alkotd két elem sziilGje lesz.

Példa:
Legyen a kovetkezd 5 betil, mely a megadott gyakorisdggal fordul el6:

A|B|C|D|E
5141321

Ekkor a redukciés 1épések a kovetkezdk:

JAIB]CIDE
5143 3

JCDE[ATB
6 5| 4

JA.B]CDE
9 6

JA.B.CDE

15

A huffman-fa a XY. 4bran lathato.

ABCDE

’
OO @

®

abra 1: Huffman-fa példa

Tehat a kodszavak:
A|B|C D E

00 | 01 | 10 | 110 | 111

2.2 LZW-algoritmus

Az LZW (Lempel-Ziv-Welch) tomoritésnek a lényege, hogy egy szétdrat bévitiink folyamatosan, és az
egyes kodolando szavakhoz szotarindexeket rendeliink.

Koédolas
A kédolas algoritmusa a kovetkezd 1épésekbél all:
A szotart inicializdljuk az Osszes 1 hosszu széval
Kikeresstik a szétarbol a leghosszabb, jelenlegi inputtal 6sszeilld W sztringet
W szétarindexét kiadjuk, és W-t eltavolitjuk az inputrdl

A W sz6 és az input kévetkez6 szimbdlumédnak konkatendcidjat felvessziik a szétdrba

A

A 2. 1épéstol ismételjiik



Dekodolas

3

A dekddolds sordn is épiteniink kell a szétdrat. Ezt mdr azonban csak a dekddolt szoveg(rész)
segitségével tudjuk megtenni, mivel egy megkapott kéd dekddolt szava és az utana 1évé szé elso
karakterébol &ll Ossze a szétar kovetkezd eleme.

Tehat a dekddolas 1épései:

1. Kikeressiik a kapott kddhoz tartozé szét a szétarbdl (u), az output-ra rakjuk

2. Kikeressiik a kovetkez8 szét (v) a szétarbol, az els§ szimbdélumat u-hoz konkatendlva a szétarba
rakjuk a kovetkez6 indexszel.

3. Amennyiben méar nincs kdvetkezd szd, dekddolunk, de nem irunk a szdtarba.

Megtorténhet az az eset, hogy mégis kapunk olyan kédszét, mely még nincs benne a szétarban. Ez
akkor fordulhat eld, ha a kédolasnal az aktudlisan szétarba irt szd kovetkezik.

Példa:

Szoveg: AAA
Szétar: A -1

Ekkor a kddolasnal vessziik az els6 karaktert, a szétarbeli indexe 1, ezt kikiildjiikk az outputra. A
kovetkezd karakter A, igy AA-t beirjuk a szétarba 2-es indexszel. Az elsé karaktert tordljik az
inputrél. Addig olvasunk, mig szétarbeli egyezést taldlunk, igy AA-t olvassuk (amit pont az el8bb
raktunk be), ennek indexe 2, tehdt ezt kiildjiikk az outputra. AA-t toroljilk az inputrdl, és ezzel
végeztiink is. Az output: 1,2

Dekédoljuk az 1,2 inputot! Jelenleg a szétarban csak A van 1l-es indexszel. Vegyiik az input els6
karakterét, az 1-et, ennek szétarbeli megfeleléje A. Ezt tegyilik az outputra. A kovetkezé index a
2, de ilyen bejegyzés még nem szerepel a szotarban.

Ebben az esetben a dekddolasndl, egy trikkot vetiink be. A szétarba iras pillanatdban még nem
ismert a befrandé sz6 utolsé karaktere (A példéban A-t taldltuk, de nem volt 2-es bejegyzés). Ekkor
?-et frunk a szétdrba frandé szé utolsé karakterének helyére. (Tehdt A? - 2 keriil a szétarba). De
mostmdar tudni lehet az j bejegyzés elsd betlijét ( A7 - 2 az 0j bejegyzés, ennek els6 betlije A).
Cseréljiik le a 7-et erre a betiire. (Tehdt AA - 2 lesz a szétarban).

Mintaillesztés

3.1 Knuth-Morris-Pratt algoritmus

A Knuth-Morris-Pratt eljarasnak a Brute-Force (hasonlitsuk Ossze, toljunk egyet, stb..) mddszerrel
szemben az az elénye, hogy egyes esetekben, ha a mintaban vannak ismétlodé elemek, akkor egy tolasndl
akar tobb karakternyit is ugorhatunk.

A
A

A\CI'"

[sxljvs}

A
A
A

B
B
B

A|B
AlC
A| B

AlC]

abra 2: KMP algoritmus tobb karakter tolas estén

Az ugras megallapitasat a kovetkezdképp tessziik: Az eddig megvizsgalt egyezd mintarész elején

(prefix) és végén (suffix) olyan kartersorozatot keresiink, melyek megegyeznek. Ha taldlunk ilyet, akkor
a mintat annyival tolhatjuk, hogy az elején 1év6 része railleszkedjen a végén levore.

Azt, hogy ez egyes esetekben mekkorat tolhatunk nem kell minden elromlas alkalméaval vizsgalni. Ha

a mintdra onmagdval lefuttatjuk az algoritmus egy mddositott valtozatét (3. dbra), kitolthetiink egy
tombot, mely alapjan a tolasokat végezni fogjuk.



Inithext{ M[1...m], next{1..m-1] )
i,j,ned[1]:=1,0,0
i=m-1
M[i+1] = M[j+1]
| M
=i+ 350
j:=j+1
1= | N
nexfil:=] | =i = next(]
nextfi] =0

abra 3: KMP toldsokat szabalyz6 tomb kitoltése

Az algoritmus (Id 4. dbra):

e Két indexet 4 és j futtatunk a szovegen illetve a mintan.

e Ha az i 4 l-edik és j + 1-edik karakterek megegyeznek, akkor 1éptetjiik mind a kettot.
e Ha nem egyeznek meg, akkor:

— Ha a minta els6 elemét vizsgaltuk, akkor egyet tolunk a mintdn, magyarul a minta indexe
marad az elsd betilin, és a szovegben 16v6 indexet noveljik eggyel (i =i+ 1)

— Ha nem a minta elsO elemét vizsgaltuk, akkor annyit tolunk, amennyit szabad. Ez azt jelenti,
hogy csak a mintan 1év$ indexet helyezziik egy kisebb helyre (j = next[j])

e Addig megylink, mig vagy a minta, vagy a szoveg végére nem ériink. Ha a minta végére értiink,
akkor megtaldltuk a mintat a szovegben, ha a széveg végére értiink, akkor pedig nem.

KMP{ S[1...n], M[1..m], k, 1}
Inithext{ M[1...m], nex1..m-11})
i=0j=0
i=n*j=m

Si+1] = M[j+1]
| M
=i+ =0
g | M
j=j+
i=i+1 | j=nex]]
J=m
| M
I:=true, k:=i-m | |:=false

abra 4: KMP algoritmus

3.2 Boyer-Moore — Quick search algoritmus

Mig a KMP algoritmus az elromlés helye el6tti rész alapjan dontott a tolasrdl, addig a QS a minta utéani
karakter alapjan. Tehat elromlas esetén:



e Ha a minta utani karakter benne van a mintaban, akkor jobbrol az els6 el6fordulaséra illesztjiik.
(5. dbra)

C |D|

A |A |C |B
A |A |[C |B|C |D
A |A |C |B

c D |

dbra 5: QS - eltolds ha a minta uténi karakter benne van a mintaban

e Ha a minta utani karakter nincs benne a mintadban, akkor a mintat ezen karakter utan illesztjiik.
(6. &bra)

AlB JA A c [B [X|D [
B

(A [A[c B [c[D]

abra 6: QS - eltolds ha a minta utéani karakter nincs benne a mintdban

Az eltolds kiszamitasat megint eld lehet segiteni egy témbbel, most azonban, mivel nem a minta az
érdekes, és nem tudjuk pontosan mely karakterek szerepelnek a szévegben, igy a tombbe az egész abce-t
fel kell venniink (7. dbra)

InitShift{ M[1...m], Shift['a"..'z'] }

foreachxinH

Shiftp] .= m+1

j=1.m

Shiff M[{l]1:=m-j+1

abra 7: QS - Az eltoldst elsegitd tomb (Shift['a’...’2']) konstrudlasa

Az algoritmus (Id. 8. dbra):
o Két indexet k és j futtatunk a szdvegen illetve a mintan.

e Ha a szoveg k + j-edik eleme megegyezik a minta j-edik karakterével, akkor léptetjiik j-t (mivel a
szovegben k + j-edik elemet nézziik, igy elég j-t ndvelni).

e Ha nem egyeznek meg, akkor:

— Ha a minta mar a sz6veg végén van (k = n —m), akkor csak néveljiik k-t eggyel, ami hamissd
teszi a ciklus feltételt.

— Ha még nem vagyunk a szoveg végén k-t toljuk annyival, amennyivel lehet (ezt az el6re
beallitott Shift tomb hatdrozza meg). Es a j-t visszadllitjuk 1-re.

e Addig megyiink, mig vagy a minta végére ériink j-vel, vagy a mintat tovabbtoltuk a szdveg végénél.
El6bbi esetben egyezést taldltunk, mig az utébbiban nem.



QS( S[1...n], M[1...m], k, u}

InitShift( M, Shift)

k=0]=1

k==n-m#j==m

S[k+j1=M[]]

j=j+1 k=n-m

k=k+1 | k:=k+Shifif S[k+m+1]]

j=1

u:=(k==n-m)

abra 8: QS

3.3 Rabin-Karp algoritmus

A Rabin-Karp algoritmus lényege, hogy minden bet(ih6z az &dbécébdl egy szamjegyet rendeliink, és
a keresést szadmok Osszehasonlitdsaval végezziik. Vildgos, hogy ehhez egy abécé méretnek megfeleld
szamrendszerre lesz sziikségiink. A szdvegbdl mindig a minta hosszaval egyezé részeket szeliink ki, és
ezeket hasonlitjuk Gssze.

Példa:

Minta: BBAC — 1102

Szoveg: DACABBAC — 30201102, amibdl a kdvetkezd szamokat dllitjuk els: 3020, 0201, 2011, 0110,
1102

A fent lathato6 szeletek lesznek az s;-k.

Az algoritmus miikodéséhez azonban szamos apré Otletet alkalmazunk:

1. A minta szdmokkd alakitdsat Horner-mddszer segitségével végezziik.

Horner{ M[1...m]}

¥=x*d + ord{ M[i] )

abra 9: RK - Horner-mddszer

Az ord() fiiggvény az egyes betiiknek megfelel szdmot adja vissza. A d a szdmrendszer alapszdma.

2. A szoveg mintdval megegyez6 hosszu szeleteinek (s;) eléallitasa:
so-t a Horner-modszerrel ki tudjuk szamolni. Ezek utdn s;;1 a kovetkezoképp szamolandé:

siv1 = (s; —ord(S[i]) - d™ 1) - d + ord(S[i + 1])



Magyardzat: s; elejérél levagjuk az elsé szdmjegyet (s;—ord(S[i])-d™~), majd a maradékot eltoljuk
egy helyiértékkel (szorzds d-vel), végil az utolsé helyiértékre beirjuk a kévetkezd betinek megfeleld
szamgegyet (+ord(S[i +1]))

Példa:

Az el6z6 példa szovegével és mintdjdval (d = 10 elemii dbécé és m = 4 hosszi minta):

50 = 3020, ekkor: so;11 = s1 = (3020 — ord(D) - 103) - 10 + ord(B) = (3020 — 3000) - 10 + 1 = 0201

Felmertilhet a kérdés, hogy az ilyen magas alapszamu szamrendszerek nem okoznak-e gondot az
abrazolasnal? A kérdés jogos. Vegyiik a kovetkezd életszerti példat:

4 bajton dbrazoljuk a szdmainkat (232). Az abc legyen 32 elemfi (d = 32), a minta 8 hosszti (m = 8).
Ekkor a d™~! kiszamitdsa: 327 = (2°)7 = 235 | ami mdr nem &brdzolhaté 4 bajton.

Ennek kikiiszobolésére vezessiink be egy nagy p primet, melyre d - p még abrazolhatoé. Es a
miiveleteket szamoljuk mod p. Ekkor természetesen a kongruencia miatt lesz olyan eset, amikor
az algoritmus egyezést mutat, mikor valdjaban nincs. Ez nem okoz gondot, mivel ilyen esetben
karakterenkénti egyezést vizsgdlva ezt a problémat kezelni tudjuk. (Forditott eset nem fordul el
tehdt nem lesz olyan eset, mikor karakterenkénti egyezés van, de numerikus nincs). [Ha p kellden
nagy, a jelenség nagyon ritkén fordul el6.]

. A mod p szdmitas egy masik problémat is felvet. Ugyanis a kivonas alkalmaval negativ szamokat

is kaphatunk.
Példdul: Legyen p = 7, ekkor, ha ord(S[i]) = 9, akkor el6z8 szédmitds utdn s; = 2..., de ebbél
ord(S[i]) - d™~ 1 =9 .10% = 9000-et vonunk ki negat{v szdmot kapunk.

Megoldasként s;;1-et két 1épésben szamoljuk:
s:=(s; +d-p—ord(S[i])-d™ ) mod p
Sit1:=(s-d+ord(S[i +1])) mod p

A fentiek alapjdn az algoritmus a kovetkezd (1d. 10. dbra)

1.

Kiszamoljuk d™~-et (dm1)

. Egy iterdciéban meghatdrozzuk Horner-mddszerrel a minta szémait (x) és so-t

2
3.
4

Ellenérizziik, hogy egyeznek-e

. Addig szdamolgatjuk s; értékét mig a minta nem egyezik s;-vel, vagy a minta a szoveg végére nem

ért.

RK( S[1...n], M[1..m], u )

dm1:=1

i=1.m1

dm = dm71*d (mod p})

¥ = (x*d+ord( M[i}) (mod p)

s =(s*d + ord( 3[i] )) (mod p)

[=

=x=s*M1..m]=5[1.m])

=1 {n-m+1)*lu

s = (s+d*p-ord( S[i] y*dm1) (mod p)

s = (s*d+ S[i+m] }

u=x=s*M1..m]=8[i+1..i+m] )

abra 10: RK
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Zarovizsga tételsor
15. Operacios rendszerek

Fekete Déra

Operacios rendszerek

Folyamatok megvaldsitasa, iitemezs algoritmusaik. Parhuzamossag, kritikus szekciok, kolesonos kizaras
megvalositasa. Szemaforok, osztott memoria, iizenetkiildés. Be- és kimeneti eszkdzok iitemezési lehetGségei,
holtpontok. Memoériakezelés, virtualis memoria fogalma. Lapozas és szegmentélas. Lapcserélési algorit-
musok. Lemezteriilet-szervezés, redundans témbdk, fajlrendszerek szolgaltatasai és jellemz6 megvalosita-
saik.

Opericios rendszer: olyan programrendszer, amely a szamitogépes rendszerben a programok végreha-
jtasat vezeérli: igy példaul {itemezi a programok végrehajtasat, elosztja az erdforrasokat, biztositja a fel-
hasznél6 és a szamitogépes rendszer kozotti kommunikéiciot. Olyan program, ami egyszerd felhasznaloi
feliiletet nyujt, eltakarva a szamitogép(rendszer) eszkozeit.

1 Folyamatok megvaldsitasa, litemezé algoritmusaik

1.1 Folyamatok megval6sitasa

Program: fajlrendszerben egy béajthalmaz.

Folyamat(processz): futé program a memoriadban (kod + I/0 adatok + allapot).

Egyszerre hany folyamat miikodik?

Valédi multitask esetén egyméstol teljesen fliggetleniil mennek a folyamatok. Operaciés rendszerek egy
szekvencialis modellt kévetnek, ami dlmultitasking. Itt egyidejileg a memoridhoz csak egy folyamat fér
hozza, gyorsan valtogat a dolgok kozott (multiprogramozas).

Az operacios rendszernek ahhoz, hogy ezeket a folyamatokat helyesen tudja kezelni, feliigyelnie kell
a folyamatokat. Az operécios rendszeriink igy minden egyes folyamatot nyilvantart, és az operacios
rendszer lelkének is nevezett {itemezd (scheduler) segitségével szépen sorban minden egyes folyamatnak
ad egy kis processzor- (CPU) idészeletet, amig az adott folyamat dolgozik, azaz a processzorra keriilhet.
Rendszer modell: 1 processzor + 1 rendszer memoria + 1 I/0 eszkoz = 1 feladat-végrehajtés
Interaktiv (ablakos) rendszerekben t&bb program, processz fut.

o Kornyezetvaltasos rendszer: csak az elGtérben 1évs alkalmazés fut

e Kooperativ rendszer: az aktudlis processz bizonyos id6kozonként, vagy idSkritikus miiveletnél
énként lemond a CPU-rol (Win 3.1)

e Preemptiv rendszer: az aktuédlis processztSl a kernel bizonyos id6 utan elveszi a vezérlést, és a
kovetkezs varakozo folyamatnak adja.

e Real time rendszer: egy operécids rendszer nyujtson lehetGséget az idéfaktor figyelembe vételéhez.
A mai OR-ek kezdenek ilyen tulajdonsagokkal is kiegésziilni.

Folyamatok létrehozdsa: ma tipikusan preemptiv rendszereket hasznalunk. Létrehozas oka lehet:
rendszer inicializalas, folyamatot eredményez$ rendszerhivas (mésolat az eredetirdl [fork], az eredeti
cseréje [execve]), felhasznaloi kérés (parancs&), nagy rendszerek kotegelt feladatai.

A folyamatok futhatnak az el6térben, illetve a hattérben. Ez utoébbiakat hivjuk démonoknak.
Folyamatok kapcsolata: Sziils-gyermek kapcsolat, folyamatfa: egy folyamatnak egy sziilGje van, egy
folyamatnak viszont lehet tobb gyereke is, vannak Gsszetartozo folyamatcsoportok.

Reinkarnéacids szerver: meghajté programok, kiszolgalok elinditéja, ha elhal az egyik, akkor azt tjrasziili,
reinkarnéalja.

Folyamatok befejezése: Egy folyamat az elindulasa utan a megadott idGkeretben (el)végzi a feladatat. A
befejezés lehet 6nkéntes vagy dnkéntelen.



o Onkéntes befejezések: Szabalyos kilépés (exit, return stb.), Kilépés valamilyen hiba miatt, amit a
program felfedez (szintén pl. return utasitéssal).

o Onkéntelen befejezések: Illegalis utasitas, végzetes hiba (0-val oszt4s, nem létezé memoria hasznalat,
stb), Kiils6 segitséggel: Masik processz, netdn mi ,16jiik” ki az adott folyamatot.

Folyamatok dllapota: A folyamat 6nallé programegység, sajat utasitasszamlaloval, veremmel stb. Al-
taldban nem fiiggetlenek a folyamatok, egyik-masik eredményétdl fligg a tevékenység. Egy folyamat
harom allapotban lehet:

e Futo
e Futésra kész, ideiglenesen leallitottak, arra var, hogy az iitemezé CPU id6t adjon a folyamatnak

o Blokkolt, ha logikailag nem lehet folytatni a tevékenységet, mert pl. egy masik eredményére var.
(catFradi.txt|grepFradi|sort, grep és sort blokkolt az elején)

varni kell

titemezd

FUTASRA

BLOKKOLT .
KESZ

vart adat
megéerkezett

Figure 1: Allapotatmenetek

Tovdbbi dllapotok: alvo, megallitott, zombi (ha egy gyermek folyamat befejezidik, de sziilgje nem hiv
wait(&st) hivast, akkor a gyermek bent marad a processztédblaban, init folyamat torli ezeket).
Folyamatok megvaldsitdsa: A processzor csak végrehajtja az aktudlis utasitasokat. Egyszerre egy
folyamat aktiv. Folyamatokrél nem tud a processzor. Ha lecseréljiik az aktiv folyamatot a kdvetkezdre,
akkor mindent meg kell 6rizni, hogy visszatérhessiink a folytatdshoz. A ,minden": utasitdsszadmlalo,
regiszterek, lefoglalt memoaria dllapot, nyitott fajl infok, stb. Ezeket az adatokat az ugynevezett folya-
matleiré tablaban taroljuk (processz tabla, processz vezérls blokk). Van egy I/O megszakitasvektor is.
A folyamatokat tugy is osztalyozhatjuk, hogy szamitésigényes vagy input/output-igényes (avagy be-
viteli/kiviteli, r6viden B/K vagy I1/0) folyamatrol van-e sz6. Kénnyen belathato, hogy a szamitasigényes
folyamatoknak az a legjobb, ha az {itemezé6 altalaban hossza idéperidédusra adja meg nekik a processzort,
mig az input/output-igényes folyamatoknak a révidebb periodusids a megfelelGbb.

1.2 Utemezs algoritmusok

Folyamatok vdltdsa: Kezdeményezheti id6zits, megszakitas, esemény, rendszerhivas kezdeményezés. Az
litemezd elmenti az aktudlis folyamat jellemzdket a folyamatleiré tablaba. Betolti a kdvetkezs folyamat
allapotat, a processzor folytatja a munkat. Nem lehet menteni a gyorsitétarakat. Gyakori valtas tob-
bleter6forrast igényel. A folyamatvaltasi id6 ,,j6” megadasa nem egyértelmd.

Folyamatleird tabldzat(Process Control Block - PCB): A rendszer inicializalasakor létrejon; 1 elem, rend-
szerindit6 méar bent van, mikor a rendszer elindul. Témbszerd szerkezet (PID alapon), de egy-egy elem
egy Osszetett processzus adatokat tartalmazé struktira. Egy folyamat fontosabb adatai: Azonositoja
(ID), neve (programnév); Tulajdonos, csoport azonositd; Memoria, regiszter adatok stb.

Szdlak: Onélloan miikods programegységek (thread), egy folyamaton beliili kiilonallo utasitassor. Al-
talaban egy folyamat = egy utasitdssorozat = egy szal. Néha sziikséges lehet, hogy egy folyamaton



beliil ,;t6bb utasitassorozat" legyen. Gyakran ,lightweight process"-nek nevezik a tébb utasitassorozatos
folyamatot. Egy folyamaton beliil tobb egymaéstol ,fiiggetlen" végrehajtasi sor lehet. Lehet egy folyam-

aton beliil egy szél vagy egy folyamaton beliil tobb szal. Ez utébbi esetben, ha egy szal blokkolodik, a
folyamat is blokkolva lesz. Van kiilén széltablazat.

Folyamatnak 6nall6 cimtartomanya van, globalis valtozdi, megnyitott fajlleir6i, gyermekfolyamatai, szignalkezeldi,
ébreszt6i stb., szalnak ezek nincsenek; viszont mindkettének vannak utasitasszamlaléi, regiszterei, van

verme.

Egyszerre csak 1 folyamat tud futni. Az iitemez6 hozza meg a dontést. Utemezési algoritmus alapjan
donti el, hogy melyik fusson.
Folyamatvaltas biztosan van: ha befejez6dik egy folyamat, vagy ha egy folyamat blokkolt &llapotba keriil
(I/0O vagy szemafor miatt). Altaldban van valtas: ha 1j folyamat jon létre, 1/O megszakitas bekovetkezés
(I/O megszakitas utan jellemzden egy blokkolt folyamat, ami erre vart, folytathatja futésat), id6zit6
megszakitas (nem megszakithato titemezés, megszakithato titemezés).
Utemezések csoportositasa:

e Minden rendszerre jellemz§ a partatlansag, hogy mindenki hozzaférhet a CPU-hoz, ugyanazok az
elvek érvényesek mindenkire, és ,azonos” terhelést kapnak.

o Kotegelt rendszerek: AteresztSképesség, athaladasi ids, CPU kihasznaltsag

e Interaktiv rendszerek: Valaszidg, megfelelés a felhasznaloi igényeknek

o Valos ideji rendszerek: Hataridék betartasa, adatvesztés, minGségromlés elkeriilése
Utemezés kotegelt rendszerekben:

e Sorrendi {itemezés, nem megszakithato

— First Come First Served - (FCFS)
Egy folyamat addig fut, amig nem végez, vagy nem blokkolodik.

Ha blokkolodik, a sor végeére keriil.

Partatlan, egyszert, lancolt listdban tartjuk a folyamatokat.

Hatranya: 1/0 igényes folyamatok nagyon lassan végeznek.
e Legrovidebb feladat elészor, nem megszakithato ez se (shortest job first — SJB)

— Kell el6re ismerni a futési idgket

— Akkor optimalis, ha kezdetben mindenki elérhetd
e Legrovidebb maradék futasi idejii kdvetkezzen

— Megszakithaté, minden 1j belépéskor vizsgélat.
e Haromszinti litemezés

— Bebocsato iitemezs: A feladatokat vilogatva engedi be a meméridba.

— Lemez iitemez6: Ha a bebocsato sok folyamatot enged be és elfogy a memoria, akkor lemezre
kell irni valamennyit, meg vissza. Ez ritkan fut.

— CPU iitemezd: A korabban emlitett algoritmusok koziil valaszthatunk.
Utemezés interaktiv rendszerekben:
o Korben jar6 iitemezés — Round Robin

— Mindenkinek id@szelet, aminek végén, vagy blokkolas esetén jon a kovetkezs folyamat
— Id&szelet végén a korkords listaban kovetkezd lesz az aktuédlis folyamat
— Partatlan, egyszert

— Egy listaban tarolhatjuk a folyamatokat (jellemzdit), és ezen megyilink kérbe-korbe.



— Idészelet mérete lehet probléma, mert a processz atkapcsolas idGigényes. Ha kicsi az id6,
akkor sok CPU megy el a kapcsolgatasra, ha pedig tul nagy, akkor interaktiv felhasznaloknak
lasstnak tiinhet pl a billentytikezelés.

e Prioritsos iitemezés
— Fontossag, prioritas bevezetése. Unix: 0-49 nem megszakithato (kernel) prioritas, 50-127 user
prioritas
— Legmagasabb prioritasa futhat. Dinamikus prioritds moédosités, kiilonben éhenhalés

— Prioritasi osztalyok hasznélata. Egy osztdlyon beliil Round Robin. Ki kell igazitani a folyam-
atok prioritasat, kiilonben az alacsonyak nagyon ritkdn jutnak CPU-hoz. Tipikusan minden
100 id6szeletnél a prioritasokat djraértékeli és ilyenkor jellemzGen a magas prioritasok alac-
sonyabbra keriilnek, majd ezen a soron megy RR. A végén tjra feldllnak az eredeti osztalyok.

e T6bbszords sorok
— Szintén prioritasos és RR
— Legmagasabb szinten minden folyamat 1 idészeletet kap
— Kovetkez6 2-t, majd 4-et, 8, 16,32,64-et.

— Ha elhasznélta a legmagasabb szintd folyamat az idejét egy szinttel lejjebb keriil.

Legrévidebb folyamat elébb

— Béar nem tudjuk a hatralévs idét, de becsiiljiik meg az el6z6ekbdl.
— Oregedés, stilyozott atlag az idészeletre: T0, T0/2+T1/2, T0/4+T1/4+T2/2, T0/8+T1/8+T2/4+T3/2

Garantélt litemezés

— Minden aktiv folyamat aranyos CPU idé6t kap.

— Nyilvan kell tartani, hogy egy folyamat mar mennyi id6t kapott, ha valaki aranyosan kevesebb
id6t kapott, az keriil el6bbre.

Sorsjaték iitemezés

— Mint az el6zd, csak a folyamatok kozott ,sorsjegyeket" osztunk szét, az kapja a vezérlést,
akinél a kihuzott jegy van

— Aranyos CPU id6t koénnyt biztositani, hasznos pl. video szervereknél
e Arényos iitemezés

— Vegylik figyelembe a felhasznalokat is. Olyan, mint a garantalt, csak a felhasznélokra vonatkoz-
tatva.

Utemezés valos idejii rendszerekben
A val6s ideji rendszerben az id6 kulcsszerepls. Garantalni kell adott hataridére a tevékenység, valasz
megadasat.

e Hard Real Time (szigoru), abszolut, nem modosithatohataridsk.
o Soft Real Time (tolerans), léteznek a hataridsk, de ezek kis mértékd elmulasztasa toleralhato.

A programokat tobb kisebb folyamatra bontjak. Kiils6 esemény észlelésekor, adott hataridére vélasz kell.
Utemezhet6: ha egységnyi idére esé n esemény CPU valaszidd osszege <=1.

Gyakori a gyermek folyamatok jelenléte a rendszerben. A sziilének nem biztos, hogy minden gyermekével
azonos prioritasra van sziiksége. Tipikusan a kernel prioritdsos itemezést hasznal (+RR):

e Biztosit egy rendszerhivast, amivel a sziil6 a gyermek prioritasat adhatja meg
e Kernel iitemez — felhasznaloi folyamat szabja meg az elvet, prioritast.
Szaliitemezés:

o Felhasznaloi szinti szalak



— Kernel nem tud réluk, a folyamat kap idGszeletet, ezen beliil a szaliitemezd dont ki fusson
— Gyors valtas a szalak kozott
— Alkalmazéasfiiggs szaliitemezés lehetséges
e Kernel szintd szalak
— Kernel ismeri a szdlakat, kernel dont melyik folyamat melyik szala kdvetkezzen
— Lassu valtas, két szal valtasa kozott teljes kornyezetatkapcsolas kell
— Ezt figyelembe is veszik.

2 Parhuzamossag, kritikus szekcidk, kolcsonos kizaras megvalésitasa

2.1 PaArhuzamossag és megvaldsitasa

Utemez6 a folyamatok gyors valtogatasaval ,teremt" parhuzamos végrehajtas érzetet.
Tobbprocesszoros rendszerekben tobb processzor van egy gépben, nagyobb a teljesitmény, de a meg-
bizhatésagot altalaban nem noveli.

Klaszterek: megbizhatésig ndvelése elsésorban a cél.

2.2 Kritikus szekcidk

Azokat az utasitasokat, azt a programrészt, amelyben a programunk a k6z6s adatokat hasznélja, kritikus
teriiletnek, kritikus szekcionak vagy kritikus blokknak nevezziik.

Kulcskérdés: a kozos eréforrasok hasznalata, amikor két folyamat ugyanazt a memoriat hasznalja. Kri-
tikus programteriilet, szekcid, az a rész, mikor a kozos erdforrast (memoriat) hasznaljuk.

,,,,,,

lanattol fiigg. Nehezen felderithetd hibat okoz.
Megoldas: Modszer, ami biztositja, hogy a kdzds adatokat egyszerre csak egy folyamat tudja hasznélni.

2.3 Kolcsonos kizaras és megvaldsitasa

Kolcsonos kizarasnak nevezziik azt a modszert, ami biztositja, hogy ha egy folyamat hasznal valamilyen
megosztott, kozos adatot, akkor mas folyamatok ebben az id6ben ne tudjak azt elérni.
A jo kolesonos kizaras az alabbi feltételeknek felel meg:

e Nincs két folyamat egyszerre a kritikus szekciojaban.
e Nincs sebesség, CPU paraméter fiiggsség.
e Egyetlen kritikus szekcién kiviil levs folyamat sem blokkolhat masik folyamatot.

e Egy folyamat sem var 6rokké, hogy a kritikus szekcioba tudjon belépni.

A kritikus A kilép a kritikus
szekcioba lép szekciobal
A processz ——— / / -
I 1
B megprébal | B kritikus B kilép
p o akritikus szekcicba lép | a kritikus szekcidbol
i szekcioba lépni E
| 1

/

B processz

Id& >

Figure 2: A megkivint kolcsonos kizaras viselkedése



2.3.1 Megvalositasok

o Megszakitasok tiltasa (Osszes): Belépéskor az Gsszes megszakités tiltasa, Kilépéskor azok engedé-
lyezése. Ez nem igazéin jo, mivel a felhasznaléi folyamatok kezében lenne a megszakitasok tiltasa,
persze a kernel hasznalja.

e Osztott, un. zarolas valtozé hasznalata: 0 (senki) és 1 (valaki) kritikus szekcioban van. Két
folyamat is kritikus szekcioba tud keriilni! Egyik folyamat belép a kritikus szekcioba, de éppen az
1-re 4allitas el6tt a masik folyamat keriil litemezésre.

e Szigoru valtogatas: Tobb folyamatra is altalanosithaté. A kolesonos kizaras feltételeit teljesiti a 3.
kivételével, ugyanis ha pl 1 folyamat a lassii, nem kritikus szekcidéban van, és a 0 folyamat gyorsan
belép a kritikus szekcioba, majd befejezi a nem kritikus szekciét is, akkor ez a folyamat blokkol6dik
mert a kovetkezo=1 lesz!(Sajat magat blokkoljal)

- 0. folyamat 1.folyamat
while(1) while(T)
{ {
while(kovetkezo!=0) : while(kovetkezol=1) :
kritikus_szekcio(); kritikus_szekcio():
kovetkezo=1: kovetkezo=0:
nem_kritikus_szekcio(): nem_kritikus_szekcio():

I } }

Figure 3: Szigoru véltogatés

e G. L. Peterson javitotta a szigort valtogatast. A kritikus szekci6 el6tt minden folyamat meghivija
a belépés, majd utana kilépés fiiggvényt.

void belepes(int proc)

#define N 2 void belepes(int proc) int masik;
int kovetkezo; { masik=1-proc; //mivel N=2__.
int akarja[N]; int masik; // masik=(proc+1) % N;
/* a modositott folyamat®/ masik=1-proc; //mivel N=2___ kovetkezo=proc; //két sor csere
while(1) [/ masik=(proc+1) % N; ] //* itt van Utemezd valtas
{ akarja[proc]=1; //processz futni akar akarja[proc]=1; //proc futni akar
belepes(processz); kovetkezo=proc; while( kovetkezo==proc &&
kritikus_szekcio(): while( kovetkezo==proc && akarjalmasik]):
kilepes(processz); akarja[masik]); ’
nem_kritikus_szekcio(); } — : :
} void kilepes(int proc) void kilepes(int proc)

{
}

Figure 4: Peterson javitésa és a benne rejl§ hiba

Ez a javitas viszont nagy hibat okozhat. Tegyiik fel proc=0. A jelolt litemezés valtasnél a proc=1
belépése jon. Mivel akarja[0] értéke 0, ezért az 1-es process belép a kritikus szakaszba! Ekkor tjra
valtson az litemezd, akarja[l]=1, a kovetkezd értéke szintén 1, igy a kovetkezo—=proc hamis, azaz
a 0. proc is belép a kritikus szakaszba!

e Tevékeny vérakozéas gépi kodban: TSL utasitas, Test and Set Lock. Ez atomi miivelet, vagyis
megszakithatatlan.

e Tevékeny varakozas: A kordbbi Peterson megoldas is, a TSL hasznalata is jo, csak ciklusban
varakozunk. A kordbbi megoldéasokat, tevékeny varakozassal (aktiv varakozas) megoldottnak hivjuk,
mert a CPU-t ,jiires" ciklusban jaratjuk a varakozéis soran.De ez a CPU id6t pazarolja. Helyette
jobb lenne az, ha a kritikus szekcioba lépéskor blokkolna a folyamat, ha nem szabad belépnie. Az



aktiv varakozas nem igazan hatékony. Megoldas: blokkoljuk(alvas) vérakozas helyett a folyama-
tot, majd ha megengedett ébressziik fel. Kiilonb6z6 paraméter megadassal is implementalhatok.
Tipikus probléma: Gyarté-Fogyasztd probléma vagy méasképp korlatos térolé probléma. PL: Pék-
pékség-Vasarlé haromszog:

— A pék siiti a kenyeret, amig a pékség polcain van hely.

Vésarl6 tud venni, ha a pékség polcain van kenyér.

Ha tele van kenyérrel a pékség, akkor ,a pék elmegy pihenni".

Ha iires a pékség, akkor a vasarlo varakozik a kenyérre.

» Pék folyamat Vasarlé folyamat
#define N 100 void vasarlo()
int hely=0; {
void pék() int kenyeér;
U ) while(1)
int kenyér; {
while(1) if (hely==0) alvas();
{ o ) kenyér=kenyeret();
kenyér=uj_kenyér() hely—-
if (hely==N) alvas(); if (hely==N-1)
polcra(kenyér); ébreszt6(pék):;
hely++ megesszuk(kenyér);
if (hely==1) }
ébreszt6(vasarlo); }

}
}
Figure 5: Gyarto-fogyaszté probléma egy megvaldsitésa
Ennél a megvalositasnal probléma lehet, hogy A L hely" valtozo elérése nem korlatozott, igy ez

okozhat versenyhelyzetet.

— Vasarlé latja, hogy a hely 0 és ekkor az litemez$ atadja a vezérlést a péknek, aki siit egy
kenyeret. Majd latja, hogy a hely 1, ébreszt6t kiild a vasarlonak. Ez elveszik, mert még a
vasarlé nem alszik.

— Vasarlo visszakapja az litemezést, a helyet korabban beolvasta, az 0, megy aludni.

— A pék az els6 utan megsiiti a maradék N-1 kenyeret és & is aludni megy

Lehet ébreszté bittel javitani, de t6bb folyamatnal a probléma nem valtozik.

3 Szemaforok, osztott memoria, lizenetkiildés

3.1 Szemaforok
E.W. Dijkstra(1965) javasolta ezen 1j valtozotipus bevezetését.
e Ez valojaban egy egész valtozo.
e A szemafor tilosat mutat, ha értéke 0. Ekkor a folyamat elalszik, megall a tilos jelzés eldtt.

e Ha a szemafor >0, szabad a palya, beléphetiink a kritikus szakaszra. Két miivelet tartozik hozza:
ha beléptiink, csokkentjiik szemafor értékét (down); ha kilépiink, néveljiik a szemafor értékét (up).
Ezeket Dijkstra P és V miveletnek nevezte.



Elemi miivelet: a szemafor valtozo ellenérzése, modositésa, esetleges elalvas oszthatatlan mivelet, nem
lehet megszakitani. Ez garantalja, hogy ne alakuljon ki versenyhelyzet.

Ha a szemafor tipikus vasutas helyzetet jeldl, azaz 1 vonat mehet &t csak a jelzén, a szemafor értéke
ekkor 0 vagy 1 lehet. Ez a bindris szemafor, vagy més néven MUTEX (Mutual Exclusion), és kolcsénos
kizarasra hasznaljuk.

Rendszerhivassal, felhasznaléi szinten nem biztosithatd a miiveletek atomisaganak megvalositasa. Mivelet
elején példaul letiltunk minden megszakitast. Ha tobb CPU van, akkor az ilyen szemafort védeni tudjuk
a TSL utasitassal. Viszont ezek a szemafor miveletek kernel szintii, rendszerhivas miiveletek. A fejleszt6i
kornyezetek biztositjak.

» Gyartoé (pék) fuggvénye
typedef int szemafor;
szemafor szabad=1; /*Binaris szemafor,1 mehet tovabb, szabad a jelzés*/

» Fogyaszto (Vasarlo) fliggvénye.

szemafor tres=N, tele=0; /* tires a polc, ez szabad jelzést mutat*/ void vasarlo() /* vasarlé szemaforja a tele */
void pék() /* N értéke a ,kenyerespolc” mérete */
int kenyér;
int kenyér; while (1)
while (1)

) ) down(&tele); /*tele csokken, ha elétte >0, mehet tovabb*/
kenyér=pék_sut(; . L down(&szabad); /*Piszkalhatjuk-e a pékség polcat? */
down(&iires); / ures c]sokken, ha e|(l)[[€l>0, melhet*(ovabb"/ kenyér=kenyér_polcrél(): /* Igen, levessziik a kenyeret. */
down(&szabad); /* Piszkalhatjuk-e a pékség polcat? */ up(&szabad); /* Elengedjiik a pékség polcat. */

kenyér_polcra(kenyér); /* Igen, betessziik a kenyeret. */
up(&szabad); /* Elengedjik a pékség polcat. */
up(&tele); /* Jelezziik vasarlénak, van kenyér. */

up(&ures); /* Jelezziik péknek, van hely, lehet sttni. */
kenyér_elfogyasztasa(kenyér);

Figure 6: Gyarté-fogyasztd probléma megoldésa szemaforokkal

Szabad: kenyér polcot (boltot) védi, hogy egy id6ben csak egy folyamat tudja hasznalni (vagy a pék,
vagy a vasarlo): Kolesonos kizaras, Elemi mtveletek (up, down).
Tele, iires szemafor: szinkronizacios szemaforok, a gyarté alljon meg ha a tarol6 tele van, illetve a fo-
gyaszto is varjon ha a tarolo iires.

Szemafornal két utasités felcserélése is gondot okozhat.
Monitor: magasabb szintd, nyelvii konstrukcié. Eljarasok, adatszerkezetek lehetnek benne. Egy idében
csak egy folyamat lehet aktiv a monitoron beliil.

3.2 Osztott memoria

Elosztott kozos memoria: Halozatban futo folyamatok kézti memoriamegosztas.

Lehetdséglink van egy programon beliili kiillonb6zé folyamatok, szalak altal haszndlt memoriateriiletek
kozossé tételére, vagyis hasznédlhatjuk ugyanazt a memoriarészt, ,jidGosztasos" lizemmodban. Kilon-
b6z6, egymassal valamilyen moédon ,0Osszekapcsolt" programrészekhez, folyamokhoz, szalakhoz ugyanazt
a memoriateriilet kapcsoljuk.

3.3 Uzenetkiildés

A folyamatok jellemz&en két primitivet hasznalnak: Send(célfolyamat, izenet), Receive(forrds, izenet).
Ezek rendszerhivasok, nem nyelvi konstrukciok.

Ha kiild6-fogad6 nem azonos gépen van, sziikséges Gn. nyugtazo iizenet. Igy ha kiild6 nem kapja meg
a nyugtat, ismét elkiildi az ilizenetet. Ha a nyugta veszik el, a kiildé ajra kiild. Ismételt lizenetek
megkiilonboztetése sorszam segitségével torténik.

Osszegzés: Ideiglenes tarolo helyek (leveleslada) létrehozasa mindkét helyen. El lehet hagyni, ekkor ha
send el6tt van receive, a kiildg blokkolodik, illetve forditva. Ezt hivjak randevu stratégianak. Példaul a
Minix 3 is randevat hasznal, rogzitett méretii tizenetekkel.

Adatcs6 kommunikacié hasonlo, csak az adatcsében nincsenek iizenethatarok, ott csak bajtsorozat van.
Az tizenetkiildés a parhuzamos rendszerek altalanos technikaja. Pl. MPI

Klasszikus IPC (inter-process communication) probléméak:

o Etkezs filozofusok esete: korben felvaltva 5 villa, tanyér. 2 villa kell a spagetti evéshez. A tanyér
melletti villdkra palyaznak. Esznek-gondolkoznak. A legegyszertibb megoldas (végtelen ciklusban
gondolkodik, felveszi a két villajat egyméas utan, eszik, leteszi a villakat) par hibat rejt magaban,
hogy pl. holtpont lehet, ha egyszerre megszerzik a bal villit és mind varnak a jobbra. Illetve ha



leteszi a bal villat és Gjra probalkozik, még az se az igazi, hiszen folyamatosan felveszik a bal villat,
majd leteszik. (Ehezés)

Int N=5;
Szemafor villa[l={1,1,1,1,1}; //mind
szahad
Szemafor max=4; //max 4 villa hasznalt
/legyszerre
Void filozéfus(int 1)
{
while(1)
{
gondolkodom();
down(max);
down(villali]); // bal villa
down(villa[(i+1)%N]; //jobb
eszem();
up(illali]);
up(villa[(i+1)%N]);
up(max);
}
}

Figure 7: Etkezé filozofusok, javitott megoldas: 5 villa szemafor van, és egy maximum. Korlatozott
erGforrds megszerzésre példa

e Iré-olvaso probléma: Adatbézist egyszerre tobben olvashatjak, de csak 1 folyamat irhatja.

Void olvasé()

{
while(1)
// ir6 folyamat 1
Szemafor database=1; down(mutex);
Szemafor mutex=1; rc++,
int re=0, if (rc==1) down(database);
Void iro() up(mutex);

olvas_adatbazisbél();

;rvhile(l) down(mutex); // kritikus
i : rc—-;
csinal_valamit(); e . i
down(database): // kritikus If (re==0) up(database);
up(mutex);

frunk_adatbazisba();

up(database): adatot_feldolgozunk();

Figure 8: Iré-olvasé probléma megvaldsitasa

4 Be- és kimeneti eszk6zok iitemezési lehetdségei, holtpontok

4.1 Be- és kimeneti eszk6zok ilitemezési lehetSségei
Input-Output eszkdzok:

e Blokkos eszkozok. Adott méretd blokkban taroljuk az informaciét. Blokkméret 512 byte - 32768
byte kozott. Egymastél fliggetleniil irhaték vagy olvashaték. Blokkonként cimezhetéek. Ilyen
eszkéz: HDD, szalagos egység

o Karakteres eszk6z8k. Nem cimezhetd, csak jonnek-mennek sorban a ,karakterek" (bajtok)
o 1d5zits: kivétel, nem blokkos és nem karakteres

Megszakitdsok: Altalaban az eszkozoknek van allapotbitjiik, jelezve, hogy az adat készen van.
Megszakitas hasznalat (IRQ):

1. CPU tevékenység megszakitasa

2. a keért sorszami kiszolgalé végrehajtésa



3.
4.

a kivant adat beolvasésa, a szorosan hozzatartozo tevékenység elvégzése

visszatérés a megszakités el6tti allapothoz.

Kozvetlen memdria elérés(DMA): Direct Memory Access, tartalmaz memoria cim regisztert, atvitel irany
jelzésre, mennyiségre regisztert. Ezeket szabalyos in, out portokon lehet elérni.
Miikodeés 1épései:

1.
2.

4.2

CPU beallitja a DMA vezérlst. (Regisztereket.)
A DMA a lemezvezérl6t kéri a megadott miiveletre.

Miutan a lemezvezérls beolvasta a pufferébe, a rendszersinen keresztiil a memoriaba(bdl) irja,
olvassa az adatot.

. Lemezvezérls nyugtazza, hogy kész a kérés teljesitése.

DMA megszakitassal jelzi, befejezte a miiveletet.

Holtpontok (deadlock)

Két vagy tobb folyamat egy eréforras megszerzése soran olyan helyzetbe keriil, hogy egymaést blokkoljak
a tovabbi végrehajtdsban. Pontos definicié: Folyamatokbdl all6 halmaz holtpontban van, ha minden
folyamat olyan eseményre var, amit csak a halmaz egy mésik folyamata okozhat. Nem csak az I/0
eszkozokhoz kotédik, pl parhuzamos rendszerek, adatbazisok, stb.

Coffman E.G. szerint 4 feltétel sziikséges a holtpont kialakulaséhoz:

1.
2.

Kilesonds kizdrds feltétel. Minden eréforras hozzéa van rendelve 1 folyamathoz vagy szabad.
Birtoklds és vdrakozds feltétel. Korabban kapott eréforrast birtoklo folyamat kérhet tjabbat.

Megszakithatatlansdg feltétel. Nem lehet egy folyamattol elvenni az erdforrast, csak a folyamat
engedheti el.

Ciklikus varakozas feltétel. Két vagy tobb folyamatlédnc kialakuldsa, amiben minden folyamat olyan
erGforrasra var, amit egy maésik tart fogva.

Iranyitott graffal lehet modellezni a folyamatokat és eréforrasokat. Ha van kor, akkor az holtpontot jelent.

Stratégiék holtpont esetén:

1.

2.

A probléma figyelmen kiviil hagyasa.

e Nem térédiink vele, nagy valoszintséggel O sem talal meg benniinket.
e Ezt a mddszert gyakran strucc algoritmus néven is ismerjiik.

e Vizsgalatok szerint a holtpont probléma és az egyéb (forditd, op.rendszer, hw, sw hiba)
Osszeomlasok aranya 1:250.

e A Unix, Windows vilag is ezt a ,mddszert” hasznalja. De tul nagy az ar a varhaté haszonért
cserébe.

Felismerés és helyreallitas.

e Engedjiik a holtpontot megjelenni (kor), ezt észrevessziik és cseleksziink.
e Folyamatosan figyeljiik az er6forras igényeket, elengedéseket.

o Kezeljiik az eréforras grafot folyamatosan. Ha kor keletkezik, akkor egy korbeli folyamatot
megsziintetiink.

e Masik modszer, nem foglalkozunk az erdforras graffal, ha x (fél 6ra?) ideje blokkolt egy
folyamat, egyszertien megsziintetjiik. Ez nagygépes rendszereknél ismert modszer.

3. Megel6zés.

o A 4 sziikséges feltétel egyikének meghitsitasa.

e A Coffman féle 4 feltétel valamelyikére mindig él egy megszoritas.
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— Kolesonos kizaras. Ha egyetlen erdforras soha nincs kizarélag 1 folyamathoz rendelve,
akkor nincs holtpont se. De ez nehézkes, mig pl. nyomtaté hasznédlatnil a nyomtatod
démon megoldja a problémét, de ugyanitt a nyomtaté puffer egy lemezteriilet, itt mar
kialakulhat holtpont.

— Ha nem lehet olyan helyzet, hogy eréforrasokat birtoklo folyamat tovabbi erdforréasra
vérjon, akkor szintén nincs holtpont. Ezt kétféle modon érhetjiik el: Elgre kell tudni egy
folyamat Gsszes eréforrasigényét vagy ha erdéforrast akar egy folyamat, elészor engedje el
az Osszes birtokoltat.

— A Coffman féle harmadik feltétel a megszakithatatlansag. Ennek elkeriilése eléggé nehéz.
Pl nyomtatas kézben nem szerencsés a nyomtatot masnak adni.

— A negyedik feltétel, a ciklikus varakozas mér kénnyebben megsziintethets. Egyszertd mod:
Minden folyamat egyszerre csak 1 eréforrast birtokolhat. Mésik médszer: Sorszamozzuk
az erGforrasokat, és a folyamatok csak ezen sorrendben kérhetik az eréforrasokat. Ez jo
elkeriilési mod, csak megfelel§ sorrend nincs.

4. Dinamikus elkeriilés.

e Ersforrasok foglalasa csak ,6vatosan".

e Bankar algoritmus (Dijkstra, 1965) Mint a kisvarosi bankar hitelezési gyakorlata. A bankar al-
goritmus minden kérés megjelenésekor azt nézi, hogy a kérés teljesitése biztonsagos allapothoz
vezet-e. Ha igen, jovahagyja, ha nem, a kérést elhalasztja. Eredetileg 1 erGforrasra tervezett.
A kordbbi megeldzés is, meg ez az elkeriilés is olyan informaciot kér (az eréforrds pontos
igényeket, a folyamatok szamat el6re), ami nehezen megadhaté. (Folyamatok dinamikusan
jonnek létre, eréforrasok dinamikusan modosulnak.) Ezért a gyakorlatban kevesen alkalmaz-
zék.

e Biztonsagos allapotok, olyan helyzetek, melyekbdl 1étezik olyan kezd6dé allapotsorozat, melynek
eredményeként mindegyik folyamat megkapja a kivant eréforrasokat és befejezédik.

5 Memoériakezelés, virtualis memoria fogalma

Monoprogramozds: A legegyszertibb memoriakezelési modszer, idGben csak egyetlen programot fut-
tatunk.

Multiprogramozds: multiprogramozas rogzitett particiokkal: Ekkor a rendelkezésre 4116 memoriat felosztjak
tobb, altalaban nem egyforma hosszisaga részre. Miikddéséhez minden particiénak sziiksége van egy ug-
ynevezett varakozasi sorra. Ha beérkezik egy igény, az operacios rendszer berakja annak a legkisebb
méret, particionak nevezett rész virakozasi soraba, ahova még befér. Ilyenkor elvész a particionak az a
része — nem hasznalhaté —, amit az éppen fut6 processz nem hasznal. Ha az adott szeletben befejez6dik
a munka, a legrégebben varakozo megkapja a teriiletet, és elkezd miikodni.

5.1 Memoriakezelés

A memoériakezel§ az operacios rendszer része, gyakran a kernelben. Feladata: a memoria nyilvantartasa,
melyek szabadok, foglaltak; memoriat foglaljon folyamatok szdmaéara; memoriat felszabaditson; csere
vezérlése a RAM és a (Merev)Lemez kozott.

Kétféle algoritmus csoport:

o Sziikséges a folyamatok mozgatasa, cseréje a memoria és a lemez kozott. (swap)
e Nincs erre sziikség, ha elegendé memoria van.

Multiprogramozds rigzitett memdriaszeletekkel: Osszuk fel a memoriat n (nem egyenld) szeletre. (Fix
szeletek) Pl. rendszerinditasnél ez megtehets. Egy kozos varakozasi sor van, minden szeletre kiilon-kiilon
varakozasi sor. Kotegelt rendszerek tipikus megoldasa.

Relokdcio: Nem tudjuk hova keriil egy folyamat, igy a memoria hivatkozisok nem fordithatok fix
értékekre.

Miésik megoldas: Béazis+hatarregiszter hasznalata, ezeket a programok nem modosithatjak, de minden
cimhivatkozéasnal ellenérzés: lasst.

Multiprogramozds memdriacsere haszndlattal: A korabbi kétegelt rendszerek tipikus megoldéasa a rogzitett
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memoria szeletek hasznalata (IBM OS/MFT). Id6osztésos, grafikus feliiletek esetén ez nem az igazi. Itt
a teljes folyamatot mozgatjuk a memoria-lemez kozott. Nincs rogzitett memoria particié, mindegyik
dinamikusan valtozik, ahogy az op. rendszer oda-vissza rakosgatja a folyamatokat. Dinamikus, jobb
memoria kihasznaltsagu lesz a rendszer, de a sok csere lyukakat hoz létre, ezért memoéria tomoritést kell
végezni. (Sok esetben ez az idGveszteség nem megengedhetd.)

Dinamikus memdriafoglalds: Altaldban nem ismert, hogy egy programnak mennyi dinamikus adatra,
veremteriiletre van sziiksége. A program ,kod" része fix szeletet kap, mig az adat és verem része val-
tozot. Ezek tudnak néni (csokkenni). Ha elfogy a memoria, akkor a folyamat leall, var a folytatasra,
vagy kikeriil a lemezre, hogy a t6bbi még futd folyamat meméridhoz jusson. Ha van a meméridban mér
varakozo folyamat, az is cserére keriilhet.

A  dinamikus" memoria nyilvantartasa:

o Allokacids egység definidlasa. Ennek mérete kérdés. Ha kicsi, akkor kevésbé lyukasodik a memoria,
viszont nagy a nyilvantartési ,eréforras (memoria) igény". Ha nagy az egység, akkor tul sok lesz
az egységen beliili maradékokbol adédé memoriaveszteség.

e A nyilvantartas megvalositasa: Bittérkép hasznalattal vagy Lancolt lista hasznélattal. Ha egy
folyamat befejez&dik, akkor sziikség lehet az egymés melletti memoria lyukak egyesitésére. Kiilon
lista a lyukak és folyamatok listdja.

Memdriafoglalisi stratégidk: Uj vagy swap particiorél behozott folyamat szamara, tébb memoéria elhe-
lyezési algoritmus ismert (hasonloak a lemezhez):

o First Fit (els6 helyre, ahova befér, leggyorsabb, legegyszertiibb)

Next Fit (nem az elejérsl, hanem az el6z6 befejezési pontjabol indul a keresés, kevésbé hatékony,
mint a first fit)

Best Fit (lasst, sok kis lyukat produkal)

Worst Fit (nem lesz sok kis lyuk, de nem hatékony)

Quick Fit (méretek szerinti lyuklista, a lyukak Gsszevonasa koltséges)

5.2 Virtualis memoria fogalma

Multiprogramozds virtudlis memdriahaszndlattal: Egy program hasznalhat tobb memoriat, mint a ren-
delkezésre all6 fizikai méret. Az operacids rendszer csak a ,sziikséges részt" tartja a fizikai memoridban.
Egy program a ,yvirtualismemoria-térben" tartézkodik. Az elv akir a monoprogramozas kérnyezetben is
hasznalhaté.

Memory Management Unit (MMU): A virtualis cimtér ,lapokra" van osztva. (Ezt laptablanak nevez-
ziik). Van jelenlét /hidny bit. Virtualis-fizikai lapokat Osszerendeljiik. Ha az MMU latja, hogy egy lap
nincs a memoériaban, laphibat okoz, op.rendszer kitesz egy lapkeretet, majd behozza a sziikséges lapot.

6 Lapozas és szegmentilas

6.1 Lapozas
Lapozdstervezési szempontok:

o Munkahalmaz modell

— A sziikséges lapok betoltése. (Indulaskor-elglapozas) A folyamat azon lapjainak fizikai memoridban
tartasa, melyeket hasznal. Ez az idGvel valtozik.

— Nyilvan kell tartani a lapokat. Ha egy lapra az utolsé N idGegységben nem hivatkoznak,
laphiba esetén kidobjuk.

— Ora algoritmus javitasa: Vizsgaljuk meg, hogy a lap eleme a munkahalmaznak? (WSClock
algoritmus)

e Lokalis, globalis helyfoglalas

12



— Egy laphibanal ha az 6sszes folyamatot (globalis), vagy csak a folyamathoz tartozo (lokalis)
lapokat vizsgaljuk.

— Globalis algoritmus esetén minden folyamatot ellithatunk méretéhez megfelels lappal, amit
aztdn dinamikusan valtoztatunk.

— Page Fault Frequency (PFF) algoritmus, laphiba/mésodperc arany, ha sok a laphiba, noveljiik

a folyamat memoriaban 1évs lapjainak a szamat. Ha sok a folyamat, akar teljes folyamatot
lemezre vihetiink.(teherelosztas)

e Helyes lapméret meghatarozéasa.

— Kicsi lapméret: A ,lapveszteség" kicsi, viszont nagy laptéabla kell a nyilvantartishoz.
— Nagy lapméret: Forditva, ,lapveszteség" nagy, kicsi laptéabla.

— JellemzGen: n x 512 bajt a lapméret, XP, Linuxok 4KB a lapméret. 8KB is hasznalt (sz-
erverek).

o K0z06s memoria

— Foglalhatunk memoriateriiletet, amit tobb folyamat hasznélhat.

— Elosztott k6z6s memoria: Halozatban futé folyamatok kozti memoériamegosztas.

6.2 Szegmentalas

Virtualis memoria: egy dimenziés cimtér, 0-t6l a maximum cimig (4,8,16 GB, ...).

To6bb programnak van dinamikus teriilete, melyek névekedhetnek, bizonytalan mérettel. Hozzunk létre
egymastol fiiggetlen cimtereket, ezeket szegmensnek nevezziik.

Ebben a vilagban egy cim 2 részbdl all: szegmens szam, és ezen beliili cim. (eltolas)

Szegmentaléas lehetGvé teszi osztott konyvtarak ,egyszeri" megvalésitasat. Logikailag szét lehet szedni a
programot, adat szegmens, kod szegmens stb. Védelmi szintet is megadhatunk egy szegmensre. Lapok
fix méretiek, a szegmensek nem. Szegmens toredezettség megjelenése. Ez toredezettség-Osszevondassal
javithato.

7 Lapcserélési algoritmusok

Ha nincs egy virtualis cimi lap a memoéridban, akkor egy lapot ki kell dobni, berakni ezt az 4j lapot. A
processzor gyorsité tar (cache) memoria hasznalatnél, vagy a bongészé helyi gyorsitotardnal is hasonld
a helyzet. Optimalis lapcserélés: Cimkézziink meg minden lapot azzal a szdmmal, ahdny CPU utasités
végrehajtodik, miel6tt hivatkozunk ra. Dobjuk ki azt a lapot, amelyikben legkisebb ez a szdm. Egy baj
van, nem lehet megvaldsitani, viszont kétszeres futasnal tesztelési célokat szolgalhat.

e NRU (Not Recently Used) algoritmus:

— Hasznéljuk a laptabla bejegyzés modositas (Modify) és hivatkozas (Reference) bitjét. A hi-
vatkozas bitet idénként (6ramegszakitasnal, kb. 0.02 sec) allitsuk 0-ra, ezzel azt jelezziik, hogy
az ,utébbi idében" volt-e hasznéalva, hivatkozva.

x (0.0sztaly: nem hivatkozott, nem moédositott

* l.osztaly: nem hivatkozott, moédositott. Ide akkor lehet keriilni, ha az éramegszakitas
allitja O-ra a hivatkozas bitet.

*

2.0sztaly: hivatkozott, nem maodositott

*

3.osztaly: hivatkozott, médositott

— Valasszunk véletlenszerien egy lapot a legkisebb nem iires osztalybol. Egyszert, nem igazan
hatékony implementélni, megfelel§ eredményt ad.

o FIFO lapcserélés. Egyszerti FIFO, més teriiletekrdl is ismert, ha sziikség van egy 0j lapra akkor a
legrégebbi lapot dobjuk ki. Listaban az érkezés sorrendjében a lapok, egy lap a lista elejére érkezik,
és a végérdl tavozik. Ennek javitasa a Masodik Lehetdség lapcseréls algoritmus.

e Masodik Lehet6ség lapcseréls algoritmus. Olyan, mint a FIFO, csak ha a lista végén 1évs lapnak
a hivatkozas bitje 1, akkor kap egy mésodik esélyt, a lista elejére keriil és a hivatkozas bitet O-ra
allitjuk.
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e Ora algoritmus: olyan, mint a masodik lehetGség, csak ne a lapokat mozgassuk korbe egy listaban,
hanem rakjuk korbe Gket és egy mutatéval korbe jarunk. A mutaté a legrégebbi lapra mutat.
Laphibéanal, ha a mutatott lap hivatkozas bitje 1, nulldzzuk azt, és a kovetkezd lapot vizsgéljuk.
Ha vizsgalt lap hivatkozés bitje 0, akkor kitessziik.

o LRU (Least Recently Used) algoritmus: Legkevésbé (legrégebben) hasznalt lap kidobasa. HW vagy
SW megvalositas.

— HW1: Vegylink egy szamlalét, ami minden memoria hivatkozasnal 1-gyel ng. Minden lap-
tablaban tudjuk ezt a szamlalot tarolni. Minden memoriahivatkozasnal ezt a szamlalot beirjuk
a lapba. Laphibanal megkeressiik a legkisebb szamléléértéki lapot.

— HW2: LRU bitmatrix hasznélattal, n lap, n x n bitmatrix. Egy k. lapkeret hivatkozasnal
allitsuk a méatrix k. sorat 1-re, mig a k. oszlopat O-ra. Laphibanal a legkisebb értéki sor a
legrégebbi.

e NFU (Not Frequently Used) algoritmus:
— Minden laphoz tegyiink egy szamlalét. Minden éramegszakitdsnal ehhez adjuk hozza a lap
hivatkozas (R) bitjét.
— Laphibanal a legkisebb szamlaléértéki lapot dobjuk ki. (A leginkadbb nem hasznalt lap)

— Hiba, hogy az NFU nem felejt, egy program elején gyakran hasznélt lapok megé6rzik nagy
értékiiket.

— Moédositsuk: Minden 6ramegszakitasnél csindljunk jobbra egy biteltolast a szdmlélén, balrél
pedig hivatkozés bitet tegyiik be (shr).(Oregits algoritmus)

— Ez jol kozeliti az LRU algoritmust.

— Ez a lapszamlalé véges bitszamu (n), igy n idGegység el6tti eseményeket biztosan nem tud
megkiilonboztetni.

8 Lemezteriilet-szervezés, redundans tombok, fajlrendszerek szol-
galtatasai és jellemz6 megvaldsitasaik

8.1 Lemezteriilet-szervezés

8.2 Redundans tombok

RAID — Redundant Array of Inexpensive Disks. Ha operaciés rendszer nyujtja, gyakran Soft Raidnek
nevezik. Ha intelligens (kiils6) vezérlGegység nyujtja, gyakran Hardver Raid-nek, vagy csak Raid dis-
zkrendszernek nevezik. Bér nevében olcs6 (Inexpensive), valojaban inkabb nem az. T6bb lemezt fog
Ossze, és egy logikai egységként latja az operacios rendszer. Tobbféle Osszefogasi” elv létezik: RAID 0-6.

e RAID 0(striping)

— Ez az a Raid, ami nem is redundans

— T&6bb lemez logikai 6sszeftizésével egy meghajtot kapunk.

A lemezkapacitasok Gsszege adja az ij meghajto kapacitasat.

A logikai meghajto blokkjait szétrakja a lemezekre (striping), ezaltal egy fajl irdsa tobb lemezre
keriil.

Gyorsabb I/O miveletek.

— Nincs meghibasodas elleni védelem.

e RAID 1(tiikr6zés)

— Két fliggetlen lemezbdl készit egy logikai egységet.
— Minden adatot parhuzamosan kiir mindkét lemezre.(Tiikr6zés, mirror)

— Tarolokapacitas felére csokken.

Dréaga megoldas.
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— JelentGs hibatiirg képesség. Mindkét lemez egyszerre torténd meghibasodasa okoz adatvesztést.

RAID 1+0, RAID 0+1

— RAID 1+0: Tiikros diszkekbdl vonjunk 6ssze tobbet.
— RAID 0+1: RAID 0 6sszevont lemezcsoportbodl vegyiink kettdt.

— A vezérlgk gyakran nyujtjak egyiket, méasikat, mivel igy is, ugy is tiikrozés van, azaz draga,
igy ritkan hasznalt.

RAID 2: Adatbitek mellett hibajavité biteket is tartalmaz. (ECC: Error Correction Code) PI. 4
diszkhez 3 javitoé diszk

RAID 3: Elég egy plusz ,paritasdiszk", n+1 diszk, > n a kapacitas

RAID 4: RAID 0 kiegészitése paritasdiszkkel.

Ma ezen megoldasok (RAID 2,3,4) nem gyakran hasznalatosak.
RAID 5

— Nincs paritasdiszk, ez el van osztva a tomb Osszes elemére. (stripe set)
— Adatok is elosztva keriilnek tarolasra.
— Intenziv CPU igény (vezérls CPU!N!)

— Redundéans tarolas, 1 lemez meghibdsodasa nem okoz adatvesztést. A paritasbitbdl meg a
tobbibél az egy eltlint kiszamithat6. 2 lemez egyideji meghib4dsodasa mar okoz adatvesztést.

N lemez RAID 5 témbben (N>=3), n-1 lemez méreti logikai meghajtot ad.

e RAID 6

A RAID 5 paritasblokkhoz, hibajavité kod keriil tarolasra.(+1 diszk)
Még intenzivebb CPU igény.

Két diszk egyidejd kiesése sem okoz adatvesztést.

Relativ draga
N diszk RAID 6-0s tombjének kapacitasa, N-2 diszk kapacitéssal azonos.

Elvileg altalanosithatd a modszer (3 diszk kiesése)

Ma leggyakrabban a RAID 1,5 verziokat hasznaljadk. A RAID 6 vezérlck az utobbi 1-2 évben jelentek
meg. Béar olcso diszkekrdl szol a RAID, de valdjaban ezek nem mindig olcsék. RAID 6-nl méar 2 lemez
kiesik, igy ez még inkabb draga.

Hot-Swap(forré csere) RAID vezérls: miikodés kozben a meghibasodott lemezt egyszertien kicseréljiik.

8.3 Fiajlrendszerek szolgaltatasai

Fdjl: adatok egy logikai csoportja, névvel egyéb paraméterekkel ellatva. A fajl az informaciotarolas
egysége, névvel hivatkozunk ra. JellemzGen egy lemezen helyezkedik el, de altaldnosan az adathalmaz,
adatfolyam akar képerny6hoz, billentytizethez is kdthetd.

A lemezen altalaban 3 féle fajl, allomany talédlhato:

e Rendes felhasznal6i allomany.
o Ideiglenes allomany
e Adminisztrativ dllomany. Ez a mtikodéshez sziikséges, altalaban rejtett.

Konyvtdr: fajlok (konyvtarak) logikai csoportositésa.

Fdjlrendszer: modszer, a fizikai lemeziinkon, kotetiinkon a fajlok és konyvtarak elhelyezés rendszerének
kialakitasara.

Fajlok elhelyezése: A particio elején, az tn. Szuperblokk (pl. FAT esetén a 0. blokk ) leirja a rend-
szer jellemzdit. Altaldban kovetkezik a helynyilvantartas (FAT, lancolt listas nyilvantartas). Ezutin a
konyvtéarszerkezet (inode), a konyvtar bejegyzésekkel, fajl adatokkal. (FAT16-nal a kényvtar el6bb van,
majd uténa a fajl adatok.)

Elhelyezési stratégiak:

15



e Folytonos tarkiosztas: First Fit, Best Fit, Worst Fit (olyan memoria szakaszba tessziik, hogy a
lehetd legnagyobb rész maradjon szabadon). Veszteséges lemezkihasznalas.

e Lancolt elhelyezkedés: Nincs veszteség (csak a blokkméretbdl adodoan). Fajl adatok (blokkokra
bontva) lancolt lista tabla. Az n. blokk olvasésa lassu lesz. Szabad-foglalt szektorok: File Alloca-
tion Table,FAT. Ez nagy lehet, a FAT-nak a meméridban kell lenni fajl miiveletnél.

o Indextablas elhelyezés: Katalogus tartalmazza a fajlhoz tartozo kis tabla (inode) cimét. Egy inode
cimbdl elérhetd a fajl.

Fajlrendszer tipusok:
e Merevlemezen alkalmazott fajlrendszer: FAT, NTFS, EXT2FS, XFS, stb

e Szalagos rendszereken (elsGsorban backup) alkalmazott fajlrendszer: Tartalomjegyzék, majd a tar-
talom szekvencialisan

e CD, DVD, Magneto-opto Disc fajlrendszer: CDFS, UDF (Universal Disc Format), kompatibilitas
e RAM lemezek (ma méar kevésbé hasznaltak)

e FLASH memoria meghajt6 (FAT32)

e Halozati meghajto: NFS

e Egyéb pszeudo6 fajlrendszerek: Zip, tar.gz, ISO

Naplozott fajlrendszerek: A fajlrendszer sériilés, aramsziinet stb. esetén inkonzisztens allapotba kertil-
het. Gyakran nevezik: LFS-nek (Log-structured File System) vagy JEFS-nek(Journaled). Adatbazis-
kezel6k mintajara: mivelet + log naplézodik. Tranzakciés alapra épiil. Leallas, hiba esetén a log
alapjan helyre lehet allitani. Célszertien a log masik lemez (mésik particio). Nagyobb erdforréas igényt,
de nagyobb a megbizhatdség.

A mai operécios rendszerek ,rengeteg" tipust tamogatnak, pl: Linux 2.6 kernel t6bb mint 50-et. A
fajlrendszert csatolni tobbféleképpen is lehet:

e Mount, eredményeképpen a fajlrendszer allomanyok elérhetk lesznek.
e Automatikus csatolas (pl. USB drive)
o Kézi csatolas (Linux, mount parancs)

Kiilon névtérbeli elérhetgség a Windowsnal az A, B, C stb lemezek. Egységes névtér a UNIX-nal van.

8.4 Fajlrendszerek szolgaltatasainak jellemz6 megvalositasai

o FAT

— File Allocation Table. Talan a legrégebbi, ma is él6 fajlrendszer.

— A FAT tébla a lemez foglaltségi térképe, annyi eleme van, ahdny blokk a lemezen. Pl: Fat12,
FDD, Cluster méret 12 bites. Ha értéke 0, szabad, ha nem, foglalt. Biztonsig kedvéért 2 tabla
van.

— Lancolt elhelyezés. A katalogusban a file adatok (név stb) mellett csak az els§ fajl blokk
sorszama van megadva. A FAT blokk azonosité mutatja a kivetkezd blokk cimét. Ha nincs
tovabb, FFF az érték.

— Rogzitett bejegyzés méret, 32 bajt (max. 8.3 név)
— System, Hidden, Archive, Read only, kényvtar attributumok
— A fajl utolsé modosités ideje is tarolva van.

— FAT16, 16 bites cluster leird, 4 bajt (2x2) irja le a fajl kezdsblokkjat. Max. 4 GB parti-
cios méret (64kb blokk méretnél), jellemzden 2 GB. Fajlméret maximum is a 4 (2) GB.
Kiilon konyvtari teriilet (FDD-nez a 0. sav). FDD-n 512 konyvtari bejegyzés. HDD-n 32736
konyvtari bejegyzés (16 bit elGjelesen)

16



FAT32 (1996-t6] elérhetd): 28 bites clusterleird, 2 TB particiés méret (alap szektor méret-
tel), 32 MB-ig 1 blokk = 1 szektor(512bajt). 64 MB: 1 blokk=1KB (2 szektor), 128 MB: 1
blokk=2KB. 1 blokk max. 64 KB lehet.

Tamogattak mar a hosszu fajl neveket is. T6bbszoros 8.3 részre fenntartott bejegyzésekkel.

Toredezettségmentesités sziikséges.

o NTFS

New Technology File System

FAT-NTFS hatékonysagi hatar: kb. 400 MB.

255 karakteres fajl név, 8+3 masodlagos név

Kifinomult biztonséigi beallitasok

Ahogy a FAT esetén, itt is sziikséges a toredezettségmentesités.

Titkositott fajlrendszer tamogatésa, naplozas

POSIX tamogatas. Hardlink (fsutil parancs), id6bélyegek, kis-nagybetiik kiilonboznek
Tomoritett fajl, mappa, felhasznaloi kvota kezelés

Az NTFS csak klasztereket tart nyilvan, szektort (512béjt) nem

Boot Sector File Table Systemn Data | Table Copy

MTFS Master File Master File

Figure 9: NTFS particio. A Master File Table és a File System Data egy-egy tablazat

MFT: NTFS particié az MFT (Master File Table) tdblazattal kezd6dik. 16 attributum ad egy
fajl bejegyzést. Minden attribitum max. 1kb. Ha ez nem elég, akkor egy attribitum mutat
a folytatasra. Az adat is egyfajta attribitum, igy egy bejegyzés tobb adatsort tartalmazhat.
(PL: Betekinté kép) Elvi fajlméret 264 bajt lehet. Ha a fajl < 1kb, belefér az attributumba,
kozvetlen fajl. Nincs fajlméret maximum.
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$Mft — Master File Table
$MitMirr — MFT Mirror

$LogFile — Naplofajl

$Volume — Kotetfajl

$AttrDef — Attribdtum definiciék
\ — Gyokérkdényvtar

$BitMap — Cluster foglaltsag
$Boot — Bootszektor

$BadClus — Hibas clusterek

9 |$Secure — Biztonsagi leirék

10 |$UpCase — Unicode karaktertabla
11 |$Extend — Egyéb metadata

12 |Nem hasznalt

W~ O W N =D

BAMEIULD) BIEWIEZS BlEpRISW SJIN ZV

15 |Nem hasznalt

16 |Felhasznaléi fajlok és mappak

Figure 10: Az NTFS partici6 felépitése

e ext, az ext2 és az ext3

— Az ,ext” kifejezés a fajlrendszerek neveiben az extended (magyarul kiterjesztett) kifejezést
takarja. Az extended fajlrendszer volt az elsg kifejezetten a UNIX-szertdi GNU/LINUX op-
eracios rendszerekhez készitett fajlrendszer, amely 6rokolte az UFS (UNIX File System) fajl-
rendszer metaadat-szerkezetét, és arra késziilt, hogy a Minix operécios rendszer fajlrendsz-
erének a hibait kikiiszobolje. A hibak kikiiszobolése tobbek kozott a Minix operaciés rendszer
fajlrendszer-hatarainak kiterjesztése.

— Az ext2 fajlrendszer, amely a GNU/LINUX operacios rendszereken kiviil més rendszereken
is megjelent, tobb Linux disztribiicié alapértelmezett fajlrendszere volt, amig az utédja, az
qext3” fajlrendszer (third extended filesystem — harmadik kiterjesztett fajlrendszer) el nem
késziilt.

— Az ext3 fajlrendszer (third extended filesystem — harmadik kiterjesztett fajlrendszer) az ext2
fajlrendszer utddja, amely mar az ext2 fajlrendszerhez képest naplozéast is tartalmaz. Ez
a naplézas elsGsorban a biztonsédgot noveli, és lehetévé teszi azt, hogy szabalytalan leallas
bekovetkezése utan ne kelljen az egész fajlrendszert Gjra ellendrizni.

e ReiserFS: A ReiserFS fajlrendszer lehetévé teszi egy blokkos eszk6zon (block device) valtozo méretid
fajlok tarolasat és konyvtarstrukturaba rendezését. A kezdeti UNIX és UNIX-szerii operacios
rendszerek (igy pl. a GNU/LINUX operacios rendszer is) csak egyfajta fajlrendszert tamogattak, a
sajat formatumukat. A modern operaciés rendszerek viszont tobbféle fajlrendszert is tAmogatnak,
és vannak olyan fajlrendszerek is, amelyeket tObb operacids rendszer is tamogat. A ReiserFS
fajlrendszer egyaltalan nem ilyen. A ReiserFS fdjlrendszer egy olyan fajlrendszer, amely csak és
kizarolag a GNU/LINUX operacios rendszer alatt hasznalhato jelenleg korlatozas nélkiil.
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Zarovizsga tételsor
16. Szamitogépes hélézatok és Internet eszkozok

Dobreff Andras

Szamitogépes halézatok és Internet eszk6zok
Fizikai réteg, adatkapcsolati réteg, halézati réteg, szallitéi réteg — feladatok, mdodszerek, protokollok

1 Halézatok modelljei

TCP/IP modell
Transmission Control Protocol/Internet Protocol. Réviden TCP/IP. A TCP/IP modell 1982-
ben lett az amerikai hadédszati célu szamitégépes halozatok standardja. 1985-t6l népszerusitették
kereskedelmi hasznalatra.

4 Réteget kiilonboztet meg:

1. Kapcsolati réteg

2. Halbzati réteg

3. Szallitoi réteg

4. Alkalmazasi réteg
OSI modell

Open System Interconnection Reference Model. Réviden OSI referencia modell. Standard kon-
cepciondlis modellt definidl kommunikacios halézatok belsé funkcionalitdsahoz.

7 Réteget kiilonboztet meg:
Fizikai réteg
Adatkapcsolati réteg
Haélézati réteg
Szallitasi réteg
Munkamenet réteg

Megjelenitési réteg

N ot N

Alkalmazési réteg

2 Fizikai réteg

Definicié
A fizikai réteg feladata a bitek tovabbitdsa a kommunikaciés csatornan keresztiil. Azaz a korrekt bit
atvitel biztositasa, a kapcsolat kezelése és az atvitelhez sziikséges id6 és egyéb részletek tisztazasa.
Tehat a tervezési szempontok az interfész mechanikai, elektromos és eljarasi kérdéseire, illetve az
atviteli kozegre vonatkoznak.

Adatatvitel

Vezetékes
Adatatvitel vezeték esetén valamilyen fizikai jellemzd véltoztatdsdval lehetséges (pl.: fesziiltség,
aramer6sség). Ezt egy g(t) periodikus fliggvénnyel jellemezhetjiik.

g(t) = %c + i ansin(2mn ft) + i bpcos(2mnft)
n=1

n=1



ahol f = % az alapfrekvencia, a,, és b,, pedig az n-edik harmonikus szinuszos illetve koszinuszos
amplituddk
Vezetékes nélkiili

Vezeték nélkiili adatatvitelre sok helyen hasznédlnak elektormagneses hullamokat. A hullamoknak
van frekvencidja és hulldimhossza.

e Frekvencia: A hullim mdasodpercenkénti rezgésszama. Jele: f, mértékegysége: Hz (Hertz)
e Hulldmhossz: két egymast kovetd hullamesics (v. hulldmvolgy) kozotti tavolsag. Jele: A

Af=c

ahol ¢ a fénysebesség, azaz az elektromagneses hullamok terjedési sebessége vakuumban.

Tartomany Hullamhossz Frekvencia
neve (centiméter) (Hertz)
Radid 10 <3*10°
Mikrohullam 10-0.01 3%10°-3 * 1012
Infravoros 0.01-7x 103 3x1012-4.3x10%
Lathato 7x10°-4x10° 43*10%-7.5*10%
Ultraibolya 4 x 107 -107 7.5 %101 -3 %107
Rontgen sugarak 107 -10° 3*¥107-3* 1018
Gamma sugarak <10° >3 *10%

abra 1: Elektromagneses spektrum

Szimbdlumok
Bitek helyett szimbdlumokat kiildiink &t. (Pl 4 szimb6lum: A - 00, B - 01, C - 10, D - 11)
Baud: szimbd6lum/maésodperc
Adatréta: bit/mdsodperc

Szinkronizacié
Kérdés: Mikor kell szignalokat mérni, illetve mikor kezdddik egy szimb6lum? Ehhez szinkro-
nizacié kell a felek kozott.

e Explicit drajel
Parhuzamos atviteli csatorndk hasznélata, szinkronizalt adatok, rovid atvitel esetén al-
kalmas.

e Kritikus idépontok
Szinkronizaljunk példaul egy szimbdélum vagy blokk kezdetén, a kritikus idépontokon kiviil
szabadon futnak az orak, feltessziik, hogy az 6rék rovid ideig szinkronban futnak.

e Szimbdlum kdédok
Oniitemez6 jel-kiilon érajel szinkronizécié nélkiil dekédolhaté jel, a szignél tartalmazza
a szinkronizédlashoz sziikséges informaciot.

kildd: Fogado (gyorabb oraval)

csatoma
|

abra 2: Szinkronizéaci6 sziikségessége

Atviteli kozegek

Vezetékes



e magneses adathordozok
savszélesség jo, késleltetés nagy
e sodort érpar
Foként tavbeszélorendszerekben hasznalatos; dupla rézhuzal; analdg és digitélis jelatvitel
o Koaxalis kabel
Nagyobb sebesség és tavolsag érhetd el, mint a sodorttal; analdg és digitalis jelatvitel
o Fényvezet6 szalak
Fényforras, atviteli kozeg és detektor; fényimpulzus 1-es bit, nincs fényimpulzus 0-s bit
Vezetékes nélkiili

o Radiofrekvencias atvitel
egyszeriien el6éallithatéak; nagy tavolsag; kiltéri és beltéri alkalmazhatdsdg; frekven-
ciafliggd terjedési jellemzbk

e Mikrohulldmu atvitel
egyenes vonal mentén terjed; elhalkulds probléméja; nem driga

o Infravords és milliméteres hullamu atvitel
kistavolsagu atvitel esetén; szilard targyakon nem hatol at

e Lathaté fényhullamu atvitel
lézerforras + fényérzékeld; nagy savszélesség, olcsd, nem engedélykoteles; idojaras erésen
befolyasolhatja

Jelatvitel

e Alapsdv
A digitélis jel direkt drammé vagy fesziiltséggé alakul. A jel minden frekvencidn atvitelre
keriil. Atviteli korlatok

Csatorna
OO Forraskdolds [———— 20T ) Fizikai dtvitel [ ,
adatforras :
Csatorna /' ”
is bi < 4 MEDIUM
Forrds bitek szimbélumok
Csatorna
(O Forrés dekodolds - dekidolis - Fizikai vétel  fe--mmmnn-semmnd
adatcél

abra 3: Digitalis alapsavu atvitel struktirija

o Szélessav
Széles frekvencia tartomanyban torténik az atvitel. A jel moduléldsara az alabbi lehetGségeket

hasznélhatjuk.
Csaty
(CO— Forrés kédolds [— il 5 Modulacis | Fizikai atvitel :
adatforras / i
. / Csatorna Hullam formdk <
Forrds bitek \ szimbdlumok véges halmaza '\
Csatorna \
o \ \ L \ I oo
D+ Forrés dekédolds dekbdolas Demodulacié Fizikai vétel
adatceél
abra 4: Digitalis szélessavu atvitel strukturija
Modulacidk:

Egy szinuszos rezgés dbrazoldsa T periddus idejil fliggvényre g(t) = Asin(27w ft + ¢) , ahol A
az amplitudé, f = % a frekvencia és ¢ a faziseltolas

— Amplitidé modulacié
Az s(t) szigndlt a szinusz gorbe amplitiddjaként kédoljuk, azaz:

fa(t) =s(t) - sin(2mft + )



Analdg szigndl: amplitid6 modulécié
Digitalis szignél: amplitidé keying(szigndl eréssége egy diszkrét halmaz értékeinek megfeleléen
véltozik)

a moduldlando jel

/—\/_\_/

magasabb frekvencidjd radio vivdjel

AMAMAAAAMAMAAAA

a vivjel adattal amplitidé modulalt jele

dbra 5: Amplitiudé modulécié

0 1 Qo 0

] 1 0 1 1 o Q 1 o
| | | : | i
P b

abra 6: Amplitidé keying

— Frekvencia modulécié
Az s(t) szignélt a szinusz gorbe frekvencidjdban kédoljuk, azaz:

fr(t) =a-sin(2ms(t)t + )

Analég szignél: frekvencia modulédcié
Digitdlis szigndl: frekvencia-eltolds keying(példaul egy diszkrét halmaz szimbdlumaihoz
kiilénboz6 frekvencidk hozzarendelésével)

Szignal

output

abra 7: Frekvencia moduldcid



abra 8: Frekvencia keying

— Fazis modulacié
Az s(t) szigndlt a szinusz gorbe fazisdban kédoljuk, azaz:

fe(t) =a-sin(2rft + s(t))

Analdg szigndl: fazis modulacié (nem igazén hasznéljdk)
Digit4lis szignal: fézis-eltolds keying ( példdul egy diszkrét halmaz szimbdlumaihoz kiilénb6z6
fazisok hozzdrendelésével)

M

H

abra 9: Fazis modulécio

o R‘“‘%\Phase chénges/ /

abra 10: Fazis-eltolas keying

Digitélis és analdg jelek Osszehasonlitasa:

Digitélis atvitel: Diszkrét szigndlok véges halmazat haszndlja (példdul fesziiltség vagy dramerdsség
értékek).

Analdg dtvitel: Szigndlok folytonos halmazédt hasznalja (példdul fesziiltség vagy dramerdsség

a vezetékben)

Digitélis esetében lehet&ség van a vételpontossag helyreallitasara illetve az eredeti jel helyredllitasara,
mig az analégndl a fellép6 hibak 6nmagukat erésithetik.



3 Adatkapcsolati réteg

Definicié
Az adatkapcsolati réteg feladata jol definidlt szolgalati interfész biztositdsa a hélézati rétegnek,
melynek hiarom fazisa van:
e nyugtazatlan Osszekottetés alapu szolgalat
e nyugtazott 6sszekdttetés nélkiili szolgdlat

e nyugtazott osszekottetés alapt szolgalat

Tovabbé az atviteli hibdk kezelése és az adatforgalom szabélyozdsa (eldrasztés elkertilése).

Keretképzés
A fizikai réteg nem garantal hibamentességet, az adatkapcsolati réteg feladata a hibajelzés il-
letve a sziikség szerint javitds. Erre megoldas: keretekre tordelése a bitfolyamnak, és ellenérzé

Osszegek szamitdsa. A keretezés nem egyszeri feladat, mivel megbizhaté idézitésre nem nagyon
van lehetOség. Négy lehetséges mddszer:

1. Karakterszamlélas
A keretben 1év6 karakterek szamét a keret fejlécében adjuk meg. Igy a vevé adatkapcsolati
rétege tudni fogja a keret végét. Probléma: nagyon érzékeny a hibara a mddszer.

KARAKTEREK SZAMA

e e N, . -
HIBATLANATV\TEL:‘S‘].‘Z|3‘4‘5‘6|7|8‘9|6|0‘1|2|3‘4|5|6‘7|8‘9|

- KARAKTEREK SZAMKENT LESZ ERTELMEZVE

ATVITELI HIBA: ‘5‘1‘2|3‘4‘7‘6|7‘8|9‘6‘0|1ﬂ"2|3|4‘5‘6|7|8|9|

abra 11: Karakterszamlalas

2. Kezd6 és végkarakterek karakterbeszirassal
Kiilonleges bajtokat helyeziink el a keret elejének és végének jelzésére, aminek a neve jelzo
bajt(flagbyte). Az adatfolyamban szereplé specidlis bajtokhoz ESC béajtot haszndlnak.

ADATABRAZOLAS KARAKTERBESZURAS ESETEN

‘ FLAG ‘ FEJRESZ ‘ FELHASZNALOI ADAT ‘ FEJRESZ ‘ FLAG ‘

SPECIALIS BAJTOK KEZELESE A FELHASZNALOI ADATBAN

- | FLAG | - FLAG

ESC | - ESC ESC

abra 12: Kezd6 és végkarakterek karakterbesziirdssal

3. Kezdé és végjelek bitbeszurasa

Minden keret egy specidlis bitmintdval kezdédik (flagbdjt, 01111110) és minden egymést
kovetd 5 hosszui folytonos 1-es bit sorozat utdn beszur egy 0-4t.



AZ ATVITELRE SZANT BITSOROZAT BITBESZURAS ELOTT 011011111111111111110010

AZ ATVITELRE SZANT BITSOROZAT BITBESZURAS UTAN (FEILEC NELKUL) —— 011011111 Lll 111101111 1_'0 10010
BeszORT BTek

A VEVONEL MEGJELENO UZENET A REDUNDANS BITEK ELTAVOLITASAUTAN ——— 011011111111111111110010

abra 13: Kezd6 és végjelek bitbeszurédsal

4. Fizikai rétegbeli kédolds-sértés
Olyan halézatokban hasznalhaté, ahol a fizikai rétegbeli kédolds redundanciat tartalmaz.

Hibakezelés

Hibakezelés szempontjdbdl a kovetkezd két esetet kell vizsgdlnunk. A keretek megérkeztek-e a
célallomas halézati rétegéhez, illetve helyes sorrendben érkeztek-e meg. Ehhez valamilyen visszac-
satolds szitkséges a vev6 és az ad6 kozott. (példdul nyugtdk). IdSkorldtokat vezetiink be az egyes
lépésekhez. Hiba estén a csomagot ujrakiildjiik. Tobbszoros vétel lehet, amin segithet a sorszamok
hasznalata. Az adatkapcsolati réteg feladata a hibakezelés szempontjabol, hogy az idézitOket és
szamlaldkat gy kezelje, hogy biztositani tudja a keretek pontosan egyszeri (nem tobb és nem
kevesebb) megérkezését a célallomés hélzati rétegéhez.

Bithibak:

e egyszerl bithiba
Az adategység 1 bitje nullardl egyre avagy egyrél nullara valtozik.

Kolbéd 01100010

vVEvd 01101010

abra 14: Egyszerti bithiba

e csoportos bithiba
Egy olyan folytonos szimbdlum sorozatot, amelynek az elsé és utolsé szimboluma hibds, és nem
létezik ezen két szimbolummal hatarolt részsorozatban olyan m hosszu részsorozat, amelyet
helyesen fogadtunk, m hosszi csoportos bithibanak neveziink.

Hiba jelzés és javitas:

Kéttéle hibakezelési stratégia létezik. Ezek a hibajelzd (redunddns informécié mellékelése) és hiba-
javité kédok (adatok kozé iktatott redundancia). [Megbizhaté csatorndkon a hibajelzés olcsébb.
(csomagot inkdbb tjrakiildjiik). A kevésbé megbizhaté csatorndkon a hibajavitdsos mddszer célszeriibb]

e Hamming-tavolsdg, Hamming-korlat
Kiildendé keret m bitet tartalmaz. Redundéans bitek szama r. Tehat az elkiildott keret:
n =m+ r bit.
Hamming-tavolsag:
Az olyan bitpozicidk szamat, amelyeken a két kédszéban kiillonboz6 bitek dllnak, a két kddszo
Hamming tdvolsdganak nevezziik. Jelolés: d(x,y)
Legyen S az egyenl6 hosszi bitszavak halmaza. S Hamming-tavolsidga:

d(s) := by i d(z,y)

d(S) = 1 esetén:
Nincs hibafelismerés, ugyanis megengedett kédszébol 1 bit megvaltoztatdsaval megengedett
kédszé all eld.

1 bit kiilénbség
X——————————— ¥

abra 15: Kéd Hamming-tavolsaga = 1



d(S) = 2 esetén:

Ha az x kédszéhoz 1étezik olyan v nem megengedett kddszo, amelyre d(u, z) = 1, akkor hiba
tortént. Ha x és y megengedett kédszavak (tdvolsdguk minimdlis = 2), akkor a kovetkezd
Osszefiiggésnek teljesiilnie kell:

2 =d(z,y) < d(z,v) + d(v,y)
Azaz egy bithiba felismerhetd, de nem javithato.

1 bit kiilénbség 1 bit kuldnbség
v

abra 16: Kéd Hamming-tavolsaga = 2

d(S) = 3 esetén:
Ekkor minden u, melyre d(x,u) =1 és d(u,y) > 1 nem megengedett. Ekkor hdrom lehetdség
all fent:

— x keriilt atvitelre és 1 bit hibaval érkezett

— vy keriilt atvitelre és 2 bit hibaval érkezett

— valami maés keriilt atvitelre és legalabb 2 bit hibaval érkezett

De valészintibb, hogy x keriilt atvitelre, tehdt ez egy 1 bit hiba javité, 2 bit hiba felismer6
kéd.

1 bit killénbség 1 bit kiilénbség 1 bit kiilénbseg
u v

dbra 17: Kéd Hamming-tavolsdga = 3

Hamming-korlat:

C C{0,1}™ és d(C) = k. Ekkor a kédszavak % sugart kornyezeteiben talalhaté bitszavak
egymadssal diszjunkt halmazainak unidja legfeljebb az n-hosszi bitszavak halmazat adhatja ki.
Vagyis formalisan:

1551

oy (") <o

— Hibafelismerés:
d bit hiba felismeréséhez a keretek halmazaban legalabb d+1 Hamming tavolsag sziikséges.
— Hibajavitas:
d bit hiba javitdsdhoz a megengedett keretek halmazaban legalibb 2d + 1 Hamming
tavolsag sziikséges.
— Kéd ratéja:
Rs = l(’g%lsl a kdd rétdja (S C {0,1}") - hatékonysigot karakterizalja
— Kéd tavolsaga:
0s = %S) a kdd tévolsaga (S C {0,1}™) - hibakezelést karakterizélja
A j6 kédnak a ratdja és a tavolsdga is nagy.
Paritédsbit
A paritasbit olyan bit, melyet a kédszéban 1é6vé egyesek szdma alapjan vélasztunk.
— Odd Parity - ha az egyesek szdma paratlan, akkor 0 befiizése; egyébként 1-es beflizése
— Even Parity - ha az egyesek szama paros, akkor 0 beflizése; egyébként 1-es befiizése
Egy paritdst haszndlé mddszer az in. Hamming mddszer:
A k6dszé bitjeit szamozzuk meg (1-gyel kezdédden). A 2 hatvanyu pozicidkon az ellenérzé
bitek kapnak helyet, a maradék helyekre az lizenet bitjei keriilnek. Mindegyik ellenérzé bit a
bitek egy csoportjanak (beleértve 6nmagdat is) a paritasat allitja be parosra (vagy pédratlanra).
A csoportok a kovetkezéképp alakulnak:

— 1. bit: Minden els§ egyhosszi bitsorozat az els6 bittdl kezdve (tehat: 1,3,5,7,...)



— 2. bit: Minden els§ kéthosszu bitsorozat a masodik bittél kezdve (tehdt: 2-3,6-7,10-11)
— 4. bit: Minden els§ négyhosszi bitsorozat a negyedik bittél kezdve (tehat: 4-7,12-15)

— stb.
Bit position 1(2(3|4(5|6(7|8|9|10/11(12|13|14 (15|16 |17 |18 | 19 | 20
Encoded data bits p1 p2 d1|p4 d2 d3|d4 | p8 d5 d6 d7 d8 d9 d10|d11 p16 di12 d13 d14 d15
p1 | X X X X X X X X X X
Parity p2 X | x X | X X X X | X X | x
bit p4 X| X X|X X | X| x| X X
coverage | pg X | X| X X|X|X X
p16 X | X | x| x| X

abra 18: Paritasbitek csoportjai

Példa:

Legyen az atkiildendo iizenet: 1000101

Ekkor a kédszo a kovetkezoképp alakul:

Q0100000101

A 8. bit a 8-11 bitsorozat paritdsat allitja be parosra:
Q0100000101

A 4. bit a 4-7 bitsorozat paritasat allitja be parosra:
00100000101

A 2. bit a 2-3, 6-7, 10-11 bitsorozat paritdsat allitja be parosra:
0100000101

Az 1. bit az 1,3,5,7,9,11 bitsorozat paritasat allitja be parosra:
10100000101

Tehat a elkiildendd bitsorozat: 10100000101

e CRC - Polinom-kdéd, azaz ciklikus redundancia
A Dbitsorozatokat egy Zsg feletti polinom (M (x)) egyiitthatdinak tekintjiik. Definidlunk egy
G(z) r foki generdtorpolinomot, melyet a vevd és kiild§ egyardnt ismer.

1. Flizztink r darab 0 bitet a keret alacsony helyi értékli végéhez. Azaz vegyik az "M (z)
polinomot (ez mér m + r fok)
2. Osszuk el 2" M (x)-et G(x)-szel (mod 2).

3. A maradékot (mely mindig r vagy kevesebb bitet tartalmaz) vonjuk ki 2" M (z)-bél (mod
2). fgy az eredeti keret végére egy r hosszu ellenérzé osszeg keriil. Legyen ez a polinom
T(x).

4. A vevb egy T(z) + E(x)-nek megfelel§ polinomot kap (ahol E(x) a hiba polinom). Ezt
elosztva a generdatorpolinommal egy R(x) polinomot kapunk. Ha ez a polinom nem nulla,
akkor hiba tortént.

A G(x) t6bbszoroseinek megfeleld bithibdkat nem ismerjiik fel.

Protokollok

Elemi adatkapcsolati protokollok

e Korlatozas nélkili szimplex protokoll
Kornyezet:

— Adé, vevé: mindig kész.

Nincs feldolgozasi id6
— Végtelen puffer
— Nincs keret rontas, vesztés
Protokoll:
— Nines sorszdm /nyugta
— Kild6 végtelen ciklusban kiildi kifele a kereteket folyamatosan



— A vevd kezdetben varakozik az els6 keret megérkezésére, keret érkezésekor a hardver
puffer tartalmat valtozoba teszi és az adatrészt tovabbkiildi a halézati rétegnek.

e Szimplex megall és var protokoll
Kornyezet:

— Adé, vevd halézati rétegei: mindig kész.

— A vevének 6t idére van sziiksége a bejové keret feldolgozasara.

— Ningcs pufferelés és sorban allas sem

— Nincs keret rontas, vesztés

Protokoll:

— Nincs sorszdm/nyugta

— Kiildo egyesével kiild, kovetkezot csak a nyugtat kdvetden.

— A vevd kezdetben varakozik az els6 keret megérkezésére, keret érkezésekor a hardver
puffer tartalmét valtozoba teszi és az adatrészt tovabbkiildi a hélézati rétegnek, végiil
nyugtazza a keretet.

e Szimplex protokoll zajos csatorndhoz
Kornyezet:

— Ado, vevo hélézati rétegei: mindig kész.

— A vevének 6t idére van sziiksége a bejové keret feldolgozasara.

— Nincs pufferelés és sorban allds sem

— Keret sériilhet, elveszhet

Protokoll:

— Nines sorszadm /nyugta

— Kild6 egyesével kiild, addig nem kiild djat, mig hataridon beliil nyugtiat nem kap.
Hatarid6é utan ujrakiildi a keretet.

— A vev kezdetben varakozik az els6 keret megérkezésére, keret érkezésekor a hardver
puffer tartalmat valtozdba teszi, leellen6rzi a kontroll Gsszeget:

* Nincs hiba: az adatrészt tovabbkiildi a halézati rétegnek, végiil nyugtizza a keretet.
* Van hiba: eldobja a keretet és nem nyugtaz

Cstszo6ablakos protokoll
Egy adott idépontban egyszerre tobb keret is atviteli allapotban lehet. A fogadd n keretnek
megfelel6 méretl puffert allokal. A kiilldének legfeljebb n, azaz ablak méretnyi, nyugtazatlan
keretet kiildése engedélyezett. A keret sorozatbeli pozicidja adja a keret cimkéjét. (sorozatszdm).
A fogadénak a hibds, illetve a nem megengedett sorozatszdmmal érkezé kereteket el kell dob-
nia. A kildd nyilvantartja a kiildhetd sorozatszamok halmazéit (adasi ablak). A fogadd
nyilvantartja a fogadhaté sorozatszdmok halmazat (vételi ablak). Az addsi ablak minden
kiildéssel sziikiil, illetve né egy nyugta érkezésével.
Mi van ha egy hosszi folyam kézepén torténik egy keret hiba?
1. 7visszalépés N-nel” stratégia
Az 6sszes hibds keret utani keretet eldobja és nyugtdt sem kiild réluk. Mikor az adénak
lejar az id6zitéje, akkor djrakiildi az Osszes nyugtazatlan keretet, kezdve a sériilt vagy
elveszett kerettel. Hatrany: Nagy savszélességet pazarolhat el, ha nagy a hibaarany.
2. 7szelektiv ismétlés” stratégia
A hibés kereteket eldobja, de a j6 kereteket a hibds utédn puffereli. Mikor az adénak
lejar az idozitoje, akkor a legrégebbi nyugtazatlan keretet kiildi el tjra. Hatrany: Nagy
memoria igény nagy vételi ablak esetén.

Példak adatkapcsolati protokollokra

e HDLC - High-level Data Link Control
A HDLC protokoll 3 bites csuszé-ablak protokollt alkalmaz a sorszamozashoz. Harom
tipusi keretet hasznal:

— informécios

— felligyel6
* nyugtakeret (RECIEVE READY)
* negativ nyugta keret (REJECT)

10



* vételre nem kész (RECIEVE NOT READY) - nyugtdz minden keretet a kovetkezdig

x szelektiv elutasitds (SELECTIVE REJECT) - egy gy adott keret djrakiildésére
szolit fel

— Szdmozatlan

Altaldnos keretfelépitése:
— FLAG Db4jt a keret hatarok jelzésére
— cim mez6 - t6bb vonallal rendelkez6 termindlok esetén van jelentOsége
— vezérlés mez6 - sorszamozds, nyugtazas és egyéb feladatok ellatasara
— adat mez6 - tetszoleges hosszi adat lehet

— ellendrzd ésszeg mezs - CRC kontrollosszeg (CRC-CCITT generdtor polinom fel-
haszndlaséval)

8 bit 8 bit 8 hit < 0 bit 16 bit 8 bit

01111110 | cim VEZERLES | ADAT | ELLENGRZO Osszeg | 01111110

abra 19: HDLC keret felépitése

e PPP - Point-to Point Protocol
A PPP protokoll harom dolgot biztosit:
— Keretezési mddszert (egyértelmi kerethatérok)
— Kapcsolatvezérld protokollt (a vonalak felélesztésére, tesztelésére, az opcid egyeztetésére
és a vonalak elengedésére.)
— Olyan médot a halézati réteg-opcidk megbeszélésére, amely fliggetlen az alkalmazott
hélézati réteg-protokolltol.
Béjt alapu keretszerkezet haszndl (azaz a legkisebb adategység a béjt). Vezérlé mezd

alapértéke a szamozatlan keretet jelzi. Protokoll mezOben protokoll kéd lehet az LCP,
NCP, IP, IPX, AppleTalkvagy mas protokollhoz.

1 1 1 1 vagy 2 valtozd 2 va 1
lelzg Cim Vezerld Ellencérzo lelzé
Protokoll | Adatmezo .
01111110 1111111 00000011 0sszeg 01111110

abra 20: PPP keret felépitése

MAC - Media Access Control
Eddigi targyalasaink soran pont-pont 6sszekottetést feltételeztiink. Most az adatszord csatornat
hasznal6é halézatok targykorével foglalkozunk majd. A csatorna kiosztds torténhet statikus
vagy dinamikus médon.
Statikus esetben vagy Frekvenciaosztasos nyalabolast vagy idGosztasos nyaldbolast hasznalnak.
Frekvenciaosztdsos esetben a savszélességet osztjak N részre, és mindegyik felhaszndlé egy
savot kap. IdGosztasos esetben az idGegységet osztjak N részre és ezeket adjak a felhasznaloknak.
Mind a két médszer 16ketszerii forgalom esetén nem tud hatékony lenni.
A tovabbiakban a dinamikus csatorna kiosztasi moédszereket vizsgaljuk.

e Verseny protokollok

N fiiggetlen allomdas van, amelyeken egy program vagy egy felhasznalé tovabbitando
kereteket generdl. Ha egy allomés generalt egy keretet, akkor blokkolt dllapotban marad
mindaddig, amig a keretet sikeresen nem tovabbitotta. KEgyetlen csatorna van, melyen
mindenféle kommunikacié zajlik. Minden allomés tud adatot kiildeni és fogadni ezen a
csatornan. Ha két keret egy idében keriil atvitelre, akkor atlapolédnak, és az eredménytil
kapott jel értelmezhetetlenné valik. Ezt nevezziik titkdzésnek. Ez minden allomés szamara
felismerhetd. Az ttkézésben érintett kereteket késébb tjra kell kiildeni. (Ezen a hibdn
kiviil egyéb hiba nem torténhet.)

Kétféle idomodellt kilonboztetiink meg;:
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1. Folytonos — Mindegyik &llomas tetszoleges idopontban megkezdheti a kiildésre kész
keretének sugarzasat.
2. Diszkrét — Az id6t diszkrét résekre osztjuk. Keret tovabbitas csak idérés elején
lehetséges. Az idérés lehet tres, sikeres vagy titkozéses
Az egyes alloméasok vagy rendelkeznek vivéjel érzékeléssel vagy nem. Ha nem, akkor az
allomasok nem tudjak megvizsgalni a kozos csatorna allapotat, ezért egyszeriien elkez-
denek kiildeni, ha van ra lehetéségiik. Ha igen, akkor az dllomasok meg tudjik vizsgalni
a kozos csatorna allapotat a kiildés elott. A csatorna lehet: foglalt vagy szabad. Ha a
foglalt a csatorna, akkor nem prébaljak hasznalni az alloméasok, amig fel nem szabadul
— Egyszeri ALOHA
A felhaszndlé akkor vihet &t adatot, amikor csak szeretne. Utkozés esetén véletlen
ideig varakozik az allomas, majd djra prébalkozik.
Keret id6—egy szabvanyos, fix hosszisagu keret atviteléhez sziikséges id6
Egy keret akkor nem szenved iitkozést, ha elkiildésének elsé pillanatatol kezdve egy
keretideig nem prébalkozik més dllomas keretkiildéssel.

[ [1]
[
[ LY
(R [ EREY
[(«]  [w [ 3]

DG

m O 0 @ >

abra 21: Egyszerii ALOHA keret iitkozések

— Réselt ALOHA
Az idé diszkrét, keretid6hoz igazodd idészeletek-re osztdsdval az ALOHA rendszer
kapacitdsa megdupldzhatd. A csatorna terhelésének kis novekedése is drasztikusan
csokkentheti a médium teljesitményét.
— l-prezisztens CSMA
Vivéjel érzékelés van, azaz minden allomas belehallgathat a csatorndba. Folytonos
idémodellt hasznél a protokoll.
Algoritmus:
1. Keret leadasa elott belehallgat a csatornaba:
(a) Ha foglalt, akkor addig vér, amig fel nem szabadul. Szabad csatorna esetén
azonnal kiild. (perzisztens)
(b) Ha szabad, akkor kiild.
2. Ha titkozés torténik, akkor az allomas véletlen hossza ideig var, majd tjrakezdi a
keret leadasét.
— Nem-prezisztens CSMA
Vivojel érzékelés van, azaz minden allomés belehallgathat a csatornaba. Folytonos
idémodellt haszndl a protokoll. Mohdsigot kertili, azaz nem kiild azonnal, ha foglalt.
Algoritmus:
1. Keret leadasa el6tt belehallgat a csatorndbas:
(a) Ha foglalt, akkor véletlen ideig var (nem figyeli a forgalmat), majd kezdi el6rol a
kiildési algoritmust. (nem-perzisztens)
(b) Ha szabad, akkor kiild.
2. Ha titkozés torténik, akkor az allomas véletlen hosszu ideig var, majd tjrakezdi a
keret leadasat.
— p-prezisztens CSMA
Vivojel érzékelés van, azaz minden dllomés belehallgathat a csatornaba. Diszkrét
idémodellt hasznal a protokoll.
Algoritmus:

12



1. Adas kész allapotban az allomas belehallgat a csatornaba:
(a) Ha foglalt, akkor var a kovetkez idérésig, majd megismétli az algoritmust.

(b) Ha szabad, akkor p valdsziniiséggel kiild, illetve 1 — p valdszintliséggel visszalép
a szandékatdél a kovetkezd idérésig. Varakozas esetén a kovetkezd idérésben
megismétli az algoritmust. Ez addig folytatédik, amig el nem kiildi a keretet,
vagy amig egy masik allomas el nem kezd kiildeni, mert ilyenkor ugy viselkedik,
mintha iitkozés tortént volna.

2. Ha titkozés torténik, akkor az allomds véletlen hossza ideig véar, majd tjrakezdi a
keret leadasét.
— CSMA/CD

Utkozés érzékelés esetén meg lehessen szakitani az addst. Minden allomés kiildés

kézben megfigyeli a csatornat, ha titkozést tapasztalna, akkor megszakitja az adast,

és véletlen ideig varakozik, majd tjra elkezdi leadni a keretét

0,01-perzisztens
CSMA

—_

Nemperzisztens
CSMA

0,1-perzisztens
CSMA

1-perzisztens
CSMA

Résel
ALOHA

S (ateresztokéepesseg/keretidd)

ALOHA

v

G (Probalkozasok szama/keretid®)

abra 22: ALOHA és CSMA protokollok &sszehasonlitasa

e Verseny mentes protokollok
Motivacié: Az litkozések hatranyosan hatnak a rendszer teljesitményére, és a CSMA /CD
nem mindenhol alkalmazhaté.
N éllomas van. Az allomédsok 0-at6l N-ig egyértelmilien sorszdmozva vannak. Réselt
idomodellt feltételeziink.

— Egy helyfoglaldsos protokoll
Ha az i-edikédllomas kiildeni szeretne, akkor a i-edikversengési idérésben egy 1-es
bit elkiildésével jelezheti. fgy a versengési id6szak végére minden allomdas ismeri a
kiild6ket. A kiildés a sorszamok szerinti sorrendben torténik meg.
— Binaris visszaszamlalas protokoll
Minden allomds azonos hosszi bindris azonositéval rendelkezik. A forgalmazni kivdnd
allomas elkezdi a bindris cimét bitenként elkiildeni a legnagyobb helyi értékii bittel
kezdve. Az azonos pozicioju bitek logikai VAGY kapcsolatba lépnek iitkozés esetén.
Ha az éllomas nulldt kiild, de egyet hall vissza, akkor feladja a kiildési szandékat,
mert van nala nagyobb azonositéval rendelkezé kuldé.
e Korlatozott verseny protokollok
Olyan protokoll, amely kis terhelés esetén versenyhelyzetes technikat hasznal a kis késleltetés
érdekében, illetve nagy terhelés mellett titkozésmentes technikat alkalmaz a csatorna jo
kihasznalasa érdekében.
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— Adaptiv fabejaras
Minden allomést egy egyértelmi, bindris ID reprezentdl. Az ID-k egy (bindris) fa lev-
eleinek felelnek meg. Az iddrések a fa egyes csomoépontjaihoz vannak rendelve Minden
idérésben megvizsgéljuk az adott csomépont alatti részfat. A fa egy u csomépontjdnal
3 esetet kiilonboztethetiink meg;:

x Egy allomas sem kiild az u részfaban.
* Pontosan egy allomés kiild az u részfaban.
x Tobb allomas kiild az u részfiban. Ezt nevezziik kolliziénak.

Kollizié esetén hajtsuk végre az ellenérzést u bal, és jobb oldali gyerekére egyarant.
Ezzel a mddszerrel konnyen megallapithatd, hogy melyik dllomés kiildhet az adott
id6szeletben.

| 000 || 001 || 010 |[ 011 |[ 100 | 101 || 110][ 111 ]
A B C D E F G H

abra 23: Adaptiv fabejaras protokoll binaris faja

4 Haldézati réteg

Definicié
A hélézati réteg 6 feladata a csomagok tovabbitasa a forras és a cél kozott. Ez a legalacsonyabb
olyan réteg, amely két végpont kozotti atvitellel foglalkozik. Ismernie kell a kommunikécios
alhdlézat topoldgiajat. Ugyelni kell, hogy ne terheljen til se bizonyos kommunikéciés ttvonalakat,
se bizonyos routereket 1igy, hogy méasok tétlen maradnak.

A széllitasi réteg felé nytjtott szolgdlatok:

e Fiiggetlenek az alhalézatok kialakitasatol

e Eltakarjak a jelen 1év6 alhdlézatok szaméat, tipusat és topoldgidjat

o A szallitasi réteg szaméra rendelkezésre bocsédjtott halézati cimek egységes szamozdsi rendszert
kell alkotnak

Forgalom iranyitas tipusai

e Hierarchikus forgalomirdanyités
Routhereket tartoményokra osztjuk. A sajat tartomanyat az Osszes router ismeri, de a
tobbi bels6 szerkezetérol nincs tudomasa. Nagy hélézatok esetén tobbszintli hierarchia lehet
sziikséges.

e Adatszér6 forgalomiranyitas
egy csomag mindenhova torténd egyidejii kiildése.

e TcGbbkildéses forgalomiranyitas
Egy csomag meghatarozott csoporthoz torténd egyidejii kiildése.

Forgalom iranyit6 algoritmusok
A halbzati réteg szoftverének azon része, amely azért a dontésért felel6s, hogy a bejovo csomag
melyik kimeneti vonalon keriiljon tovabbitdsra. A folyamat két lépésre bonthato:

1. Forgalomiranyité tablazatok feltoltése és karbantartasa.
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2. Tovabbités
A forgalomiranyité algoritmusok osztalyai:

1. Adaptiv algoritmusok
(a) tdvolsdg alapu
(b) kapcsolat alapi
A topoldgia és rendszerint a forgalom is befolyasolhatja a dontést.

2. Nem-adaptiv algoritmusok
Offline meghatédrozas, betdltés a router-ekbe induldskor

Dijkstra algoritmus
A Dijkstra algoritmus egy statikus algoritmus, melynek célja két csomépont kozotti legrovidebb
it meghatéarozasa.

Minden csomépontot felcimkéziink a kezdépontbdl az addig megtalalt legrovidebb 1t hosszaval.
Az algoritmus miikodése soran a cimkék valtozhatnak az utak megtaldlasdval. Két fajta
cimkét kiilonboztetiink meg: ideiglenes és allandé. Kezdetben minden cimke ideiglenes. A
legrévidebb at megtalalasakor a cimke allandé cimkévé valik, és tovabba nem vialtozik.

Elarasztas algoritmus
Elarasztas algoritmusa egy statikus algoritmus.
Minden bejové csomagot minden kimend vonalon tovabbitunk kivéve azon, amin érkezett.
fgy azonban nagyon sok duplikatum keletkezne. Ezért

o Ugrasszamlalot vezetiink be, melyet minden allomés eggyel csokkent. Ha 0-ra csonnen,
eldobjak.

e Az allomésok nyilvantartjak a mar kikiildott csomagokat. fgy egy csomagot nem kiildenek
ki tobbszor.

Elosztott Bellman-Ford algoritmus
Az Elosztott Bellman-Ford algoritmus adaptiv, tavolsdg alapd forgalomirdnyité algoritmus.
Minden csomoépont csak a kozvetlen szomszédjaival kommunikalhat. Minden allomdasnak van
sajat tavolsdg vektora. Kzt periodikusan elkiildi a direkt szomszédoknak. Minden router
ismeri a kozvetlen szomszédjaihoz a koltséget. A kapott tdvolsdg vektorok alapjan minden
csomépont aktualizalja a sajat vektorat.

Kapcsolatallapot alapu forgalomiranyitas
A kapcsolatéllapot alapu forgalomiranyité algoritmusnak a motivaciéja, hogy a tavolsdg alapu
algoritmusok lassan konvergaltak, illetve az eltéro savszélek figyelembevétele.
A kapcsolatallapot alapu forgalomiranyité algoritmus lépései:

Szomszédok felkutatasa, és halézati cimeik meghatarozasa

Megmérni a késleltetést vagy koltséget minden szomszédhoz

Egy csomag Osszeallitdsa a megismert informaciékbdl

Csomag elkiildése az Gsszes t6bbi router-nek

Ok W=

Kiszdamitani a legrovidebb utat az 6sszes tobbi router-hez.

Halb6zat réteg az Interneten
A hélézati réteg szintjén az internet autoném rendszerek Osszekapcsolt egyiittesének tekintheto.
Nincs igazi szerkezete, de szamos fObb gerinchalézata létezik. A gerinchdlézatokhoz csatlakoz-
nak a teriileti illetve regiondlis hal6zatok. A regionédlis és teriileti halézatokhoz csatlakoznak az

s

egyetemeken, vallalatokndl és az internet szolgaltatoknal 1évé LAN-ok.
Az internet protokollja, az IP.

Az Interneten a kommunikdcié az aldbbi médon miikodik:

1. A szallitasi réteg viszi az adatfolyamokat és datagramokra tordeli azokat.

2. Minden datagram atvitelre keriil az Interneten, esetleg menet kozben kisebb egységekre darabolva.
3. A célgép haldzati rétege Osszedllitja az eredeti datagramot, majd atadja a széllitasi rétegének.
4

. A célgép szallitasi rétege beilleszti a datagramot a vételi folyamat bemeneti adatfolyaméaba.
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Internet Protokoll - IP

o Az IP fejrésze:

— verzio:
IP melyik verziéjat hasznalja
— IHL:

a fejléc hosszat hatarozza meg
— szolgalat tipusa:
szolgalati osztalyt jelol
— teljes hossz:
fejléc és adatrész egyiittes hossza béjtokban
— azonosités:
egy datagram minden darabja ugyanazt az azonositasértéket hordozza.
— DF:
"ne darabold” flag a router-eknek
— MF:
”t6bb darab” flag minden darabban be kell legyen allitva, kivéve az utolsot.
— darabeltolas:
a darab helyét mutatja a datagramon beliil.
— élettartam:
masodpercenként kellene csckkenteni a mez6 értékét, minden ugrasnal csokkentik eggyel
az értékét
— protokoll:
szallitasi réteg protokolljanak azonositdjat tartalmazza
— ellendrzo 6sszeg:
a router-eken beliili rossz memériaszavak altal el6allitott hibak kezelésére hasznalt ellen6rzé
Osszeg a fejrészre, amelyet minden ugrasnél djra kell szamolni
— forras cim és cél cim:
IP cim
— opcidk:
kovetkezd verzié bovithet6sége miatt hagytak benne.

32 hit
N Y I s Yy o
Verzio IHL szolgdlat tipusa teljes hossz
DM
azonositas el darabeltolas
élettartam protokoll fejrész ellen6rzé osszege
forrds cime
cél cime
X opciok z

abra 24: TPv4 fejléce

e [P cim
Minden hoszt és minden router az Interneten rendelkezik egy IP-cimmel, amely a héal6zat
szamat és a hoszt szdamat kédolja. 4 béjton abrazoljak az IP-cimet. Az IP-t pontokkal
elvdlasztott decimélis rendszerben irjdk. (Példdul: 192.168.0.1) Van pér specidlis cim (dbra
25).
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|00000000000000000000000000000000‘Ezegyhoszt.

| 0..0 | hoszt ‘ Ez egy hoszt ezen halozaton.

‘11111111111111111111111111111111|Adatszc’)résahelyihélc’)zaton.

| Halozat | 1.1 ‘ Adatszoras egy tavoli hilézaton.

[01111111 (barmi) | Visszacsatolas.

abra 25: Specialis IP cimek

Alhélézatok:

Az azonos halézatban 16vé hosztok ugyanazzal a halézatszammal rendelkeznek. Egy halézat
belsé felhasznélas szempontjabol tobb részre osztddhat, de a kiilvilag szaméra egyetlen hal6zatként
jelenik meg. Azonositdsndl az alhdlézati maszk ismerete kell a routernek. A forgalomirdnyité
tablézatba a router-eknél (hélézat,0) és (sajat hélézat, hoszt) alakd bejegyzések. Ha nincs
talalat, akkor az alapértelmezett router felé tovabbitjak a csomagot.

IP cimek fogyasa:

Az IP cimek gyorsan fogytak. Megoldas: osztalyok nélkiili kornyezetek kozotti forgalomirdnyitds
(CIDR). A forgalomiranyitds megbonyolédik: Minden bejegyzés egy 32-bites maszkkal egésziil
ki. Egy bejegyzés innentdl egy hdrmassal jellemezhetd: (ip-cim, alhdlézati maszk, kimeneti
vonal). Uj csomag esetén a cél cfmbél kimaszkoljédk az alhdlézati cimet, és taldlat esetén a
leghosszabb illeszkedés felé tovabbitjak.

Masik médszer a NAT, ami gyors javitas az IP cimek elfogydsanak probléméajara. Az internet
forgalomhoz minden cégnek egy vagy legalabbis kevés IP-cimet adnak, mig vallalaton beliil
minden szamitégéphez egyedi IP-cimet hasznalnak a bels6 forgalomiranyitasra:

10.0.0.0 — 10.255.255.255 : 16 777 216 egyedi cim

172.16.0.0 — 172.31.255.255 : 1 048 576 egyedi cim

192.168.0.0 — 192.168.255.255 : 65 536 egyedi cim

IPv6:

Az IPv4-gyel szemben 16 béajt hosszi cimeket hasznal; 8 darab, egyenként négy-négy hex-
adecimalis szamjegybdl all6 csoportként frjuk le. (Példdul: 8000:0000:0000:0000:0123:4567:89AB:CDEF)
Az TP fejléc egyszeriisodott, amely lehetévé teszi a router-eknek a gyorsabb feldolgozast. A
biztonsag iranyéaba jelentOs 1épés tortént.

32 hit
I I I I I I I I I
verzio forgalmi osztaly folyamcimke
adatmezo hossza Kovetkezo fejrész atugraskorlat
- forras cime —
— cel cime —

abra 26: IPv6 fejléce

Protokollok

e Internet Control Message Protocol - ICMP
Feladata a varatlan események jelentése. Tobbféle ICMP-tizenetet definialtak:
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Elérhetetlen cél
— Idétullépés

Paraméterprobléma

Forréslefojtas

— Visszhang kérés
— Visszhang véalasz
— ete.

e Address Resolution Protocol - ARP
Feladata az IP cim megfeleltetése egy fizikai cimnek. Egy "Kié a 192.60.34.12-es IP-cim?” cso-
magot kiild ki az Ethernet-re adatszorassal az alhalézaton. Minden egyes host ellenérzi,hogy
ové-e a kérdéses TP-cim. Ha egyezik az IP a hoszt sajat IP-jével, akkor a sajat Ethernet
cimével vélaszol.

e Reverse Address Resolution Protocol - RARP
Feladatat a fizikai cim megfeleltetése egy IP cimnek. Az tjjonnan inditott dllomas adatszorassal
csomagot kiild ki az Ethernetre: ” A 48-bites Ethernet-cimem 14.04.05.18.01.25. Tudja valaki
az IP cimemet?” Az RARP-szerver pedig vélaszol a megfelel§ TP cimmel, mikor meglatja a
kérést.

e Open Shortest Path First - OSPF
Az OSPF az AS-eken (Autonomus System) beliili forgalomirdnyitdsért felel. A hdlézat topoldgidjat
térképezi fel, és érzékeli a valtozasokat. A topoldgidt egy silyozott irdnyitott graffal reprezentdlja,
melyben legolcsébb utakat keres.

e Border Gateway Protocol - BGP
Feladata hogy a politikai szempontok szerepet jatsszanak az AS-ek kozotti forgalomirdanyitasi
déntésekben (Pl. Az IBM-nél kezd6do6 illetve végz6dd forgalom ne menjen 4t a Microsoft-on
vagy Csak akkor haladjunk 4t Albdnidn, ha nincs més it a célhoz.)
A BGP router szempontjabdl a vildg AS-ekbdl és a kozottikk dtmend vonalakbdl all. (Két
AS 06sszekotott, ha van koztiik a BGP-router-eiket 6sszekoté vonal.) Az dtmend forgalom
szempontjabdl 3 féle haldzat van:

— Csonka halozatok, amelyeknek csak egyetlen Gsszekottetésiik van a BGP graffal

— Tobbszorosen bekotott haldzatok, amelyeket haszndlhatna az atmend forgalom, de ezek
ezt megtagadjak

— Tranzit hélézatok, amelyek némi megkdtéssel, illetve altaldban fizetség ellenében, készek
kezelni harmadik fél csomagjait

5 Szallitéi réteg

Definicié
A széllitasi réteg biztositja, hogy a felhasznaldk kozotti adatatvitel transzparens (dtlatszd) legyen.
A réteg biztositja, és ellenérzi egy adott kapcsolat megbizhatésagat. Az alkalmazasi rétegtél kapott
adat elejére egy ugynevezett fejlécet csatol, mely jelzi, hogy melyik szallitasi rétegbeli protokollal
kiildik az adatot. Néhany protokoll kapcsolat orientalt. Ez azt jelenti, hogy a réteg nyomon koveti
az adatcsomagokat, és hiba esetén gondoskodik a csomag vagy csomagok ujrakiildésérol.

Kapcsolat nélkiili és kapcsolatorientalt
A kapcsolatorientalt protokoll elfedi az alkalmazdsok elétt az atvitel esetleges hibdit, nem kell
torédniink az elveszett, vagy duplan megérkezett, illetve sériilt csomagokkal, és azzal sem, hogy
milyen sorrendben érkeztek meg. Viszont ez rontja a teljesitményét.

Kapcsolat nélkiili esetben nincs sziikség az adat keretekre bontédséara, és nincs csomagujrakiildés.

Megbizhatdsag
A megbizhatdsdg ismérvei:

e Minden csomag megérkezése nyugtazasra kertil.
e A nem nyugtazott adatcsomagokat ujrakiildik.

o A fejléchez és a csomaghoz ellen6rzéosszeg van rendelve.
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e A csomagokat szamozza, és a fogadonal sorba rendezésre keriilnek a csomagok a sorszamaik
alapjan.
e Duplikatumokat torli.
Torlédasfeliigyelet
Minden halézaton korlatos az atviteli savszélessége. Ha tobb adatot vezetiink a hélézatba, akkor az

torléddshoz (congestion) vezet, vagy akar a hdlézat 6sszeomldsahoz (congestive collapse). Kovetkezmény:
Az adatcsomagok nem érkeznek meg.

Lavina jelenség;:

A halézat tulterhelése csomagok elvesztését okozza, ami csomag ujrakiildését eredményezi. Az
ujrakiildés tovabb noveli a hélézat terhelését igy még nagyobb lesz csomagvesztés. Ez még tobb
Gjrakiildott csomagot eredményez. ...

A torlédés felligyelet feladata a lavina jelenség elkeriilése.

Kovetelmények a torlodésfeliigyelettel szemben:
e Hatékonysag:
Az 4tvitel nagy, mig a késés kicsi.

e Fairness:
Minden folyamat megkozelitSleg azonos részt kap a sdvszélességbOl. (Priorizdlds lehet8sége
fennall)

A torlédésfeliigyelet eszkozei:

e Kapacitasnovelés
e Erdforras foglalas és hozzaférés szabalyzas

e Terhelés csokkentése és szabdlyzédsa
Stratégidk:

e Cstszoablak
Adatréta szabdlyozédsa ablak segitségével. A fogadd hatdrozza meg az ablak (wnd) méretét.
Ha a fogadasi puffere tele van, lecsokkenti 0-ra, egyébként >0-t kiild. A kiildé nem kiild t6bb
csomagot, ha az elkiilldott még nem nyugtazott csomagok szama elérte az ablak méretét.

A fogado altal megadott ablak méret
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Elkaldatt és nyugtazott Még elkaldhetd
Elkaldatt és
nem nyugtazott

Csak akkor kuldhetd,
ha az ablak mérete
megvaltozik

4bra 27: Csuszbablak

e Slow-start
A kiildének nem szabad a fogadé éltal kiildott ablakméretet azonnal kihasznélni. Meghatéroz
egy mésik ablakot (cwnd - Congestion Window), melyet & valaszt. Ezutdn végiil amiben kild:
min{wnd, cwnd}. Kezdetben cwnd = MSS (Maximum Segment Size). Minden csomagnél a
megkapott nyugta utdn noéveli: cwnd = cwnd + MSS (azaz minden RTT utédn duplazédik).
Ez addig megy, mig a nyugta egyszer kimarad.

e TCP-Nagle
Biztositani kell, hogy a kis csomagok idében egymashoz kozel keriiljenek kiszallitaskor, illetve
hogy sok adat esetén a nagy csomagok részesiiljenek elényben.
Ehhez: A kis csomagok nem keriilnek kikiildésre, mig nyugtdk hidnyoznak (egy csomag
kicsi, ha az adathossz <MSS). Ha a kordbban kiildott csomag nyugtdja megérkezik, kiildi
a kovetkezot.
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e TCP Tahoe és Reno A TCP csuiszdablakot és a Slow-start mechanizmusat is hasznalja. Habér
a kezdd rdta kicsi, az ablak mérete rohamosan nd. Amikor a cwnd eléri az ssthresh (slow
start threshold) értéket atvélt torlédds elkeriilési dllapotba. A TCP Tahoe és Reno torlédds
elkeriilési algoritmusok. A két algoritmus abban kiilonbozik, hogy hogyan detektaljdk és
kezelik a csomag vesztést.

TCP Tahoe: A torlédéas detektalasara egy idézitot allit a vart nyugta megérkezésére.
— Kapecsolatfelvételkor: cwnd = MSS, ssthresh = 216
— Csomagvesztésnél : Multiplicative decrease
cwns = MSS, ssthresh = max{2MSS, w}
— cwnd < ssthresh : Slow-start
cwnd = cwnd + MSS
— cwnd >ssthresh : Additive Increase
cwnd = cwnd + MSS fracM SScwnd

TCP Reno: A torlddas detektaldsdhoz idézitét és gyors ijraadést is haszndl. [Gyors tjraadés:
ugyanazon csomaghoz 3 nyugta duplikdtum érkezik (4 azonos nyugta), akkor djrakiildi a
csomagot és Slow-start fazisba 1ép.]

Gyors djraadds utdn: ssthresh = max{w, 2MSS}, cwnd = sstresh + 3MSS.
Gyors visszadllitas a gyors Gjraadds utdn minden tovabbi nyugta utdan noveli a ratat : cwnd
= cwnd + MSS.

Hatékonysdg és Fairness:

Az dtvitel maximalis, ha a terhelés a halézat kapacitdsdt majdnem eléri. Ha a terhelés tovabb nd,
tulcsordulnak a pufferek, csomagok vesznek el, ijra kell kiildeni, drasztikusan n6 a valaszido. Ezt a
torlédésnak nevezziik. Ezért a maximalis terhelés helyett, ajanlatos a halézat terhelését a konyok
kozelében bedllitani. Itt a valaszid6 csak lassan emelkedik, mig az adatatvitel mar a maximum
kozelében van

Egy j6 torlodaselkeriilési (angolul congestion avoidance) stratégia a hélézat terhelését a konyok
kozelében tartja: hatékonysdg. Emellett fontos, hogy minden résztvevét egyforma ratéval szolgaljunk
ki: fairness

Jelolje az i-edik résztvevd adatrétdjat a t idépontban x;(t). Minden résztvevd aktualizdlja az
adatratajat a t + 1-ik forduléban:

zi(t+1) = fo(t) ha in(t) <K

xi(t+ 1) = f1(t) ha zn:xi(t) > K

ahol fo(z) = ar + byx a novelési, fi(x) = ap + bpx a csdkkentési stratégia.

Specialsi esetek:

e Multiplcative Increase Multiplcative Decrease - MIMD:

fo(x) =brz (br >1)
fl(x) =bpx (bD < 1)

o Additive Increase Additive Decrease - AIAD:

folx)=ar+x (ar >0)
file)=ap+z (ap <0)

e Additive Increase Multiplcative Decrease - AIMD:

folx)=ar+2z (a; >0)
fl(x) =bpx (bD < 1)
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Multiplexalas, demultiplexalas

Multiplexelés alatt a telekommunikaciéban azt az eljarast értik, amikor két vagy tobb csatornat
osszefognak egy csatorndba gy, hogy az inverz multiplexelés mivelettel, vagy demultiplexeléssel,
vagy demuxalédssal el tudjak allitani az eredeti csatorndkat. Az eredeti csatorndk egy ugynevezett

kédolasi sémaéval azonosithatdak.
Interakciés modellek

e Kétirdanyud bajtfolyam

Az adatok két egymadssal ellentétes iranyu béjt-sorozatként keriilnek atvitelre. A tartalom
nem interpretaldodik Az adatcsomagok id6beli viselkedése megvaltozhat: &tvitel sebessége
novekedhet, csokkenhet, mas késés, mas sorrendben is megérkezhetnek. Megprobalja az adatc-
somagokat idében egymashoz kozel kiszallitani. Megprébalja az atviteli kozeget hatékonyan

hasznalni.
e RPC

A tavoli gépen futtatandé eljards eléréséhez halézati kommunikdciéra van sziikség, ezt az
eljarashivasi mechanizmust az RPC (Remote Procedure Call) fedi el.

A hivas lépései:

NS ok W=

Kliens CPL

A kliensfolyamat lokalisan meghivja a klienscsonkot.

Az becsomagolja az eljards azonositojat és paramétereit, meghivja az OS-t.
Az 4tkiildi az iizenetet a tavoli OS-nek.

Az atadja az lizenetet a szervercsonknak.

Az kicsomagolja a paramétereket, atadja a szervernek.

A szerver lokdlisan meghivja az eljarast, megkapja a visszatérési értéket.
Ennek visszakiildése a klienshez hasonléan zajlik, forditott iranyban.

Szerver CPU

=

Kliens-

@D -

Szerver-

csonk 5,..‘
Szerver

Dperacios rendszer’

'Gperacros rendszer

L

.

Protokollok
e TCP

g

Halozat

4bra 28: RPC

— Megbizhat6 adatfolyam létrehozasa két végpont kozott

— Az alkalmazdsi réteg adatdramét osztja csomagokra

— A miésik végpont a csomagok fogadasrdl nyugtat kiild

A TCP fejléc tartalma:
— kiild6 port(16 bit)

A kiildé folyamatot azonositja

— cél port(16 bit)

A cimzett folyamat azonositéja

— sorszam(32 bit)

Az els6 adatbajt sorszama az aktudlis szegmensen belill. Ha a SYN jelz6bit értéke 1,
akkor ez a sorszam a kezdeti sorszam, azaz az elsé adatbdjt sorszama a kezdeti sorszam

+ 1 lesz.
— nyugtaszdm (32 bit)

Ha az ACK jelzobit értéke 1, akkor a fogadé altal kovetkezének fogadni kivéant sorszéamot
tartalmazza. Minden kapcsolat felépités esetén elkiildésre kertil.
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— fejléc hossza (4 bit)
A TCP fejléc hossza 32-bites egységekben.

— Ablak(16 bit)
A nyugtdzott bajttal kezdddden hény béjtot lehet elkiildeni. (A 0 érték is érvényes.)

— Ellendrz8osszeg(16 bit)
Az adat-, fej-, és pszeudofejrész ellenérzésére.

— Opcidk(0-40 béjt)
A szabvanyos fejlécen kiviili lehetdségekre tervezték. Legfontosabb ilyen lehet$ség az MSS,
azaz a legnagyobb szegmens méret megaddsa. Tovabbi opciék: MDb5-aldirdas, TCP-AQ,
?usertimeout”, stb.

— stirgdsségi mutat6(16 bit)

A siirgés adat bajtban mért helyét jelzi a jelenlegi béjtsorszamhoz viszonyitva.
— Jelzé bitek (6)

1. URG — Siirg6s jelzobit.

ACK - nyugta jelzés.
PSH — Az jelzi, hogy gyors adattovabbitds kell a felhasznél6i rétegnek.
RST - Kapcsolat egyoldali bontédsat jelzi.
SYN — Sorszam szinkronizaciotjelez.
FIN — Adatfolyam végét jelzi.

SR o

forras port cel port

sorszam

nyugta

fe"éc- u A P R F B
J R|c I ablakméret
hossza Glek|lw|T|nlN

w
©
=

ellendrzéosszeg siirgdsségi mutato

Opciok (0 vagy tobb 32-bites sz0)

adat (opciondlis, valtozé hosszu)

abra 29: TCP Fejléc

TCP jellemz6i:
— Kapcsolatorientalt
— Megbizhato
— Kétiranyu béjtfolyam
e UDP
— Egyszer{i, nem megbizhaté szolgaltatas csomagok kiildésére
— Az alkalmazasi réteg hatarozza meg a csomag méretét
— Az inputot egy datagramma alakitja

Osszekottetés nélkiili protokoll. Olyan szegmenseket hasznal az atvitelhez, amelyek egy 8
béjtos fejrészbol, valamint a felhaszndléi adatokbdl allnak.
A Fejrész tartalmaz:

— egy forrdsportot(2 bajt);

egy célportot(2 béjt);
— egy UDP szegmens hossz értéket (2 béjt);

egy UDP ellendrz60sszeget (2 béjt)
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Az UDP nem végez forgalomszabdlyozdst, hibakezelést vagy ujrakiildést egy rossz szegmens
fogaddsa utan. Kliens-szerver alkalmazasok esetén kifejezetten hasznos lehet az UDP a révid
iizenetek miatt.
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Zarovizsga tételsor
17. Osztott rendszerek

Ancsin Addm

Osztott rendszerek
Folyamat fogalma, elosztott rendszerek tulajdonsigai és felépitése, elnevezési rendszerek, kommu-
nikacid, szinkronizacié, konzisztencia.

1 Folyamatok, szalak

Szal: A szdl (thread) a processzor egyfajta szoftveres megfelel6je, minimalis kontextussal. Ha a szdlat
megallitjuk, a kontextus elmenthetd és tovabbfuttatashoz visszatoltheto.

Folyamat: A folyamat (process vagy task) egy vagy tobb szdlat sszefogd nagyobb egység. Egy folyamat
szdlai kozos memoriateriileten (cimtartoményon) dolgoznak, azonban kiilonbozé folyamatok nem latjak
egymas memoériateriiletét.

Kontextusvaltas: A masik folyamatnak/szélnak torténé vezérlésdtadds, igy egy processzor tobb szélat/
folyamatot is végre tud hajtani.

Szal vs. folyamat: A szalak kozotti valtdashoz nem kell igénybe venni az oprendszer szolgaltatésait,
mig a folyamatok kozotti valtasnal ahhoz, hogy a régi és 1j folyamat memoriateriilete elkiiléniiljon a
memdriavezérls (MMU) tartalmdnak jé részét 4t kell {rni, amihez csak a kernel szintnek van joga. A
folyamatok létrehozasa, torlése és a kontextusvaltas kozottiik sokkal koltségesebb a szdlakénal.

2 Elosztott rendszerek tulajdonsagai és felépitése

Elosztott rendszer fogalma: Az elosztott rendszer 6ndllé szamitégépek olyan Gsszessége, amely kezel6i
szamara egyetlen koherens rendszernek tiinik.

2.1 Az elosztott rendszer céljai, tulajdonsagai
Az elosztott rendszer céljai a kovetkezok:

o Tévoli er6forrasok elérhetévé tétele

o Atlatszésig (transparency)

e Nyitottsidg (openness)

o Skaldzhatdsag

2.1.1 Atlétszéség

Az atlatszosag nem més, mint az eréforrasokkal kapcesolatos kiilonbozé informéciok elrejtése a felhasznald
elél. Az alapjén, hogy mit rejtiink el, tobbféle fajtaja létezik:



Fajta Angolul Mit rejt el az ertforrassal kapcsolatban?

Hozzaférési/elérési | Access Adatabrazolas; elérés technikai részletei

Elhelyezési Location Fizikai elhelyezkedés

Athelyezési Migration Elhelyezési + a hely meg is valtozhat

Mozgatasi Relocation Athelyezési + hasznalat kézben is
térténhet az athelyezés

Tobbszorézési Replication Az erdforrasnak tébb masolata is lehet a
rendszerben

Egyidejliségi Concurrency | Tobb versenyhelyzet(i felhasznalo is
elérheti egyszerre

Meghibasodasi Failure Meghibasodhat és Ujra Gzembe allhat

abra 1: Az atlatszosag kiilonb6z6 tipusai.

2.1.2 Nyitottsag

A rendszer képes mds nyitott rendszerek szdmara szolgaltatdsokat nyijtani, és azok szolgaltatdsait
igénybe venni:

o A rendszerek jol definiélt interfészekkel rendelkeznek.
e Az alkalmazdsok hordozhatésagéat (portability) minél inkdbb tdmogatjdk.

e Konnyen elérheté a rendszerek egytittmitkodése.

A nyitott elosztott rendszer legyen kénnyen alkalmazhaté heterogén kornyezetben, azaz kiillonbozé hard-
vereken, platformokon, programozasi nyelveken.

Implementalasa:
e Fontos, hogy a rendszer konnyen cserélhet6 elemekbdl alljon.
e Bels6 interfészek hasznalata, nem egyetlen monolitikus rendszer.
e A rendszernek minél jobban paraméterezhetonek kell lennie.

e Egyetlen komponens megvéltoztatdsa/cseréje lehetSleg minél kevésbé hasson a rendszer més részeire.

2.1.3 Skalazhatésag

Tobbféle jelentése van, 3 fontos dimenzio:
1. méret szerinti skdldzhatdsdg: a felhaszndlék és/vagy folyamatok szdma
2. foldrajzi skalazhatésag: a csicsok kozotti legnagyobb tavolsag

3. adminisztracios skdlazhatésag: az adminisztracios tartomanyok szama

Ezek koziil a legtobb rendszer a méret szerinti skaldzhatésagot kezeli, ennek egy lehetséges meg-
valésitasi moédja erésebb szerverek hasznédlata. A maésik kett6t nehezebb kezelni.

Technikdk a skalazhatosiag megvaldsitasara:

e A kommunikécids késleltetés elfedése azzal, hogy a valaszra vards kozben mas tevékenységet
végziink. Ehhez aszinkron kommunikéci6 sziikséges.

e Elosztds: az adatokat és szdmitdsokat tobb szamitégép tdrolja/végzi (pl. amit lehet, a klienssel
szamoltatunk ki, elosztott elnevezési rendszerek haszndlata, stb.)

e Replikdci6/cache-elés: Tobb szamitégép tdrolja egy adat mésolatait



A skdldzhatésdgnak dra van. T6bb mésolat fenntartasa inkonzisztencidhoz vezethet (ha médositjuk az
egyiket, az eltérhet a tobbitdl). Ez globélis szinkronizdcidval kikeriilhetd (minden egyes valtoztatds utdn
az Osszes mdsolatot frissitjiik), viszont a globdlis szinkronizécié rosszul skdldzodik. Emiatt sok esetben
fel kell hagynunk a globalis szinkronizacioval, ez viszont bizonyos mértékii inkonzisztenciat eredményez.
Rendszerfiiggd, hogy ez milyen mértékben megengedett. A cél az, hogy az inkonzisztencia mértéke a
megengedett szint alatt maradjon.

2.2 Elosztott rendszerek tipusai
Fo6bb tipusok:

o Elosztott szamitasi rendszerek:

e Elosztott informacids rendszerek

e Elosztott 4thaté rendszerek

2.2.1 Elosztott szamitasi rendszerek
Célja szamitasok végzése nagy teljesitménnyel.

Cluster (fiirt): Lok4lis halézatra kapcsolt szadmitégépek osszessége. Homogén rendszer (ugyanaz az
oprendszer, hardveresen hasonlak), kozpontositott vezérléssel (dltaldban egy gépre).

Grid (racs) Nagyméretli hilézatokra is kiterjedhet, akdr tobb szervezeti egységen is dtivelhet. Het-
erogén architektira jellemzi.

Cloud (felh8): Tobbrétegli architektira: hardver, infrastruktira, platform, alkalmazas.

2.2.2 Elosztott informaciés rendszerek

Az elsédleges cél altaldban adatok kezelése, illetve més informdcids rendszerek elérése. Példdul tranza-
kcidkezel6 rendszerek.

A tranzakcié adatok Gsszességén (pl. egy adatbédzison, adatbézis objektumon, stb.) végzett miivelet
(lehetnek részmiiveletei). A tranzakci6kkal szemben az aldbbi kovetelményeket szokds tdmasztani (ACID):

e Oszthatatlan, elemi (atomicity): Vagy a teljes tranzakci6é végbemegy minden részmiiveletével, vagy
az adattarhdz egyaltaldn nem valtozik.

o Konzisztens (consistency): Az adattdrra akkor mondjuk, hogy érvényes, ha bizonyos, az adott
adattarra megfogalmazott feltételek teljesiilnek. Egy tranzakcié konzisztens, ha érvényes dllapotot
allit el6 a tranzakcié végén.

o Elkiilonithetd, sorosithaté (isolation): Egyszerre zajlé tranzakcidk olyan eredményt adnak, mintha
egymas utan hajtodtak volna végre.

o Tartdssdg (durability): Végrehajtds utdn az eredményt tartés adattaroléra mentjiik, {gy az 0sszeomlds
esetén visszaallithaté.

2.3 Elosztott rendszerek felépitése

Alapotlet: A rendszer elemeit szervezziik logikai szerepiik szerint kiilonb6z6 komponensekbe, és ezeket
osszuk el a rendszer gépein.

2.3.1 Kozpontositott architektirak

Kliens-szerver modell: Egyes folyamatok (szerverek) szolgéltatdsokat ajanlanak, mig més folyamatok
(kliensek) ezeket a szolgdltatdsokat szeretnék hasznélni. A kliens kérést kiild a szervernek, amire a szerver
valaszol, igy veszi igénybe a szolgaltatast. A kliens és szerver folyamatok kiilénbozé gépeken lehetnek.



2.3.2 Tobbrétegli architekturak

Az elosztott informécids rendszerek gyakran harom logikai rétegre (layer vagy tier) vannak tagolva:
e Megjelenités: az alkalmazas felhasznaléi feliiletét alkoté komponensekbdl all.
o Uzleti logika: az alkalmazds miikodését irja le konkrét adatok nélkiil

e Perzisztencia: az adatok tartds tarolasa

2.3.3 Decentralizalt architekturak

Peer-to-peer (P2P): A csicsok (peer-ek) kozott tobbnyire nincsenek kitiintetett szereptiek.

Overlay halézat: A grafban szomszédos csicsok fizikailag lehetnek tavol egymastdl, a rendszer elfedi,
hogy a koztiik 1évé kommunikacié tobb gépen keresztiil zajlik. A legtobb P2P rendszer overlay halézatra
épiil.

P2P rendszerek fajtai:

e Strukturalt P2P: A csicsok altal kiadott grafszerkezet rogzitett. A csiicsokat valamilyen struktira
szerint overlay halézatba szervezziik és a csticsoktdl az azonositdjuk alapjan lehet szolgaltatasokat
igénybe venni. Pl.: elosztott hasitétabla (DHT).

e Struktdralatlan P2P: Az ilyen rendszerek igyekeznek véletlen grafstrukturdt fenntartani. Min-
degyik csucsnak csak részleges nézete van a grafrél. Minden P csics idonként véletlenszeriien
kivalaszt egy @ szomszédot. P és @ informéciot cserélnek és elkiildik egymésnak az altaluk ismert
csucsokat.

e Hibrid P2P: néhany cstcsnak specidlis szerepe van

Superpeer: Olyan csics, aminek kiilon feladata van, pl. kereséshez index fenntartdsa, a halézat
allapotanak feltigyelete, csiicsok kozotti kapesolatok 1étrehozasa.

3 Elnevezési rendszerek

Az elosztott rendszerek entitdsai a kapcsoléddsi pontjaikon (access point) keresztiil érhetdek el. Ezeket
tavolrdl a cimiik azonositja, amely megnevezi az adott pontot.

Célszerti lehet az entitast a kapcsolédasi pontjaitdl fiiggetleniil is elnevezni. Az ilyen nevek helyfiiggetlenek
(location independent).

Egyszerili név: Nincs szerkezete, tartalmaz véletlen szoveg. Csak Osszehasonlitasra hasznalhato.

Azonosité: Egy név azonositd, ha egy-egy kapcsolatban all a megnevezett entitassal, és ez a hozzarendelés
maradandd, azaz a név késébb nem hivatkozhat mas egyedre.

3.1 Strukturalatlan nevek
3.1.1 Egyszeri megoldasok

Broadcasting: Kihirdetjiik az azonositét a hdlézaton. Az egyed visszakiildi jelenlegi cimét. Hatranyai:
e Lokélis halézatokon til nem skélazodik.
e A hélézaton minden gépnek figyelnie kell a beérkez6 kérésre.
Tovabbitémutat: Amikor az egyed elkoltozik, egy mutaté marad utdna az 1j helyére.
e A Kkliens el6l el van fedve, hogy a szoftver tovabbitémutatd-lancot old fel.
e A megtaldlt cimet vissza lehet kiildeni a klienshez, igy a tovabbi felolddsok gyorsabban mennek.

e Foldrajzi skdlazasi problémak:



o

— A hosszui lancok nem hibatiiroek.
— A feloldés hosszu iddbe telik.

— Kiilon mechanizmus sziikséges a lancok roviditésére.

3.1.2 Otthon alapt megoldasok

Egyrétegii rendszer: Az egyedhez tartozik egy otthon, ez tartja szamon az egyed jelenlegi cimét. Az
egyed otthoni cime (home address - HA) be van jegyezve egy névszolgaltatdsba. Az otthon szdmon tartja
a jelenlegi cimet (foreign address - FA). A kliens az otthonhoz kapcsolédik, onnan kapja meg a cimet.

Kétrétegii rendszer: Az egyes kornyékeken feljegyezziik, hogy mely egyedek tartézkodnak a kdzelben.
A névfeloldas eldszor ezt a jegyzéket vizsgédlja meg és ha az egyed nincs a kornyéken, akkor kell az
otthonhoz fordulni.

3.1.3 Elosztott hasitétabla

Elosztott hasitétablat (DHT) készitiink, ebben csicsok térolnak egyedeket. Az N csics gylirii over-
lay szerkezetbe van szervezve. Minden csicshoz hozzarendeliink egy m bites azonositét, és mindegyik
entitdshoz egy m bites kulcsot (N < 2™). A k kulcst egyed feleldse az az id azonositju csucs, ame-
lyre k < id, és nincs koztiik masik csiics. Ezt a cstcsot a kulcs rakévetkezGjének is szokds nevezni:
succ(k). Mindegyik p cstics egy F'T), finger table-t tdrol m bejegyzéssel: FT,[i] = succ(p+2i~1). Binaris
(jellegli) keresést szeretnénk elérni, ezért minden 1épés felezi a keresési tartomédnyt. A k kulesi egyed
kikereséséhez (ha nem a jelenlegi csics tartalmazza) a kérést tovdbbitjuk ahhoz a j index{i csicshoz,
melyre FT,[j] < k < FT,[j + 1], illetve, ha p < k < FT,[1], akkor is F'Tp[1]-hez irdnyitjuk a kérést.
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abra 2: Példa DHT-re finger table-el.

3.1.4 Hierarchikus mddszerek

Hierarchical Location Services(HLS): A hélézatot osszuk fel tartomdnyokra, és mindegyik tar-
tomanyhoz tartozzon katalégus. Epitsiink hierarchiat a katalégusokbdl.

A csticsokban tarolt adatok:

o Az E egyed cime egy levélben taldlhato.



o A gydkértdl az F leveléig vezeté uiton minden belsd csicsban van egy mutatéd a lefelé kovetkezd
csucsra az aton.

e Mivel a gyokér minden it kiindulépontja, minden egyedrdl van informaciéja.

Keresés a faban: A kliens tartoméanyabdl indul a keresés. Felmegytiink addig a faban, amig olyan csticshoz
nem ériink, amelyik tud F-rél, majd kévetjiik a mutatokat a levélig, amely tudja E cimét. Mivel a gyokér
minden egyedet ismer, a termindlas garantalt.

Beszirds a fiban: Ugyanaddig megyiink felfelé a faban, mint keresésnél, majd a belsé csiicsokban mu-
tatékat helyeziink el.

Node knows
Node has no about E, so request
record for E, is no longer forwarded
so request is Node creates record
forwarded

-— and stnres pointer \//:R
Node creates

record and |
stores address [

abra 3: Beszuras a faban HLS-nél.

3.2 Strukturalt nevek

Névtér: Gyokeres, irdnyitott, élcimkézett graf, a levelek tartalmazzik a megnevezett egyedeket, a belsd
csucsokat katalogusoknak vagy konyvtaraknak nevezziik. Az egyedhez vezet6 ut cimkéit Osszeolvasva
kapjuk az egyed egy nevét. A bejart t, ha a gyokértél indul, abszolit ttvonalnév, ha bels6 cstcsbol
indul, relativ utvonalnév. Mivel egy egyedhez tobb 1t is vezethet, tobb neve is lehet.

Data stored in n1
n2: "elke" home

n3: "max”"
nd: "steen"

“_lllke S“
'@ "fhome.fsteenfkeys"

fwmrc mbox

Directory node D . O "fhome/steen/mbox"

Leaf node O

abra 4: Példa névtérre.

A névtér csucsaiban (akdr levélben, akar belsé csticsban) kiilonféle attribitumokat is eltdrolhatunk,
pl. az egyed tipusét, azonositéjat, helyét/cimét, més neveit, stb.

Névfeloldas: Kiindul6 csicsra van sziikség a névfeloldas megkezdéséhez. A gyokér elérhetéségét a név
jellegétol fuggd kornyezet biztositja, pl.:

e www.inf.elte.hu : egy DNS névszerver

e /home/steen/mbox : a lokdlis NFS f4jlszerver

o 0031204447784 : a telefonos halézat



e 157.181.161.79 : a www.inf.elte.hu webszerverhez vezeto 1t

Névtér implementacidja - DNS: Ha nagy névteriink van, el kell osztani a grafot a gépek kozott,
hogy hatékonnyd tegyiik a névfelolddst és a névtér kezelését. Ilyen nagy névtér a DNS (Domain Name
System).

A DNS névtérnek alapvetden 3 szintjét kiilonboztetjiik meg:

o Globalis szint: Ide tartozik a gyokér és a fels6bb csicsok (TLD-k, pl. orsziagokhoz tartozé cstcsok
- hu, .uk, stb.). A szervezetek ezt kozosen kezelik.

e Szervezeti szint: Egy-egy szervezet dltal kezelt csticsok szintje (pl. elte.hu, stb.).

o Kezeléi szint: Egy adott szervezeten beliil kezelt csicsok (pl. elte.hu-n beliili csicsok)

Adminis- |
trational 4|

layer |

abra 5: A DNS névtér egy része.

A névfeloldas kiilon6z6 megkozelitései: DNS névtér esetén alapvetéen két kiillonbozo névfeloldasi
megkozelitést alkalmazunk:

e Rekurziv névfeloldds: A rekurziv névfeloldds sordn a névszerverek egymads kozdtt kommunikédlva
oldjak fel a neveket, a kliensoldali névfeloldéhoz rogton a valasz érkezik.

e Iterativ névfeloldas: A névfeloldast a gyokér névszerverek egyikétdl inditjuk. Az iterativ névfeloldas
soran a névnek mindig csak egy komponensét oldjuk fel, a megszolitott névszerver az ehhez tar-
toz6 névszerver cimét adja vissza (ha a kliensoldali névfeloldé megkapja ezt a cimet, a kovetkezd
komponens feloldasat ett6l a névszervertdl kéri - ez addig megy, mig teljesen fel nem oldjuk a
nevet).

Skalazhatésag: Mivel sok kérést kell kezelni rovid id6 alatt, ezért a globalis szint névszerverei nagy
terhelést kapnanak. Mivel a felsd szinteken a graf ritkan valtozik, ezért az ezeken a szinteken taldlhatd
cstcsok adatairdl tobb szerveren is tarthatunk mésolatot, igy a keresést kozelebbrél indithatjuk (pl. van
tobb gyokér névszerver, a hozzénk legkozelebbihez fordulunk).

3.2.1 Attribdtumalapi nevek

Az egyedeket sokszor kényelmes lehet tulajdonsagaik (attribitumaik) alapjén keresni, viszont ha barmilyen
kombinaciéban megadhatunk attribatumértékeket, akkor a kereséshez az Gsszes egyedet érinteniink kell,
ami nem hatékony.



X.500, LDAP: A katal6gusszolgdltatdsokban az attributumokra megkétések érvényesek (X.500 sz-
abvdny), amelyet az LDAP protokollon keresztiil szokds elérni. Az elnevezési rendszer fastruktiraju, élei
attributum-érték parokkal cimzettek. Az egyedekre az tutjuk jellemz6i vonatkoznak, és tovabbi parokat
is tartalmazhatnak.

4 Kommunikacio

4.1 Koztesréteg

A koztesrétegbe (middleware) olyan szolgdltatdsokat és protokollokat szokds sorolni, amelyek sokfa-
jta alkalmazashoz lehetnek hasznosak és alapvetfen a rendszer egyedei kozotti Osszekoté kapocsként
szolgalnak.

e Kommunikacids protokollok

e Sorositds (szerializdcié, marshalling), adatok reprezentdcidjanak dtalakitdsa

Elnevezési protokollok az eréforrdasok megosztasanak konnyitésére

Biztonsagi protokollok a kommunikécié biztonsdgosabbd tételére

Skalazasi mechanizmusok adatok replikaciéjara és gyorsitétarazasara

4.2 A kommunikacio fajtai
A kommunikécié lehet:
e iddleges (transient) vagy megtarté (persistent):

— idé6leges: a kommunikacids rendszer elveti az iizenetet, ha az nem kézbesithetd

— megtartd: a kommunikacids rendszer hajlandé huzamosabb ideig tarolni az iizenetet
e szinkron vagy aszinkron
— szinkron: a kiild6é var a valaszra, addig blokkolédik

— aszinkron: a kildé nem var a valaszra, hanem més tevékenységet folytat

4.2.1 Kliens-szerver modell

A Kkliens-szerver modell jellemzden iddleges, szinkron kommunikaciét végez, ahol a kliensnek és a sz-
ervernek egyidejiileg kell aktivnak lenni. A kliens a kérés kiildése utan blokkolédik, var a szerver
valaszara. A szerver csak a kliensek fogadasaval és a kérések feldolgozasaval foglalkozik.

4.2.2 Tévoli eljarashivas (RPC)

A tévoli eljarashivasnal egy tavoli gépen szeretnénk futtatni egy alprogramot. Ehhez hélézati kommu-
nikacio sziikkséges, amit elfediink egy eljardshivassal.

A hivéas lépései:
1. A kliensfolyamat lokélisan meghivja a klienscsonkot (client stub).

2. A klienscsonk becsomagolja az eljaras azonositéjat és paramétereit. Meghivja az oprendszert.

A lokalis gép oprendszere elkiildi a csomagot a tavoli gép oprendszerének.

=~ W

Az atadja az lizenetet a szervercsonknak (server stub).
5. A szervercsonk kicsomagolja az azonositét és a paramétereket, amiket dtad a szerverfolyamatnak.
6. A szerverfolyamat lokalisan meghivja az eljarast, megkapja a visszatérési értéket.

7. A visszatérési érték visszakiildése a kliensfolyamatnak hasonléan torténik, forditott iranyban.
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abra 6: A tavoli eljardshivés lépései.

4.2.3 Socket
Az id6leges kommunikacié egy maddja.

Server - N

[ socket - bind | listen - accept Eiad [ write IJ—PI close |
I .'.l I\n

Synchronization point —i Ir’ Communication\‘._

| Li A
Y ; h |

socket h"bonnectl—:j write |——» read [\—PI close |

Client S~ -

abra 7: Kommunikacié socket-el.

4.2.4 Uzenetorientalt kbztesréteg (MOM)

Az iizenetorientalt koztesréteg (MOM - message-oriented middleware) egy megtartd, aszinkron kommu-
nikacios architektira. Segitségével a folyamatok lizeneteket kiildhetnek egymasnak. A kiild6 félnek nem
kell a valaszra varnia, addig foglalkozhat méssal.

A MOM vérakozési sorokat tart fenn a rendszer gépein. A kliensek az aldbbi miiveleteket haszndlhatjik
a varakozasi sorokra:

e PUT: Uzenetet tesz a sor végére.
e GET: Blokkol, amig a sor tires, majd kiveszi az elsé lizenetet

e POLL: Lekérdezi, hogy van-e iizenet. Ha van, leveszi az els6t. Ha nincs, nem blokkol, folytatja a
tevékenységét.

e NOTIFY: Kezel6rutint telepit a varakozasi sorhoz, amely minden beérkez6 tizenetre meghivodik.

Az tizenetsorkezeld rendszerek feltételezik, hogy a rendszer minden eleme kozos protokollt hasznal,
azaz az lzenetek szerkezete és adatdbrdzoldasa megegyezik. A kérdés: mi van akkor, ha heterogén a rend-
szeriink? Erre szolgdl az lizenetkozvetité (message broker), amely heterogén rendszerben gondoskodik
a megfelel6 konverziokrdl, azaz atalakitja az lizenetet a fogadd altal hasznalt formatumra. Altaldban
proxy-ként is miikodik, azaz a kozvetités mellett més funkcidkat is nyudjt, pl. biztonsdgi funkcidkat.

4.2.5 Folyam (stream)

Az eddig targyalt kommunikaciéfajtdkban kozos, hogy az adategységek kozotti idébeli kapcesolat nem
befolyasolja azok jelentését, folyamatos médidndl (pl. audio, vided, szenzoradatok) viszont az adatok
id6fliggbek, ezért a kommunikacié idébeliségével kapcsolatban izokréon megkotést tesziink, ami felsd és



alsé korlatot is ad a csomagok atvitelének idejére.

Folyam: Ilyen izokrén adatatvitelt lehetévé tevo kommunikacids forma a folyam. Fobb jellemz6i:
e Egyiranyu
e Legtobbszor egy forrastdl irdnyul egy vagy tobb nyelo felé

e A forrds és/vagy nyel§ gyakran kozvetleniil kapcsolédik olyan hardverelemekhez, mint pl. egy
kamera, képernyd, mikrofon, stb.

Fo6bb tipusai:
e Egyszerii folyam: egyfajta adatot tovabbit, pl. egyetlen audiocsatornét, vagy csak videot.

o Osszetett folyam: Tobbfajta adatot tovabbit egyszerre, pl. videst tobbesatornajt audiéval (sztered,
5.1, sth.). Az Osszetett folyam esetében biztositani kell, hogy az alfolyamok a nyel6nél idében
ne csusszanak el egymashoz képest. Ennek egyik mddja a szinkronizacié. Egy masik lehetséges
modszer a multiplexélds és demultiplexalds. Ekkor a forrds egyetlen folyamot készit (multiplexélds).
Itt az alfolyamok garantaltan szinkronban vannak egymassal. A nyelénél kell szétbontani a folyamot
alfolyamokra (demultiplexdlés).

QoS: A folyamokkal kapcsolatban sokfajta kovetelmény irhaté elé, ezeket Gsszefoglalé néven a szolgaltds
mindségének (QoS - Quality of Service) nevezziik. Ilyen jellemz6k példdul a kovetkezdk:

o Az atviteli sebesség, azaz a bitrata.
e A folyam elinditasanak legnagyobb megengedett késleltetése.
o A folyam adategységeinek megadott ido alatt el kell jutniuk a forrastol a nyel6ig.

e Remegés (jitter): az adategységek beérkezési idejének egyenetlensége. Ennek csokkentésének egy
moédja a pufferelés.

5 Szinkronizacio

5.1 Orak szinkronizalasa

Néha a pontos id6t szeretnénk megtudni, néha elég, hogy ha két idépont koziil megéllapithat6, hogy
melyik volt kordbban. A vilagidé: UTC.

5.1.1 Fizikai 6rak

A fizikai id6 elterjesztése: Ha a rendszeriinkben van UTC-vevd, az megkapja a pontos idét. Ezt a
kovetkezok figyelembevételével terjeszthetjiik el a rendszeren beliil.

o A p gép sajat orédja szerint az id6 a t UTC-idépillanatban Cp(t)

o Idedlis esetben az éra mindig pontos, azaz Cp(t) = t minden ¢t UTC-id6pillanatra. Mésképpen
fogalmazva az dra sebessége mindig 1, azaz dC/dt = 1.

e A valdsagban p éraja vagy tul gyors, vagy til lassu, de viszonylag pontos:

dC
1—p<® <y
P =tte
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abra 8: Az dra sebessége.

Cristian algoritmusa: Csak megadott § eltérést akarunk megengedni az éra sebességében. Mindegyik
gép egy kozponti idoszerverrol kéri le a pontos idot legfeljebb % maésodpercenként (ekkor tudunk &

eltérésen beliil maradni). Az érét nem a megkapott idépontra kell dllitani: bele kell szdmolni, hogy a
szerver kezelte a kérést és a valasznak vissza kellett érkeznie a halézaton.

Berkeley algoritmusa: Nem a pontos id6 bedllitasa a cél, csak az, hogy a rendszeren beliil minden gép
ideje azonos legyen. Az idészerver idénként minden gép idejét bekéri, amibél atlagot von, majd mindenkit
értesit, hogy a sajat érajat mennyivel kell atallitania. Az id6 egyik gépnél sem folyhat visszafelé, ezért
ha valamelyik orat vissza kellene allitani, akkor ehelyett lelassitja az 6rajat addig, amig a kivant id6 be
nem 4&ll.

5.1.2 Logikai 6rak

Az el6bb-tortént reldcié: Az eldbb-torént (happened-before) reldcié az aldbbi tulajdonsdgokkal bird
relacié. Annak jelolése, hogy a el6bb tortént, mint b: a — b.

e Ha ugyanabban a folyamatban a el6bb kovetkezett be, mint b, akkor a — b.
e Ha a esemény egy lizenet kiildése, b pedig ennek az lizenetnek a fogadasa, akkor a — b.

e Tranzitiv: Ha a — b és b — ¢, akkor a — c.

Az id6 és az el6bb-tortént relacié: Minden e eseményhez idébélyeget rendeliink, ami egy egész szam.
Jelolése: C(e), és megkoveteljitk az aldbbi tulajdonsagokat:

e Ha a — b egy folyamat eseményeire, akkor C(a) < C(b)

e Ha a esemény egy lizenet kiildése, b pedig ennek az {izenetnek a fogaddsa, akkor C(a) < C(b).

Ha van globalis éra, akkor az idébélyeg elkészitheté. A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy mi
van akkor, ha nincs globdlis ora.

Lampert-féle idébélyeg: Minden P; folyamat egy C; szamlalét tart nyilvan az aldbbiak szerint:
e P, minden eseménye eggyel noveli C;-t.
o Az elkiildott m iizenetre rairjuk az idébélyeget: ts(m) = C;.
e Ha az m iizenet beérkezik P; folyamathoz, ott a szdmlal6 4j értéke C; = max {C;,ts(m)} + 1 lesz
o P; és P; egybees6 idObélyegjei koziil tekintsiik a Pj-belit elsének, ha ¢ < j.

Pontosan sorbarendezett csoportcimzés: A P; folyamat minden miiveletet idébélyeggel elldtott
izenetben kiild el. P; egytttal beteszi a kiildott iizenetet a sajat queue; prioritdsos sordba. A P; folyamat
a beérkez6 lizeneteket az & queue; prioritasos soraba teszi be az idébélyegnek megfeleld prioritdssal. Az
tizenet érkezésérdl mindegyik folyamatot értesiti. P; akkor adja at a msg; lizenet feldolgozasra, ha:

e msg; a queue; elején talalhatd, azaz az 6 id6bélyege a legkisebb
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® a queue; sorban minden Py, k # 7 folyamatnak megtaldlhato legaldbb egy iizenete, amelynek msg;-
nél késobbi az idobélyege

Id6bélyeg-vektor:

e P, most mér az Osszes folyamat idejét is szdmon tartja egy V C;[1..n] témbben, ahol VC;[j] azon
Pj-ben bekovetkezett események szdma, amirdl P; tud.

e Az m lizenet elkiildése sordan P; megnoveli eggyel VC;[i] értékét és a teljes VC; id6bélyeg-vektort
rairja az lizenetre.

o Amikor az m lizenet megérkezik P;-hez, amelyen a ts(m) idébélyeg van, akkor

1. VC;lk] := max {V C,[k], tsm[k]}
2. VC;[j] megné eggyel

5.2 Kolcsonos kizaras

Tobb folyamat egyszerre szeretne hozzaférni egy adott erdforrashoz. Ezt egyszerre csak egynek enged-
hetjik meg kozulik, kiillonben az er6forras helytelen allapotba kertilhet.

5.2.1 Kolcsonos kizaras kozponti szerver hasznalataval

Egy kozponti szerver a koordinator, 6 szabalyozza az eréforrashoz val6 hozzaférést. Van egy varakozasi
sora. Ha az er6forras szabad, akkor ha kérés érkezik ra, a szerver megadja a hozzaférést és foglalttd teszi.
Ezutdn ha valaki més hozza akar férni az er6forrashoz, akkor bekertil a varakozasi sorba. Miutdn az els6
kliens elengedte az ertforrast, az ahhoz keriil, aki a sor elején van. Ha kiiirtilt a sor és az utolsé kliens is
elengedte az er6forrast, az tjra szabadda valik.

NA WA N (- DD (D
© ® @ (© \1:/@ @ O @
K

st
Request O RETE « ReleaseMK
. /:?{ No reply - .
2 Queue is NS K,/
/ empty
Coordinator
(a) (b) (c)

dbra 9: Példa kozpontositott kolesonos kizdrasra.

5.2.2 Decentralizalt kolcsonos kizaras

Tegyiik fel, hogy az er6forrds n-szeresen tobbszorozott, és minden replikdtumhoz tartozik egy azt kezel6
koordindtor. A hozzaférésrol tobbségi szavazds dont: legaldbb m koordindtor sziikséges, ahol m > 7.
Feltessziik, hogy egy esetleges 6sszeomlds utan a koordinator felépiil, de a kiadott engedélyeket elfelejti.

5.2.3 Elosztott kolcsonos kizaras

T6bbszorozott az eréforrdas. Amikor a kliens hozzd szeretne férni az eréforrashoz, kérést kiild a ko-
ordindtornak idébélyeggel ellatva. Vilaszt (hozzaférési engedélyt) akkor kap, ha:

e A koordindtor nem igényli az er6forrast, vagy
e a koordinator is igényli az er6forrast, de kisebb az idébélyege.

e Kiilonben a koordinator atmenetileg nem vélaszol.
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12
(a) (b) (c)

abra 10: Példa elosztott kolesonos kizardsra.

5.2.4 Kolcsonos kizaras token ring-gel

A folyamatokat egy logikai gytiriibe szervezziik. Egy tokent kiildiink korbe. Amelyik folyamat birtokolja
a tokent, az férhet hozzd az erdforrashoz.

5.3 Vezetovalasztas

Sok algoritmusnak sziiksége van arra, hogy kijeloljon egy folyamatot, amely a tovabbi 1épéseket ko-
ordindlja.

5.3.1 Zsarnok-algoritmus

A folyamatoknak sorszamot adunk, melyek koziil a legnagyobb sorszamit szeretnénk vezetének valasztani.

A zsarnok-algoritmus 1épései:

1. A vezet6valasztas kezdeményezése. Barmelyik folyamat kezdeményezheti. Mindegyik olyan folya-
matnak, amelyrol nem tudja, hogy kisebb lenne az 6vénél a sorszama, elkiild egy iizenetet.

2. Ha a nagyobb sorszamu folyamat tizenetet kap egy kisebb sorszamutdél, akkor visszakiild neki egy
olyan iizenetet, amivel kiveszi a kisebb sorszamut a valasztasbol.

3. Amelyik folyamat nem kap letilté {izenet egy bizonyos idén belill, akkor & lesz a vezet6. Errdl
értesiti a tobbi folyamatot egy-egy iizenettel.

®
FZ=
& ) : :
/ _—
‘a Election /N 4ﬁ 0K /

\_“%—"\PJ S W
Ry @ © 5O

Previous coordinator
has crashed

(a) (b)

abra 11: Példa a zsarnok-algoritmus miikodésére.
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5.3.2 Vezet6valasztas gyturiben

Logikai gyt{irtink van, a folyamatoknak vannak sorszamai. A legnagyobb sorszamu folyamatot szeretnénk
vezetének valasztani. Barmelyik folyamat kezdeményezhet vezetOvalasztast: elindit egy iizenetet a
gylirin korbe, amelyre mindenki rairja a a sorszamat. Ha egy folyamat &sszeomlott, az kimarad az
iizenetkiildésbél. Amikor az {izenet visszajut a kezdeményezOhoz, minden aktiv folyamat sorszama sz-
erepel rajta. Ezek koziil a legnagyobb sorszami lesz a vezet6. Ezt egy masik tizenet korbekiildése tudatja
mindenkivel.

Ha t6bb folyamat kezdeményez egyszerre valasztast, az nem probléma, ugyanaz az eredmény adodik.
Ha az tizenetek elvesznének, akkor wjra lehet kezdeni a véalasztast.
5.3.3 Superpeer-valasztas
A superpeer-eket gy szeretnénk megvélasztani, hogy teljesiiljon rajuk:

e A t6bbi cstics alacsony késleltetéssel éri el Gket.

e Egyenletesen vannak elosztva a halézaton.

e A csicsok megadott hdnyadat védlasztjuk superpeer-nek.

e Egy superpeer korldtozott szamu peer-t szolgdl ki.

Megyvalésitas DHT esetén: Ha m-bites azonositokat hasznalunk, és S superpeer-re van sziikség, akkor
a k = [log, S] felsé bitet foglaljuk le a superpeer-ek szamara. Igy N cstics esetén kb. 2F~™ N superpeer
lesz.
A p kulcshoz tartozé superpeer a p AND 11...1100..00 kulcs felelGse lesz.
S~

k m—Fk

6 Konzisztencia

Konfliktusos miiveletek: A replikatumok konzisztensen tartasdhoz biztositani kell, hogy az egymassal
konfliktusba keriilhet6 miiveletek minden replikdtumon egyforma sorrendben futnak le. Irds-olvasas és
iras-iras konfliktusok fordulhatnak el6.

Konzisztenciamodell: A konzisztenciamodell megszabja, milyen médokon hasznédlhatjak a folyamatok
az adatbazist. Ha a feltételek teljesiilnek, az adattarat érvényesnek tekintjiik.

Konzisztencia mértéke: A konzisztencia tobbféle médon is sériilhet: eltérhet a replikdtumok szamértéke,
frissessége, meg nem tortént frissitési miiveletek szama.

Conit: Az olyan adategység, amelyre kozos feltételrendszer vonatkozik, a conit (consistency unit).

6.1 Soros konzisztencia

A feltételeket nem szdmértékekre, hanem irésok/olvasdsok tényére alapozzuk. Jelolések:
e W(x) : x valtozot irta a folyamat
e R(x) : x véltozdt olvasta a folyamat

Soros konzisztencia esetén azt varjuk el, hogy a végrehajtds eredménye olyan legyen, mintha az
Osszes folyamat Osszes mivelete egy meghatarozott sorrendben tortént volna meg, megorizve barmely
adott folyamat sajiat miiveletinek sorrendjét.

P1: W(x)a P1: W(x)a

P2: Wix)b P2: W(x)b

P3: R(x)b R(x)a Pa: R(x)b R(x)a

P4: R(x)b R(x)a P4: R(x)a R(x)b
(a) (b)

abra 12: Példa: az (a) teljesiti, (b) nem a soros konzisztencia kovetelményeit.
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6.2 Okozati konzisztencia

A potencidlisan okozati Osszefliggésben 8116 miiveleteket kell mindegyik folyamatnak azonos sorrendben
ldtnia. A konkurens ifrasokat a kiilonb6z6 folyamatok kiilonb6z6 sorrendben ldthatjak.

P1: W(x)a

P2: R{x)a Wix)b

P3: R(x)b R(x)a

P4: R(x)a R(x)b
(a)

P1: Wix)a

P2: Wix)b

P3: R(x)b R(x)a

P4: R(x)a R(x)b
(b)

dbra 13: Példa: a (b) teljesiti, (a) nem az okozati konzisztencia kévetelményeit.

6.3 Klienskozponta konzisztencia

Azt helyezziik most el6térbe, hogy a szervereken tarolt adatok hogyan latszanak egy adott kliens szamara.
A kliens mozog: kiilonbo6z6 szerverekhez csatlakozik, és irasi/olvasdsi miiveleteket hajt végre.
Az A szerver utan a B szerverhez csatlakozva kiilonb6zé problémak 1éphetnek fel:

o Az A-ra feltoltott frissitések lehet, hogy nem jutottak még el B-hez.
e B-n lehet, hogy tjabb adatok taldlhatéak, mint A-n.

o A B-re feltoltott frissitések uitkozhetnek az A-ra feltoltottekkel.

A cél az, hogy a kliens azokat az adatokat, amiket az A szerveren kezelt, ugyanolyan dllapotban lassa
B-n is. Ekkor az adatbézis konzisztensnek latszik a kliens szdmara.

6.3.1 Monoton olvasas

Ha egyszer a kliens kiolvasott egy értéket z-bol, minden ezutan kovetkezd olvasds ezt adja, vagy ennél
frissebb értéket.

Példaul levelezdkliens esetén minden korabban letoltott leveliinknek meg kell lennie az 1 szerveren
is.

6.3.2 Monoton iras

A Kkliens akkor irhatja x-et, ha kliens kordbbi irdsai z-re mér befejezédtek.
Példaul verzidkezelésnél minden korabbi verziénak meg kell lennie a szerveren, ha 1j verziot akarunk
feltolteni.

6.3.3 Olvasd az irasodat

Ha kliens olvassa z-et, a sajat legutolsé irasanak eredményét kapja, vagy frissebbet.
Példaul a kliens a honlapjdt szerkeszti, majd megnézi az eredményt. Ahelyett, hogy a bongészd
gyorsitotarabdl egy régebbi véltozat keriilne elo, a legfrissebbet szeretné latni.

6.3.4 Iras olvasas utan

Ha a kliens kiolvasott egy értéket z-bol, minden ezutan kiadott frissitési miivelete x-nek legalabb ennyire
friss értékét modositja.
Példaul egy férumon a kliens csak olyan hozzaszdlasra tud véalaszolni, amit mar latott.
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6.4 Tartalom replikalasa
Kiilonbozo6 jellegli folyamatok tarolhatjdk a mésolatokat:
e Tartés mésolat: eredetszerver (origin server)

o Szerver altal kezdeményezett masolat: replikatum kihelyezése egy szerverre, amikor az igényli az
adatot

e Kliens altal kezdeményezett masolat: kliensoldali gyorsitétar

6.4.1 Frissités terjesztése

Megvaltozott tartalmat tobb kiilonféle médon lehet kliens-szerver architektiraban dtadni:
o Kizdrdlag a frissitésrél szdl6 értesités/érvénytelenités elterjesztése.
e Passziv replikacio: adatok atvitele egyik mésolatrol a mésikra
e Aktiv replikacié: frissitési miivelet atvitele

A frissitést kezdeményezheti a szerver (kiildésalapu frissités), ekkor a szerver a kliens kérése nélkil
elkildi a frissitést a kliensnek, vagy kezdeményezheti a kliens, aki kérvényezi a frissitést a szervertol
(rendelésalapi frissités).

Haszonbérlet (lease): A szerver igéretet tesz a kliensnek, hogy atkiildi a frissitést, amig a haszonbérlet
aktiv.
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Zarovizsga tételsor
18. Adatbéazisok tervezése és lekérdezése

Fekete Déra

Adatbazisok tervezése és lekérdezése

Reléciés adatmodell, egyed-kapcsolat modell és atalakitdsa relaciés adatmodellbe. Relécios alge-
bra, SQL. Az SQL proceduralis kiterjesztése (PL/SQL vagy PSM). Reldcids adatbdzis-sémak tervezése,
normalformék, dekompoziciok.

1 Relaciés adatmodell, egyed-kapcsolat modell és atalakitasa
relacios adatmodellbe

1.1 Relaciés adatmodell

Reldcios adatmodell: adatok gyujteményét kezeli.

Reldcid: a gylijtemény megaddsa (tdbla).

Adatmodell: a val6sag fogalmainak, kapcsolatainak, tevékenységeinek magasabb szintii dbrazolasa, szamitogép
és felhaszndlé szamara is megadja, hogy hogyan néznek ki az adatok. Adatok leirdsara szolgald jelolés.
Részer:

1. az adat struktiraja

2. az adaton végezhet6 miiveletek

3. az adatokra tett megszoritasok

Egyéb fogalmak:

o Reldcidséma: reldcionév(sortipus), R(A1,...Ay)

e Elbfordulds: példdny, a sortipusnak megfeleld véges sok sor, {t1,...t;, }, ahol t; =< v;1..v;n >
o Attributumok: adattipus : sortipus, <attr.név; : értéktipusy,...>

e Kulcsok: Egyszerti kulcs 1 attribuitumbdl all, 6sszetett tobbol, nem lehet a relacidoban két kiilonb6z6
sor, aminek azonos a kulcsa.

e Kiils§ kules: Idegen kules. R(Ay,...Ay) reldcié, X = {A4;,,...A;, } kules. S(By,...B,) relacid,
Y = {Bj,,...B;, } idegen kulcs, ami az X-re hivatkozik a megadott attribtitum sorrendben: Bj, az
Ail—re stb.

e Hivatkozasi épség: megszoritas a két tabla egyuttes eléfordulasara. Ha s € S sor, akkor 3t € R
SOr: S[Bj 'Bjk] = t[Ai17 Azk]

17"

A reldciés adatmodell t6bb szempontbdl is elényos, amik miatt elterjedt és kifinomult. Az adatmod-
ell egy egyszerli és konnyen megértheté strukturalis részt tartalmaz. A természetes tabldzatos formét
nem kell magyardzni, és jobban alkalmazhat6. A reldciés modellben a fogalmi-logikai-fizikai szint tel-
jesen szétvalik, nagyfokid logikai és fizikai adatfiiggetlenség. A felhaszndlé magas szinten, hozza kozel
all6 fogalmakkal dolgozik (implementdcié rejtve). Elméleti megalapozottsdg, tobb absztrakt kezel6 nyelv
létezik, példaul reldciés algebra (ezen alapul az SQL automatikus és hatékony lekérdezés optimalizdldsa).
Miiveleti része egyszerli kezel6i feliilet, szabvany SQL.

Reldcids adatbdzis felépitése: Az adatbéazis tulajdonképpen relaciék halmaza. A megfelel6 relaciésémék
halmaza adja az adatbédzissémat (jelolése dupla széri R), R = {Ry, ..., Ri}. A hozza tartozé eléforduldsok



az adatbazis-el6fordulas. El6fordulas tartalma: egyes relaciok eléforduldsai. Ez a koncepciondlis szint,
vagyis a fogalmi modell. Fizikai modell: a tdbldt valamilyen dllomdnyszerkezetben jeleniti meg (példdul
szeridlis dllomdnyban). A reldciés adatbazis-kezelSk indexelnek, indexelési méd: pl. B+ fa.

1.2 Egyed-kapcsolat modell

Elemei:
o Egyedhalmazok: hasonld egyedek Osszessége
o Attributumok: megfigyelhet6 tulajdonsdgok, megfigyelt értékek, egyedek tulajdonsigai
e Kapcsolatok: més egyedhalmazokkal valé kapcsolatok

e Séma: F(A,..A,) egyedhalmaz séma, E név, A; tulajdonsdg, DOM (A;) a lehetséges értékek
halmaza, pl tandr(név, tanszék)

o Eléfordulds: Konkrét egyedek (entitdsok), E = {e1,...e;m },e:(k) € DOM (Ay) az egyedek halmaza.
Minden attribitumban nem egyezhetnek meg — (vagyis az &sszes tulajdonsiag szuperkulcsot alkot),
minimalis szuperkulcs = kulcs.

o K(FE1, Es) bindris kapcsolat, K (E,...E,) a kapcsolat séméja. K a kapcsolat neve, E; az egyed-
halmazok sémaéi, tobbdgu kapcsolat, ha pi2. pl tandt(tandr, tdrgy). Tobbagu kapcesolat dtirhatd
megfelel6 szamu binér kapcsolatra, 3-aga 3-ra stb.

o K(FE,...E,) séméju kapcsolat eléforduldsa, K = {(e1,...ep)} egyed p-esek halmaza, ahol e; € E;.
A kapcsolat eléforduldsaira tett megszoritasok hatdrozzdk meg a kapcsolat tipusat.

Diagram: egyedhalmazok, kapcsolatok tipusok, egyenek dbrazolasa.

Szerepek: egyedhalmaz onmagéval kapcsolodik

Kapcsolat attribiatum: két egyedhalmaz egyiittes fliggvénye, de egyiké sem kiilon
Egyedhalmaz: az elsédleges kulcshoz tartozé tulajdonsagokat alahuzzuk

< hazaspar

/

f "|
ferj |‘ |feleseg
\ /

\ /

N X

Figure 1: Szerepek

Kapcsolatok tipusai (vegylink hozzé egy K(F1, Es) bindris kapcsolatot alapul):
e sok-egy: K eléforduldsaiban minden Eq-beli egyedhez legfeljebb 1 Eo-beli tartozhat, pl sziletett(név,orszdg)

e sok-sok: nincs megszoritdsa, minden F-beli egyedhez tobb Es-beli egyed tartozhat, és forditva,
minden Es-beli egyedhez tobb Ej-beli egyed tartozhat, pl tanul(didk,nyelv)

e egy-egy: sok-egy és egy-sok, vagyis minden F1-beli egyedhez legfeljebb egy Es-beli egyed tartozhat,
és forditva, minden FEs-beli egyedhez legfeljebb egy Ei-beli egyed tartozhat, pl hdzaspdr(férfi,nd)

Lehet tobb kapcsolat is két egyedhalmaz kozott. )
Alosztaly: ,,isa” = ,az-egy”, 6roklodés, specialis egy-egy kapcsolat. Osszes Ej-belihez van egy FEs-beli,
pl isa(fénok, dolgozd)
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Figure 2: Alosztély

Kulcs: aldhuzassal jelolik, 6sszetett kulcsndl tobb attriblitum van aldhtzva
Szuperkulcs: Az egyedhalmaz szuperkulcsa egy azonositd, vagyis olyan tulajdonsdg-halmaz, amelyrol
feltehet6, hogy az egyedhalmaz eléforduldsaiban nem szerepel két kiilonboz6 egyed, amelyek ezeken a
tulajdonsdgokon megegyeznek. Az Gsszes tulajdonsag mindig szuperkulcs.
Hivatkozdsi épség: kerek végzodéssel jelolik, megszoritas

gyartok legjobb sorok

0 vagy 1

gyarto legjobb sore 1 gyarténak pontosan 1
legjobb stére van

Figure 3: Hivatkozasi épség

Gyenge egyedhalmaz: Téglalap dupla konturral. Onmagéban nem azonosithaté egyértelmiien.

o Cam

Jatékosok - Csapatok

A kerek végzodés jelzi, hogy
minden jatékoshoz kételezéen
tartozik egy csapat, amely az
azonositashoz hasznalhato.
 Dupla rombusz: sok-egy kapcsolat.
« Dupla téglalap: gyenge egyedhalmaz.

Csak a "kié¢" kapcsolaton
keresztll
kilénboztetheték meg a
szamitégépek.

merevlemez

Figure 4: Gyenge egyedhalmaz

Tervezési alapelvek:

e valésaghti modellezés: megfelel6 tulajdonsagok tartozzanak az egyedosztalyokhoz, példaul a tanar
neve ne a didk tulajdonsagai kozé tartozzon

e redundancia elkeriilése: az index(etr-kod,lakcim,tdargy, ddtum,jegy) rossz séma, mert a lakeim anny-
iszor ismétlédik, ahdny vizsgajegye van a didknak, helyette 2 sémét érdemes felvenni: hallgatd(etr-
kéd,lakcim), vizsga(etr-kdd,tdrgy, ddtum,jegy).

o egyszeriiség: fOloslegesen ne vegyiink fel egyedosztdlyokat, példdul a naptdr(év,hénap,nap) helyett
a megfelel6 helyen inkdabb datum tulajdonsagot hasznéljunk

e tulajdonsig vagy egyedosztaly: példaul a vizsgajegy osztély helyett jegy tulajdonsdgot hasznaljunk.



1.3 Egyed-kapcsolat modell atalakitasa relaciés adatmodellbe

olvasdszam

KONYV (kényvszam, szerzé, cim)
OLVASO (olvasoszam, nev, lakcim)
KOLCSON (kényvszam, olvasoszam, kivétel, visszahozas)

Figure 5: Példa: konyvtar adatmodellje
Osszetett attribitumok leképezése: példaul ha a lakcimet (helység, utca, hdzszam) strukturaban akarjuk

kezelni, akkor fel kell venni a sémédba mindet attributumként. T6bbértéki attributumok leképezése:

o Megadas egyértékiiként. Példa: tObbszerzds konyvnél egy mezOben soroljuk fel az Gsszeset. Nem
tdl jo, mert nem lehet a szerzoket kiilon kezelni, és esetleg nem is fér el mind a mezében.

o Megadas tobbértékiiként.

— Sorok tobbszorozése. Konyves példanal maradva, felvesziink annyi sort, ahany szerz6 van. Ez
redundancidhoz vezet.

- Ijj tabla felvétele. A konyv(kdnyvszdm, szerzd, cim) sémat az alabbi két sémadval helyettesitjiik:
konyv(konyvszdm, cim), szerzd(kényvszdm, szerzd)

— Sorszamozds. Ha nem mindegy a szerzék sorrendje, akkor az el6z6 megolddsban (4j tabla) ki
kell egésziteni a szerz6 tablat egy sorszam mezdvel.

Kapcsolatok leképezése:

e egy-egy: beolvasztas az azonos kulcsi sémaba. Plegy konyvet lehet kolcsonozni: KOLCSC")N(k'cinyvsz:im7
olvasészam, kivétel) kapcsolatséméabdl KONYV (kbnyvszam, szerzd, cim, olvasészam, kivétel),

OLVASO (olvasdszdm, név, lakcim) lesz. Itt a kapcsolatsémdban az olvasészdm is kulcs, és felve-
hetnénk tgy is, hogy az legyen a kulcs. Ez esetben az OLVASO-ba kell beolvasztani.

e sok-egy: beolvasztds a ,,;sok”-ba. Tehat a példat kovetve, ha tobb konyvet lehet kolesonozni, akkor
a konyvszamnak kell a kulcsnak lennie, és csak a KONYV-be olvaszthatjuk be.

e sok-sok: Uj tabla. Ha a korabbi kolcsonzések is el vannak térolva, akkor a kulcsban benne van vagy a
kivétel, vagy a visszahozds. Ekkor egyik tdblaba sem lehet beolvasztani, 1j tablat kell 1étrehozni. A
séma ez lehet: KONYV (kdnyvszdm, szerzd, cim), OLVASO (olvasdszdm, név, lakeim), KOLCSON
(kényvszam, olvasészam, kivétel, visszahozds).

Atalakitds E/K modell — relaciés adatmodell:
e egyedhalmaz séma — reldciéséma

e tulajdonsagok — attribitumok

e (szuper)kulcs — (szuper)kulcs

e egyedhalmaz el6fordulasa — relacid



o egyed — e(Ayp)...e(A,,) sor

o R(E1,...Ep, Ay, ...Ay) kapcsolati séma (E; egyedhalmaz, A; tulajdonsig) — R(Ky,...Kp, A1, ... Aq)
reldciéséma (K; az E; (szuper)kulcsa)

Atnevezhetjiik, hogy ne legyen kétszer ugyanaz.

isa esetén a specidlis osztalyhoz hozzdvesszik az dltaldnos osztaly (szuper)kulcsdt. Gyenge entitdshoz a
meghatéarozo kapcsolatok kulcsait vessziik hozza.

Osszevonds akkor lehet, ha az egyikben idegenkulcs van a masikra. Illetve akkor, ha sok-egy kapcsolat-
nak felel meg az egyik reldcid, a masik pedig a sok oldalon allé egyedhalmaz relacié. Pl Ivék(név, cim)
és Kedvenc(ivd,sor) sszevonhaté, és kapjuk az Ivél(név,cim kedvencSore) sémat.

Hostgépek(hostNév, cim)

— Logins(loginNév, hostNév, jelszo)
/ Hova(loginNév, hostNév, hostNév2)_
L 2
A logins kulcsa dsszetett: loginNév,hostNév

Kétszer szerepelne az azonos értéki
hostNév a Hova sémaban

\
\_Beolvasztjuk a
Logins relacioba

Figure 6: Gyenge egyedhalmaz atirdsa

Helyiség

Cetitd

/ AN
[ Tanterem | [ Gépterem ] [ Iroda Ceelefon>
|

Figure 7: Példa alosztaly atirdsara relaciokka

Alosztaly dtirdsa:

e Egyed-kapcsolatos: modellben legyen 1 reldcié minden alosztédlyra, de az dltaldnosbdl csak a kulc-
sokat vessziik hozzd a sajat attribitumokhoz.
Minden altipushoz kiilon tébla, egy egyed tobb tablaban is szerepelhet. Fétipus tabldjaban minden
egyed szerepel, plusz annyi altipuséban, amennyiben szerepel. Hatrany: tobb tablaban keresés.



(E/K stilusu reprezentalas.)

HELYISEG (épilet, ajitészam, név, alaptertlet)
TANTEREM (épdlet, ajtoszam, férbhely, tabla, vetitd)
GEPTEREM (épilet, ajtészém, gépszam)

IRODA (éplilet, ajtészam, telefon, fax)

DOLGOZO (adészam, név, lakcim, éptilet, ajtészam)

Figure 8: E/K stilusd

o Nullértékes: 1 relacié van Osszesen, ha nincs a specidlis tulajdonsag, akkor NULL-t irunk a helyére.
Attribitumok unidja szerepel a tdblaban. Hatrany, hogy sok NULL van a tablaban, tipusinformaciét
is elveszithetiink (példdul ha a gépteremnél a gépszdm nem ismert, és ezért NULL, akkor a gépterem
lényegében az egyéb helyiségek kategéridjaba keriil).

(Reprezentélas nullértékekkel)

HELYISEG (épiilet, ajtészam, név, alapterilet, féréhely, tabla,
vetitd, gépszam, telefon, fax)

DOLGOZO (adbszam, név, lakcim, épiilet, ajtészam)

Figure 9: NULL értékes

e Objektumorientalt: 1 reldcié minden alosztédlyra, 6sszes tulajdonséag felsorolva az 6rokoltbdl is.
Minden altipushoz kiilon tabla, egy egyed csak 1 tdblaban szerepel. Hatranyok: kombinélt altipushoz
4j altipus felvétele sziikséges, keresés gyakran tobb tablan keresztiil.

(Objektumorientélt stilusu reprezentalas)
HELYISEG (éplet, ajtészam, név, alapteriilet)
TANTEREM (épulet, aitészam, név, alapterulet, féréhely,
tabla, vetitd)
GEPTEREM (épiilet, ajtdszam, név, alapterilet, gépszam)
IRODA (épulet, ajtészam, név, alapterilet, telefon, fax)
DOLGOZO (addészam, név, lakcim, épuilet, ajtészéam)

Figure 10: Objektumorientalt

2 Relaciés algebra, SQL

2.1 Relaciés algebra

Algebra miiveleteket és atomi operandusokat tartalmaz.

Reldcids algebra: az atomi operandusokon és az algebrai kifejezéseken végzett miiveletek alkalmazasédval
kapott relaciékon miiveleteket adunk meg, kifejezéseket épitiink (a kifejezés felel meg a kérdés szintak-
tikai alakjanak). Fontos tehdt, hogy minden miivelet végeredménye reldcié, amelyen tovabbi miiveletek
adhatok meg. A relacids algebra atomi operandusai a kovetkezok: a reldcidkhoz tartozé valtozdk; kon-
stansok, amelyek véges relaciot fejeznek ki. Miveletek:

e Halmazmiiveletek: Relacié eléfordulds véges sok sorbdl allé halmaz. fgy értelmezhetok a szokdasos
halmazmiiveletek: az unié (az eredmény halmaz, csak egyszer szerepel egy sor), értelmezheté a
metszet és a kiilonbség.

R, S azonos tipusu, R U S és R — S tipusa ugyanez
Az alapmiiveletekhez az unié és kiilonbség tartozik, metszet miiveletet szarmaztatjuk: RN S =

R—(R-S)

e Vetités (projekcid): Adott reldciét vetit le az alsé indexben szerepld attribiitumokra (attribtitumok
szémat csokkentik). M50 (R), ahol {A;,, ... 4;, } R sémédjdban levé attribitumok egy részhalmazdnak
felsorolasa. Reldcié soraibdl kivalasztja az attribitumoknak megfeleld 4;, , ... A4;, -n el6fordulé értékeket,
ha t6bbszor eléfordul, akkor a duplikdtumokat kiszlirjik (hogy halmazt kapjunk).



e Kivélasztds (szlirés): Kivédlasztja az argumentumban szerepld reldcié azon sorait, amelyek eleget
tesznek az alsé indexben szerepld feltételnek. op(R) = {t|t € R és t kielégiti az F feltételt}
A feltétel lehet elemi vagy Osszetett. Elemi: A;0A;, A;Oc, ahol ¢ konstans, © pedig =, #, <, >, >
, <. Osszetett: ha By, By feltétel, akkor B1,B1 N By, By U By és a zéardjelezések is feltétel.

o Természetes Osszekapcsolds: Szorzésjellegli miiveletek koziil csak ez az alapmiivelet. N& az at-
tributumok szama. A kozos attribitumnevekre épiill. R 0 S azon sorparokat tartalmazza R-
bol illetve S-bol, amelyek R és S azonos attribitumain megegyeznek. R > S tipusa a két at-
tribitumhalmaz unidja.

o Atnevezés: Reldci6 énmagaval vett szorzatdt ki tudjuk fejezni vele. pr(g,, . p,)(R(AL,...Ay)), ha
az attributumokat nem akarjuk dtnevezni, akkor pp(R)

A relaciés algebraban a fent felsorolt 6 alapmiivelet van. Ez egy minimdlis készlet, vagyis barmelyiket
elhagyva az a tobbivel nem fejezhetd ki.

Szorzésjellegti miiveletnél tekinthetjiik a direkt-szorzatot alapmiveletnek, de a természetes Gsszekapcsolast
hasznaljak. R x S: az R és S minden sora parban Gsszef(izodik, az elsé tabla minden sordhoz hozzaftizziik
a méasodik tdbla minden sorat. A direkt-szorzat (vagy szorzat, Descartes-szorzat) esetén természetesen
nem fontos az attribitumok egyenl6sége. A két vagy tobb relacié azonos nevil attributumait azonban
meg kell kiilonboztetni egymdstdl (dtnevezéssel).

Monotonitds: monoton, nem csokkend kifejezés esetén bévebb reldciora alkalmazva az eredmény is
bo6vebb.

A kivonds kivételnek szamit az alapmiveletek kézott, mert nem monoton. Koévetkezmény ebbdl, hogy a
kivonas nem fejezhet6 ki a tobbi alapmiivelettel. A kivonas nélkiil szokds monoton relaciés algebranak
is nevezni.

Osztds: maradékos osztds mintdjara. R és S sémédja R(Ay,..., Ay, B1, ..., By,), illetve S(B,..., Bp),
Q = R+ S sémija Q(Ay,...,A,). R+ S a legnagyobb (legtobb sort tartalmazd) reldcid, amelyre
(R+S) xS C R. Relacids algebraban: R(A,B)+S(B) =1la,,. . a,(R)1la,, a, a4,  a,(R)*xS-R)
Relécids algebrai kifejezés, mint lekérdez6 nyelv (L-nyelv). Az alapkifejezések az elemi kifejezések, az
Osszetettek pedig a rajtuk végzett alapmiiveletek.

Kifejezés kiértékelése: Osszetett kifejezést kivilrdl befelé haladva atirjuk kiértékeld fava, levelek: elemi
kifejezések.

Legyen R, S az R(A, B, C), S(C, D, E) séma feletti relacid

g pOa=rcanae=2(RPS)

Ehhez a kiértékeld fa: (kiértékelése alulrdl felfelé térténik)
HB,D

|
Oa=candE=2

o

- .
R s

Figure 11: Kifejezésfa

2.1.1 RelAacids algebra kiterjesztése
o Ismétlédések megsziintetése (9), select distinct. Multihalmazbdl halmazt csinél.

o Osszesité miiveletek és csoportositds (Viista), group by. Osszesitd fiiggvények: sum, count, min,
max, avg. Itt a lista valamennyi eleme a kovetkezok egyike:

— areldci6 egy attribituma: ez az attributum egyike a csoportosité attribitumoknak (a GROUP
BY utédn jelenik meg).

— a reldcid egyik attriblitumadra (ez az Osszesitési attribitumra) alkalmazott Osszesitd operdtor,
ha az Osszesités eredményére névvel szeretnénk hivatkozni, akkor nyilat és 1ij nevet hasznalunk.

R sorait csoportokba osszuk. Egy csoport azokat a sorokat tartalmazza, amelyek a listdn szerepl6
csoportositasi attributumokhoz tartozé értékei megegyeznek, vagyis ezen attributumok minden
egyes kiilonboz6 értéke egy csoportot alkot. Minden egyes csoporthoz szamoljuk ki a lista Gsszesitési
attribitumaira vonatkozd Gsszesitéseket. Az eredmény minden egyes csoportra egy sor:



1. a csoportositasi attributumok és

2. Az Osszesitési attribitumra vonatkozé Gsszesitése (az adott csoport Gsszes sordra)
o Vetitési miivelet kiterjesztése (Ilj;s1q), select kif [as onev]. A lista tartalmazhatja:

— R egy attributumat,
— X — ¥, ahol x, y attributumnevek, s itt x-et y-ra nevezziik at,
— E — y, ahol E R attribitumait, konstansokat, aritmetikai operatorokat és karakterlanc operatorokat

tartalmazhat, példdul: A + 5, C || 'nevii emberek’.

e Rendezési miivelet (7y;5tq), order by. lista = (A, ...A,) Elészor A; attribitum szerint rendezziik
R sorait. Majd azokat a sorokat, amelyek értéke megegyezik az A; attributumon, A, szerint, és
igy tovabb.

Ez az egyetlen olyan mivelet, amelynek az eredménye se nem halmaz, se nem multihalmaz.

o Kiils6 osszekapcesoldsok (<), [left | right | full] outer join. Ez nem reldcids algebrai miivelet, ugyanis
kilép a modellbol. R < S relaciét kiegészitjiik az R és S soraival, a hidnyzo6 helyekre NULL értéket
irva megdérzi a ,,16gd sorokat”.

SQL-ben, és a kiterjesztésben is multihalmazok vannak, vagyis egy sor tobbszor is eléfordulhat.

R és S unidjandl n+m eléfordulds lesz, metszeténél min[n,m], kiilonbségnél max[0, n-m]. A t6bbi
miiveletnél nem kiiszoboljiik ki az ismétlédéseket.

2.2 SQL

F6 komponensei:

e Adatleiré nyelv, DDL (Data Definition Language): CREATE, ALTER, DROP

e Adatkezel nyelv, DML (Data Manipulation Language): INSERT, UPDATE, DELETE, SELECT
Az SQL elsédlegesen lekérdezd nyelv (Query Language): SELECT utasitds (az adatbézisbdl in-
formécidhoz jussunk)

e Adatvezérls nyelv, DCL (Data Control Language): GRANT, REVOKE
e Tranzakcié-kezelés: COMMIT, ROLLBACK, SAVEPOINT
e Procedurdlis kiterjesztések: Oracle PL/SQL (Ada alapjan), SQL/PSM (PL/SQL alapjén)

Rel4cié itt tabla, alapvetden 3-féle: TABLE (alaptébla, permanens), VIEW (nézettébla), WITH utasitdssal
(dtmeneti munkatédbla).

Séma megadisa CREATE utasitassal, tipus SQL konkrét megvaldsitdsa alapjan. Kiegészit6 lehetdségek
is vannak, pl PRIMARY KEY. Csak egyetlen PRIMARY KEY lehet a relaciéban, viszont UNIQUE t6bb
is lehet, PRIMARY KEY egyik attributuma sem lehet NULL érték egyik sorban sem. Viszont UNIQUE-
nak deklaralt attributum lehet NULL értékii, vagyis a tablanak lehet olyan sora, ahol a UNIQUE at-
tribitum értéke NULL, vagyis hidnyzo érték.

Relacids algebrai kifejezések felirdsa SELECT-tel:
o SELECT lista FROM tablak szorzata WHERE felt. = IIj;514 (0 feie. (t4blak szorzata))

e halmazmfiiveletek: UNION, EXCEPT/MINUS, INTERSECT. Multihalmazbdl halmaz lesz. ALL
kulcsszéval megmarad a multihalmaz.

e itnevezés: oszlopnév utan szokozzel odairjuk az 1j nevet.
Kiterjesztett miiveletek:
e rendezés: ORDER BY, minden mas zaradék utan kovetkezik, csokkend, névekvo sorrend.

o ismétlédések megsziintetése: select DISTINCT ...



o Osszesitések (aggregdlds): SUM, COUNT, MIN, MAX, AVG a SELECT zdradékban. COUNT(¥*)
az eredmény sorainak szama. Ha Osszesités is szerepel a lekérdezésben, a SELECT-ben felsorolt
attribatumok vagy egy Osszesité fliggvény paramétereként szerepelnek, vagy a GROUP BY at-
tribitumlistajaban is megjelennek.

e csoportositds: GROUP BY.

e csoportok sziirése: HAVING. Csoportokat sziir, nem egy-egy sort. Az alkérdésre nincs megszoritas.
Viszont az alkérdésen kiviil csak olyan attribitumok szerepelhetnek, amelyek: vagy csoportosito
attributumok, vagy Osszesitett attributomok. (Azaz ugyanazok a szabdlyok érvényesek, mint a
SELECT zéradékn4l).

A példa relacié: hallgatd (azon, név, tantargy, jegy)

SELECT név, AVG(jegy) AS atlag
FROM hallgatéd

GROUP BY azon, hév

HAVING COUNT (tantargy) > 2;

név, atlag

Sub>2
Yazon, név, AVG(jegy)—datlag, COUNT(tantargy) —db

hallgato

Figure 12: Példa csoportositasra

WHERE zaradékndl SQL-es specialitasok:
o Atirhaté relciés algebraba: BETWEEN ... AND ..., IN(értékhalmaz)

e Nem irhaté &t: LIKE karakterldncok 6sszehasonlitdsandl, IS NULL (ismeretlen vagy nem definidlt
érték) [emiatt 3-értékii logika SQL-ben: true, false, unknown]

SELECT utasitas tobb részbdl all, a részeket zaradékoknak nevezziik. Harom alapvetd zaradék van:

e SELECT lista (3.) — milyen tipusd sort szeretnénk az eredményben latni? * jelentése: minden
attribatum.

e FROM Reléciénév (1.) — a tébla neve vagy relaciék (tdblak) osszekapcsoldsa, illetve szorzata
e WHERE feltétel (2.) — milyen feltételeknek eleget tevd sorokat kivéalasztani?

Tobb séma Gsszekapcsolasa esetén ha egy attribitumnév tobb sémaban is el6fordul, akkor kell hozza a
séma is a hivatkozasnal: R.A (R reldcié A attributuma).
Alkérdéseket is hasznalhatunk SQL-ben, ezt zardjelbe tevéssel érjiik el.

e FROM zaradékban ilyen médon ideiglenes tablat is létrehozhatunk, ekkor tébbnyire a sorvéaltozd
nevét is meg kell adni hozza.

o WHERE ziradékban az alkérdés eredménye lehet:

— egy skalarérték, vagyis mintha egy konstans lenne

— skaldr értékekbdl allé multihalmaz, logikai kifejezésekben hasznédlhaté: EXISTS, [NOT] IN,
ANY/ALL (pl x ; ANY (alkérdés)).

— teljes tobbdimenzids tdbla, hasznalhaté: EXISTS, [NOT] IN



Az alkérdés nem korrelalt, ha 6nalléan kiértékelhetd, kiils6 kérdés kdzben nem véltozik. Korrelalt, ha
tobbszor keriil kiértékelésre, alkérdésen kiviili sorvaltozobdl szarmazoé értékadassal.

Teljes SELECT utasitas
(zaradékok sorrendje nem cserélhetd fel)
SELECT [DISTINCT] ...
FROM ...
[WHERE ...]
[GROUP BY ...
[HAVING ... 1]
[ORDER BY ...]

Figure 13: SQL zaradékok

Osszekapcsoldsok:

e Descartes-szorzat: R CROSS JOIN S, vagy ,,R,S”
o Természetes osszekapcsolds: R NATURAL JOIN S
o Théta-6sszekapcsolas: R JOIN S ON jfeltétel;,

e Kiils§ dsszekapesolds: R {LEFT | RIGHT | FULL} OUTER JOIN S. LEFT az R 16g6 sorait 6rzi
meg, RIGHT az S-ét, FULL az 6sszeset.

2.2.1 DML

A moédosité utasitdsok nem adnak vissza eredményt, mint a lekérdezések, hanem az adatbazis tartalméat
valtoztatjak meg. 3-féle mddosito utasitas létezik:

e INSERT - sorok beillesztése, beszuirdsa. Egyetlen sor: INSERT INTO R VALUES (<attr. lista>).
A téabla létrehozasanal ha megadtunk default értékeket attribitumokndl, akkor ha nem adunk meg
értéket hozzd, akkor a default lesz, egyébként NULL. Tébb sor: INSERT INTO R (<alkérdés>).

e DELETE - sorok térlése. DELETE FROM R [WHERE <feltétel>].

e UPDATE - sorok komponensei értékeinek médositasa. UPDATE R SET <attribitum értékadasok
listdja> WHERE <sorokra vonatkozé feltétel>

Tranzakciok: Az adatbazisrendszereket altalaban tobb felhasznald és folyamat hasznéalja egy idében.
Tranzakcié = olyan folyamat, ami adatbézis lekérdezéseket, médositasokat tartalmaz. Az utasitasok egy
,,értelmes egészt” alkotnak.

ACID: atomicity (vagy az Osszes vagy egyik utasitds sem hajtédik végre), consistency (konzisztencia, a
megszoritasok megdrzédnek), isolation (elkiilonités, felhaszndlé szaméra vgy tlinik, hogy egymdés utdn
futnak a tranzakcidk), durability (tartéssig, befejezédott tranzakeié médositdsai nem vesznek el).

A COMMIT SQL utasitas végrehajtasa utan a tranzakcio véglegesnek tekinthetd. A tranzakcié médositasai
véglegesitédnek. A ROLLBACK SQL utasitds esetén a tranzakci6é abortdl, azaz az Osszes utasitds vis-
szagorgetésre kertil.

Tobbféle elkiilonitési szint koziil lehet valasztani, hogy az egy idében térténd tranzakcidk esetén milyen
interakciék engedélyezettek.

1. SERIALIZABLE: ACID tulajdonsigok teljesiilnek rd. Mas tranzakcidja kozbeni dllapotot nem
lathat a felhasznalo.

2. REPEATABLE READ: Hasonlé a read-commited megszoritashoz. Itt, ha az adatot ujra beolvas-
suk, akkor amit el6szor lattunk, masodszor is latni fogjuk. De méasodik és az azt koveto beolvasasok
utan akar tobb sort is lathatunk.

3. READ COMMITTED: csak kommitélds utani adatot lathat, de nem feltétleniil mindig ugyanazt
az adatot.

4. READ UNCOMMITTED
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2.2.2 DDL

Adatleiré részt is tartalmaz az SQL.
o CREATE: létrehozas
e DROP: eldobja a teljes leirast, és minden, ami ehhez kapcsolédott, elérhetetlen lesz.
o ALTER: lefrds médositésa

A megszoritds adatelemek kozotti kapcsolat, amelyet az AB rendszernek fent kell tartania. Lehet
kulcs megszorités, értékekre, sorokra vonatkozé. Megszoritds modositasa CONSTRAINTS kulcsszdval,
6néllé megszoritdsok: CREATE ASSERTION <név> CHECK (<feltétel>). Itt alapvetSen az adatbézis
barmely médositdsa el6tt ellendrizni kell. Egy okos rendszer felismeri, hogy mely véltoztatasok, mely
megszoritasokat érinthetnek.

Idegen kulcs (R-r6l S-re) megszoritast meg kell érizni, ez kétféleképpen sériilhet: 1. Egy R-be torténé
beszurasndl vagy R-ben tortén6é médositasnal S-ben nem szerepld értéket adunk meg. 2. Egy S-beli torlés
vagy modositas ,,16g6” sorokat eredményez R-ben. Védeni tobbféleképpen lehet: alapértelmezetten nem
hajtja végre, tovabbgytiriizésnél igazitjuk a tabla értékeit a valtozashoz, set NULL-nél pedig az érintett
sorokat NULL-ra allitjuk.

Sor megszoritdsnal a CREATE utasitdson beliil a végére tehetiink egy CHECK (<feltétel>) utasitast.

Triggerek olyankor hajtédnak végre, amikor valamilyen megadott esemény torténik, mint példaul sorok
beszurdsa egy tabldba. Az 6néllé megszoritdsokkal (assertions) sok mindent le tudunk {rni, az ellenérzésiik
azonban gondot jelenthet. Az attribitumokra és sorokra vonatkozé megszoritasok ellendrzése egyszeriibb
(tudjuk mikor torténik), 4m ezekkel nem tudunk minden kifejezni. A triggerek esetén a felhaszndld
mondja meg, hogy egy megszoritas mikor keriiljon ellenérzésre. A triggereket esetenként ECA szabalyoknak
(event-condition-action) is nevezik.

e Esemény: altaldban valamilyen mdédositds a adatbazisban, INSERT, DELETE, UPDATE. Mikor?:
BEFORE, AFTER, INSTEAD, Mit?: OLD ROW, NEW ROW, FOR EACH ROW, OLD/NEW
TABLE, FOR EACH STATEMENT

o WHEN feltétel : barmilyen SQL igaz-hamis-(ismeretlen) feltétel.
e Tevékenység : SQL utasitas, BEGIN..END, PSM tarolt eljaras
A triggerek az eddigi megszoritdsoktdl harom dologban térnek el:

e A triggereket a rendszer csak akkor ellenérzi, ha bizonyos események bekévetkeznek. A megengedett
események altalaban egy adott relaciéra vonatkozd besziras, torlés, modositas, vagy a tranzakcid
befejez6dése.

e A kivélté esemény azonnali megakaddlyozasa helyett a trigger el6szor egy feltételt vizsgdl meg.

e Ha a trigger feltétele teljesiil, akkor a rendszer végrehajtja a triggerhez tartozé tevékenységet. Ez a
miivelet ezutdn megakadélyozhatja a kivalté esemény megtorténtét, vagy meg nem torténtté teheti
azt.

Nézettdbldk: A nézettdbla olyan reldcid, amit térolt tablak (alaptdbldk) és més nézettablak felhasznéldsdval
definidlunk. Kétféle 1étezik: 1. virtudlis = nem tarolédik az adatbazisban; csak a relaciét megadd
lekérdezés. 2. Materializélt = kiszdmitédik, majd tdrolasra kerill. CREATE [MATERIALIZED] VIEW
<név> AS <lekérdezés>. A nézettdbldk ugyanigy kérdezheték le, mint az alaptabldk. A nézettablikon
keresztlil az alaptablak néhdny esetben moédosithatdéak is, ha a rendszer a moddositasokat at tudja
vezetni. Virtudlis nézetet nem lehet mddositani, mert nem létezik, de egy INSTEAD OF triggerrel
mégis végrehajtathatjuk a valtoztatasokat.

3 Az SQL proceduriélis kiterjesztése (PL/SQL vagy PSM)
3.1 PSM

Amikor az SQL utasitdsokat egy alkalmazas részeként, programban hasznaljuk, a kovetkez6 problémék
léphetnek fel:
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e Osztott valtozdék hasznalata: kozds viltozdk a nyelv és az SQL utasitds kozott (ott haszndlhatéd
SQL utasitdsban, ahol kifejezés haszndlhatd).

o A tipuseltérés problémaja: Az SQL magjat a reldacids adatmodell képezi. Tabla — gytjtemény, sorok
multihalmaza, mint adattipus nem fordul el a magasszintli nyelvekben. A lekérdezés eredménye
hogyan hasznélhaté fel? Harom esetet kiillonboztetiink meg attol fiiggéen, hogy a SELECT FROM
[WHERE stb] lekérdezés eredménye skaldrértékkel, egyetlen sorral vagy egy listaval (multihalmaz-
zal) tér-e vissza. Utébbindl kurzor haszndlata, az eredmény soronkénti bejardsa. Egyetlen sorndl
SELECT ey, ..., INTO valty,...vélt,,

Héaromféleképpen is megkozelithetjiik programozasi szempontbdl:

1. SQL kiterjesztése proceduralis eszkozokkel, az adatbazis séma részeként tarolt kddrészekkel, tarolt
modulokkal (pl. PSM = Persistent Stored Modules, Oracle PL/SQL).

2. Bedgyazott SQL (sajdtos elézetes bedgyazis EXEC SQL. - Eléford{té alakitja &t a befogadd gaz-
danyelvre /host language, pl. C)

3. Hivasszintl feltilet: hagyoméanyos nyelvben programozunk, fliggvénykonyvtarat haszndlunk az
adatbdzishoz valé hozzéféréshez (pl. CLI = call-level interface, JDBC, PHP/DB)

PSM: Persistent Stored Procedures. SQL utasitasok és konvencionélis elemek (if, while stb) keverékébél
all. Olyan dolgokat is meg lehet csindlni, amit 6nmagédban az SQL-ben nem.

CREATE PROCEDURE eljaras-név ( o )
. . CREATE FUNCTION flggvény-név (
paraméter-lista )

o paraméter-lista) RETURNS értéktipus
[DECLARE ... deklaraciok] [DECLARE ... deklaraciok]

BEGIN BEGIN
az eljaras utasitasai; utasitasok ...
END,; END;

Figure 14: PSM térolt eljaras és fliggvény szerkezete

A tarolt eljarasnak adhatunk paramétereket is, ezek IN, OUT és INOUT moéduak lehetnek. Ezek
mellé még a paraméter nevét és tipusat is meg kell adni, méd-név-tipus harmas. Tarolt fiiggvények
esetén csak IN modu paramétereink lehetnek.

Néhany fontosabb utasitas:

o Eljards meghivdsa a CALL <eljards neve> (<argumentumlista>) utasitdssal torténik.

e Fiiggvénynél a RETURN utasitds hatdrozza meg a visszatérési érték tipusat. Fontos, hogy ezen
utasitds hatdsdra nem termindl a fiiggvény.

o Valtozét deklardlasdhoz ezt hasznéljuk: DECLARE <név> <tipus>.

o értékadas: SET <valtoz6> = <kifejezés>.

e BEGIN...END kozott vannak az utasitdsok, pontosvesszével vélasztjuk el 6ket.
e cimke: utasitasnak lehet adni, név és kettOspont elé frasaval.

o SQL utasitasok, DML, MERGE.

e ciklusbdl kilépés: LEAVE <ciklus cimkéje>

e WHILE-DO cikluson kiviil REPEAT-UNTIL

Kivételek: 5 jegyli SQLSTATE karakterlanccal jelzi. Nem mindig hiba, hanem lehet a normalistdl eltéré
viselkedés is. DECLARE <hova menjen> HANDLER FOR <feltétel lista> <utasitds>. A <hova
menjen> lehet CONTINUE, EXIT, UNDO.

Kurzorok: Ha a SELECT eredménye tobb sorral tér vissza, akkor valamilyen ciklussal jarjuk be az
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eredmény sorait. A kurzor alapvetéen egy tuple-valtozd, ami végigmegy egy lekérdezés eredményének
minden tuple-én. DECLARE <sormutaté> CURSOR FOR (<lekérdezés>); A kurzor hasznilatdhoz
sziikség van az OPEN <sormutaté>; utasitdsra, aminek hatdsara a rendszer a lekérdezést kiértékeli, és
hozzaférheto lesz a lekérdezés eredménye, ehhez a bejarashoz egy ciklust kell inditani, és a sormutaté az
eredmény els6 sordara mutat. Amikor végeztiink, a CLOSE <sormutat6>; utasitdssal bezarjuk a kurzort.

I: LOOP

A kovetkezd tuple lekérése a kdvetkezd utasitassal:

FETCH FROM sormutaté INTO v1, ...,vn;

A v-k valtozok listdja, a tuple minden komponenséhez

van egy.
A kurzor automatikusan a kévetkezd kurzorra ugrik.

IF ,ellenérzés: kaptunk-e uj sort?”
THEN LEAVE |
END IF;
ENDLOOP:

Figure 15: PSM kurzor ciklusanak szerkezete

A ciklusbol val6 kilépés triikkés pontja a kurzornak. A megoldds a kovetkezo: deklaralunk egy
boolean feltételt, ami akkor igaz, ha az SQLSTATE egy meghatdrozott értéket vesz fel (02000, nem
talalt kovetkezd tuple-t).

3.2 PL/SQL

PL/SQL-ben nem csak tdrolni lehet eljardsokat és fiiggvényeket, hanem futtatni is lehet a ,,generic query
interface”-b6l (sqlplus), mint barmely SQL utasitast. A triggerek a PL/SQL része.

A deklaracios rész kiilon valik a torzstOl és opciondlis, és a DECLARE kulcsszé csak egyszer szerepel
a rész elején, nincs minden véltozo eltt. Ertékadés := jellel. Tovabbi kiilonbség a PSM-hez képest,
hogy paramétereknél név-mdéd-tipus sorrendben kell megadni, és az IN OUT méd két széban {rando.
T6bb 1j tipus is van, pl NUMBER lehet INT van REAL. Egy attribitum tipuséra lehet hivatkozni is:
Rx%TYPE. Létezik RHWROWTYPE is, ami egy tuple-t ad vissza. Az x tuple komponensének értékét igy
kapjuk meg: x.a. ELSEIF (PSM-ben) helyett ELSIF. LEAVE ciklus helyett EXIT WHEN <feltétel>.

CREATE OR REPLACE PROCEDURE
<name> (<arguments>) AS

<optional declarations> T szukseges
BEGIN
<PL/SQL statements>
END;
Eltaroljuk az adatbazisban.
’ — Nem igazan futtatja.
run

Figure 16: PL/SQL eljards szerkezete

Kurzor: CURSOR <név> IS <lekérdezés>. A ciklusban a kurzor tuple-jének lekérése: FETCH
<kurzor neve> INTO <valtozé(k)>. PL/SQL-nél a kurzor ciklusét igy hagyjuk el: EXIT WHEN
<kurzornév>%NOTFOUND.
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4 Relaciés adatbazis-sémak tervezése, normalformak, dekom-
poziciok
4.1 Relacios adatbazis-sémak tervezése

Fliggbségek: funkciondlis, tobbértékil, ezeket a tervezésnél haszniljdk (az adatbézisrendszerek nem
tdmogatjak, ott megszoritdsok vannak).

Normalizalds: j6 sémdkra valo felbontds, funkcionélis fiiggdségek — (1,2,)3NF, BCNF; tobbértékii fiiggéségek
— 4NF.

4.1.1 Funkciondlis fliiggdségek

X — Y az R relaciéra vonatkoz6 megszoritas, miszerint ha két sor megegyezik X Osszes attributumaén,
Y attribatumain is meg kell, hogy egyezzenek.

Jelolés: X, Y, Z... attributum halmazokat; A, B, C... attributumokat jel6l. A ,B,C attribitumhalmaz
helyett ABC-t frunk.

Definicid. Legyen R(U) egy relaciéséma, tovébba X és Y az U attribitumhalmaz részhalmazai. X-t6l
funkciondlisan figg Y (jelolésben X — Y), ha barmely R feletti T tabla esetén valahdnyszor két sor
megegyezik X-en, akkor megegyezik Y-on is, Vi1, ta € T esetén (t1[X] = to[X] = t1[Y] = t2[Y]). Ez
lényegében azt jelenti, hogy az X-beli attribitumok értéke egyértelmiien meghatarozza az Y-beli at-
tributumok értékét. Jelolés: R = X — Y, vagyis R kielégiti X — Y fliggdséget.

Jobboldalak szétvagdsa: X — Ay A,... A, akkor és csak akkor teljesiil R relaciéra, ha X — Ay, X — As,...,
X — A, is teljesill R-en. Példa: A—BC ekvivalens A—B és A—C fiiggoségek kettosével. Baloldalak
szétvagasara nincs szabdly, ezért elég nézni, ha a FF-k jobboldalan egyetlen attribitum szerepel.

Példa funkciondlis fiiggbségekre: Sorivok(név, cim, kedveltSorok, gydrtd, kedvencSor) tébldban név —
cim kedvencSor (egy ua., mint név — cim és név — kedvencSor), kedveltSérék — gyarto.

Kules, szuperkulcs Funkciondlis fliggdség X — Y specidlis esetben, ha Y = U, ez a kulesfiiggéség. R(U)
relacidéséma esetén az U attributumhalmaz egy K részhalmaza akkor és csak akkor szuperkulcs, ha a K —
U FF teljesiil. A kulcsot tehat a fliggéség fogalma alapjan is lehet definidlni: olyan K attribitumhalmazt
neveziink kulcsnak, amelytdl az 0sszes tobbi attributum fligg, de K-bdl barmely attribtitumot elhagyva
ez mar nem teljesiil (vagyis minimélis szuperkulcs). Példa az el8z8 alapjdn: {név, kedveltSorok} szu-
perkulcs, ez a két attr. meghatdrozza funkciondlisan a maradék attr-kat.

Figgdségek implikdcicja: F implikalja X — Y-t, ha minden olyan tablaban, amelyben F Gsszes fliggosége
teljesiil, X — Y is teljesiil. Jelolés: F = X — Y, ha F implikdlja X — Y—et.

Legyenek X; — Ay, X7 — As,..., X1 — A, adott FF-k, szeretnénk tudni, hogy ¥ — B teljesiil-e
olyan relaciékra, amire az el6bbi FF-k teljesiilnek. Példa: A — B és B — (' teljesiilése esetén A — C
biztosan teljesiil. Y — B teljesiilésének ellenérzésekor vegyiink két sort, amelyek megegyeznek az Osszes
Y-beli attributumon. Hasznéljuk a megadott FF-ket annak igazolasara, hogy az elébbi két sor més at-
tributumokon is meg kell, hogy egyezzen. Ha B egy ilyen attribatum, akkor Y — B teljesiil. Egyébként
az elébbi két sor olyan eléforduldst ad majd, ami az Osszes el6irt egyenl6séget teljesiti, viszont Y — B
mégsem teljesiil, azaz Y — B nem kovetkezménye a megadott FF-eknek.

Armstrong-axiémék: Legyen R(U) reldciéséma és X,Y C U, és jelolje XY az X és Y attribitumhalmazok
egyesitését. F legyen funkcionalis fliggoségek tetsz. halmaza.

o FD1 (reflexivitds): ¥ C X esetén X — Y.
o FD2 (bbvithetdség): X — Y és tetszbleges Z esetén XZ — Y Z.
o FD3 (tranzitivitds): X - Y ésY — Z esetén X — Z.

Az Armstrong-axiémarendszer helyes és teljes, azaz minden levezethetd fliggdség implikalédik is, illetve
azok a fuggéségek, amelyeket F implikal azok le is vezetheték F-bél. FFX Y «— FEX —>Y

Levezetés: X — Y levezethet6 F-bol, ha van olyan X; — Y7, ..., X — Yi,..., X — Y véges levezetés,
hogy Vk-ra X, — Y, € F vagy X — Y az FD1, FD2, FD3 axiéméak alapjan kaphaté a levezetésben
elotte szereplo fliggdségekbdl. Jelolés: F'- X — Y, ha X — Y levezethetd F-bol.

Tovabbi levezethetd szabélyok:

14



° Osszevonhatéségi szabdly: FF X Y és FF X — Zesetén FF X - Y Z.
e Pszeudotranzitivitas: F- X - Y és FFWY — Z esetén F - XW — Z.
e Szétvaghatdsagi szabdly: FEF X —Y és Z CY esetén F - X — Z.

Attribitumhalmaz lezdrtja: Adott R séma és F funkcionélis fiiggdségek halmaza mellett, X+ az osszes
olyan A attribitum halmaza, amire X — A kovetkezik F-bél. (R,F) séma esetén legyen X C R. Definicié:
X+ .= {A|F + X — A} az X attribitumhalmaz lezérésa F-re nézve. Lemma: F+X Y < Y C
XT. Kévetkezménye: az implikdciés probléma megolddsdhoz elég az X -t hatékonyan kiszémolni.

Az implikdciét lezarassal is el lehet donteni. Kiindulds: Y™ = Y. Indukcié: Olyan FF-ket keresiink,
melyeknek a baloldala mér benne van Y t-ban. Ha X — A ilyen, A-t hozzdadjuk Y T-hoz.

FF-ek vetitése: Motivacié: ,,normalizdlas”, melynek sordn egy relacié sémat tobb sémaéara bonthatunk
szét. Példa: ABCD F = {AB — C,C — D,D — A}. Bontsuk fel ABC és AD-re. Milyen FF-k
teljesiilnek ABC —n? Nem csak AB — C, de C — A is! Vetiilet kiszdmitdsa: Induljunk ki a megadott
FF-ekbdl és keressiik meg az Osszes nem trividlis FF-t, ami a megadott FF-ekbdl kévetkezik. (Nem
trividlis = a jobboldalt nem tartalmazza a bal.) Csak azokkal az FF-kel foglalkozzunk, amelyekben
a projektdlt séma attribitumai szerepelnek. Fiiggbségek vetiilete: Adott (R,F), és R; C R esetén:
g, (F)={X—->Y|FFX >Y,XY CR;}.

A tobbértéki figgéség (TEF): az R relacié folott X —— Y teljesiil: ha barmely két sorra, amelyek
megegyeznek az X minden attribdatumaén, az Y attributumaihoz tartozé értékek felcserélhetdek, azaz
a keletkez6 két 4j sor R-beli lesz. Mas szavakkal: X minden értéke esetén az Y-hoz tartozé értékek
fliggetlenek az R-X-Y értékeitél. Definicié: X, Y C R, Z := R — XY esetén X —— Y tobbértéki
fliggbség. A fiiggdség akkor teljestil egy tdbldaban, ha bizonyos mintaji sorok létezése garantalja mas
sorok létezését.

Formélis definici6: Egy R séméju r reldcio kielégiti az X —— Y fiiggéséget, ha t, s € r és t[X]=s[X] esetén
létezik olyan u,v € r, amelyre u[X]=v[X]=t[X]=s[X], u[Y]=t[Y], u[Z]=s[Z], v[Y]=s[Y], v[Z]=t[Z]. Allités:
Elég az u,v koziil csak az egyik létezését megkovetelni. Példa: Sorivék(név, cim, tel, kedveltSorok) tébla.
A sorivok telefonszamai fiiggetlenek az altaluk kedvelt soroktol: név——tel és név——kedveltSorok.
Igy egy-egy sorivé minden telefonszdma minden éltala kedvelt sérrel kombindcidban &ll. Ez a jelenség
fliggetlen a funkcionalis fliggoségektol.

TEF szabdlyok:

e Minden FF TEF. Ha X — Y és két sor megegyezik X-en, Y-on is megegyezik, emiatt ha ezeket
felcseréljiik, az eredeti sorokat kapjuk vissza, azaz: X —— Y.

e Komplementalas : Ha X —— Y és Z jeloli az Gsszes tobbi attribitum halmazat, akkor X —— Z.
e Nem lehet darabolni.

o Allitds: X —— Y-b8l nem kovetkezik, hogy X —-— A, ha A€Y. (A jobb oldalak nem szedhetdk
szét!)

e Nem tranzitiv.

A veszteségmentesség, fliggdségérzés definicidjdban most F funkciondlis fliggéségi halmaz helyett D
fliggdségi halmaz tobbértékil fliggdségeket is tartalmazhat.

Tétel: A d = (R, R2) akkor és csak akkor veszteségmentes dekompoziciéja R-nek, ha D - Ry N Ry ——
Ry — Rs.

4.2 Normalformak

e Boyce-Codd normdlforma: R reldci6 BCNF-ben van, ha minden X — Y nemtrividlis FF-re R-ben
X szuperkulcs. Nemtrividlis: Y nem része X-nek. Szuperkulcs: tartalmaz kulcsot (8 maga is lehet
kulcs). Ha van olyan koévetkezmény FF F-ben, ami sérti a BCNF-t, akkor egy F-beli FF is sérti.
Kiszamitjuk X T-t: Ha itt nem szerepel az Osszes attribitum, X nem szuperkulcs.

e Bizonyos FF halmazok esetén a felbontaskor elveszithetiink fiiggségeket. 8. mnormdlformdban
(3NF) tgy mdédosul a BCNF feltétel, hogy az el6bbi esetben nem kell dekompondlnunk. Egy
attribitum elsédleges attribitum (prim), ha legaldbb egy kulcsnak eleme. X — A megsérti 3NF-t
akkor és csak akkor, ha X nem szuperkulcs és A nem prim.
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e A J.normdlforma hasonlit a BCNF-re, azaz minden nem trividlis tobbértéku fliggdség bal oldala
szuperkules. A TEF-ek okozta redundancidt a BCNF nem sziinteti meg. A megoldds: a ne-
gyedik normélforma. A negyedik normalformaban (4NF), amikor dekomponalunk, a TEF-eket tigy
kezeljiik, mint az FF-eket, a kulcsok megtalalasanal azonban nem szamitanak.

Egy R relaci6 4NF -ben van ha: minden X —— Y nemtrividlis TEF esetén X szuperkulcs.
Nemtrivialis TEF: Y nem részhalmaza X-nek, és X és'Y egyiitt nem adjak ki az 0sszes attribitumot.
A szuperkulcs definicidja ugyanaz marad, azaz csak az FF-ektél fligg. Definicié: R 4NF-ben van
D-re nézve, ha XY # R Y ¢ X, és DF X —— Y esetén D+ X — R.

Definicié: d = {Ry, ..., R} dekompozici6 4NF-ben van D-re nézve, ha minden R; 4NF-ben van
Ik, (D)-re nézve.

Allitds: Ha R 4NF-ben van, akkor BCNF-ben is van. Koévetkezmény: Nincs mindig fliggdségérzé
és veszteségmentes 4NF dekompozicio.

Veszteségmentes ANF dekompoziciot mindig tudunk késziteni a naiv BCNF dekomponél6 algorit-
mushoz hasonléan.

Ha R 4NF-ben van, akkor BCNF-ben is.

Tételek: Mindig van VM BCNF-ra és VM FO 3NF-ra val6 felbontés.

4.3 Dekompoziciok

A rosszul tervezettség anomalidkat is eredményez. A j6 tervezésnél cél az anomadlidk és a redundancia
megsziintetése.

néev cim kedveltSorok | gyartd| kedvencS
Janeway Voyager Bud AB. |WickedAle
Janeway WickedAle | Pete’s

Spock Enterprise | Bud Bud

Figure 17: Sorivé(név, cim, kedveltSorok, gyartd, kedvencSor) tabla

o Modositasi anomalia: ha Janeway-t Jane-re médositjuk, megtessziik-e ezt minden sorndl? Egy
adat egy elofordulasat megvaltoztatjuk, mas elofordulasait azonban nem.

e Torlési anomalia: Ha senki sem szereti a Bud sort, azzal toroljiik azt az infét is, hogy ki gyartotta.
Torléskor olyan adatot is elveszitiink, amit nem szeretnénk.

e Beillesztési anomalia: és felvinni ilyen gyartét? Megszoritds, trigger kell, hogy ellenérizni tudjuk
(pl. a kulcsfiiggéséget).

Dekompondlds (felbontds): A fenti problémdaktdl dekompondldssal (felbontédssal) tudunk megszabadulni!
Definicié: d = { Ry, ..., Ry} az (R,F) dekompoziciéja, ha nem marad ki attribdtum, azaz Ry U...U Ry =
R.(Az adattébla felbontdsat projekciéval végezziik).

Elvarasok:

1. Veszteségmentes legyen a felbontds, vagyis ne legyen informéciévesztés. A fenti jelolésekkel: ha r =
IR, (r) < ... > IR, (7) teljesiil, akkor az el8bbi dsszekapcsoldsra azt mondjuk, hogy veszteségmentes.
Itt r egy R sémajui relaciét jelol. Chase-teszt a veszteségmentességhez: Készitiink egy felbontast.
A felbontds eleminek Gsszekapcsoldsdbdl vesziink egy sort. Az algoritmussal bebizonyitjuk, hogy
ez a sor az eredeti reldciénak is sora.

2. A vetiiletek legyenek j6 tulajdonsiguak, és a vetiileti fligg8ségi rendszere egyszerii legyen (normélformsk:
BCNF, 3NF def. késobb)

3. Fliggoségek megorzése a vetiiletekben (FO) A dekompoziciékban érvényes fiiggdségekbdl kvetkezzen
az eredeti sémadra kirétt osszes fiiggéség. Adott (R,F) esetén d = {Ry, ..., Ry } fliggdségdrzé dekom-
pozicié akkor és csak akkor, ha minden F-beli fiigg6ség levezetheto a vetiileti fliggéségekbdl: minden
x—=Y € Fesetén g, (F)U...UIlg, (F)F X =Y.

A fliggbségbrzésbol nem kovetkezik a veszteségmentesség és a veszteségmentességbol nem kovetkezik a
fligg0ségOrzés.
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Zarovizsga tételsor
19. Adatbazisok optimalizalasa és konkurencia kezelése

Ancsin Addm

Adatbazisok optimalizalasa és konkurencia kezelése

Az adatbazis-kezeld rendszerek feladata, részei. Indexstrukturak, lekérdezések végrehajtdsa, optimalizalasi
stratégiak. Tranzakcidk feldolgozasa, naplézés és helyreallitas, konkurencia-kezelés.

1 Az adatbazis-kezel6 rendszerek feladata, részei

Adatbazis-kezel6 rendszer alatt olyan szamitégépprogramot értiink, mely megvaldsitja nagy tomegil adat
biztonsagos tarolasat, gyors lekérdezhetdségét és mddosithatdsdgat, tipikusan egyszerre tobb felhasznald
szamara.

Az adatbézis-kezelési tevékenységeket két csoportra szokds osztani: adatmanipuldciéra (lekérdezés),
illetve definidldsra (adatszerkezetek kialakitdsa, médositdsa). Az adatok manipuldcidjara szolgdld nyelveket
osszefoglaléan Data Manipulation Language-nek (DML), mig a definiciés eszkdzokkel rendelkezé nyelveket
Data Definition Language-nek (DDL) szokds nevezni.
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1.1 Az egyes alkotorészek rovid jellemzése

Lekérdezésfordits: A lekérdezésfordité elemzi és optimalizdlja a lekérdezést, ami alapjan elkésziti a
lekérdezés-végrehajtasi tervet (lekérdezéstervet).

Végrehajtomotor: A végrehajtémotor a lekérdezésforditotdl megkapja a lekérdezéstervet, majd kisebb
adatdarabokra (tipikusan rekordokra, egy reldci6 soraira) vonatkozé kérések sorozatat adja 4t az eréforrés-
kezel6nek.

Eré6forras-kezel6: Az eréforrds-kezel6 ismeri a reldcidkat tartalmazé adatféjlokat, a fajlok rekordjainak
formétumat, méretét, valamint az indexfdjlokat. Az adatkéréseket az ertforras-kezeld leforditja lapokra,
amit atad a pufferkezelének.

Pufferkezeld: Feladata, hogy a mésodlagos adattdrolérdl (lemez, stb.) az adatok megfeleld részét
olvassa be a kozponti memoéria puffereibe. A pufferkezel6 informécidkat cserél a térkezelével, hogy
megkapja az adatokat a lemezrdl.

Tarkezel6: Adatokat ir-olvas a mésodlagos adattarolordl. Eléfordulhat, hogy igénybe veszi az oprend-
szer parancsait is, de sokszor kozvetleniil a lemezkezel6hoz intézi a parancsait.

Tranzakcidokezel®: A lekérdezéseket és mas tevékenységeket tranzakcidékba szervezziik. A tranzakcidk
olyan egységek, amelyeket atomosan és elkiilonithetéen kell végrehajtani, valamint a végrehajtasnak
tartosnak kell lennie, illetve a tranzakcié végrehajtdsa nem &allithat el§ érvénytelen adatbézis-dllapotot
(azaz konzisztens). Ezeket a kovetelményeket az ACID mozaikszdéval szokds Osszefoglalni. A tranza-
kcidkezel6 hajtatja végre a tranzakcidkat és gondoskodik a naplézasrdl és helyredllitdsrol, valamint a
konkurenciakezelésrol.

2 Indexstrukturak

Az indexek keresést gyorsité segédstruktirdk. Tébb mezére is lehet indexet késziteni. Nem csak a f6fajlt,
hanem az indexet is karban kell tartani, ami plusz koltséget jelent. Ha a keresési mez6 egyik indexmezdvel
sem esik egybe akkor kupac szervezést jelent. Az indexrekordok szerkezete (a,p) , ahol "a” egy érték
az indexelt oszlopban, "p” egy blokkmutatd, arra a blokkra mutat, amelyben az A=a értéki rekordot
tédroljuk. Az index mindig rendezett az indexértékek szerint.

2.1 Elsédleges index

Elsédleges index esetén a f6fajl is rendezett (az indexmezd szerint), {gy emiatt csak egy elsédleges indexet
lehet megadni. Elég a f6f4jl minden blokkjénak legkisebb rekordjahoz késziteni indexrekordot, igy azok
szama: T(I) = B (ritka index). Indexrekordbdl sokkal t&bb fér egy blokkba, mint a f6{4jl rekordjaibdl:
bf(I) >> bf, azaz az indexféjl sokkal kisebb rendezett fajl, mint a féfajl: B(I) = % << B= ;.

Keresésnél, mivel az indexfajlban nem szerepel minden érték, ezért csak fed6 értéket kereshetiink,
a legnagyobb olyan indexértéket, amely a keresett értéknél kisebb vagy egyenl6. Fedd érték keresése
az index rendezettsége miatt bindris kereséssel torténik: log,(B(I)). A fedé indexrekordban szerepld
blokkmutaténak megfelel$ blokkot még be kell olvasni. gy a koltség 1+log, (B(I)) << log,(B)(rendezett
eset). Mddositdsnél a rendezett fajlba kell beszirni. Ha az elsé rekord véltozik a blokkban, akkor az
indexfajlba is be kell szirni, ami szintén rendezett. A megoldés az, hogy tires helyeket hagyunk a f&f4jl,
és az indexfijl blokkjaiban is. Ezzel a tarméret duplazédhat, de a beszuras legfeljebb egy férekord, és
egy indexrekord visszairasat jelenti.

2.2 Masodlagos index

Miésodlagos index esetén a f6f4jl rendezetlen (az indexfdjl mindig rendezett). Mdsodlagos indexbél tébbet
is meg lehet adni. A f6f4jl minden rekordjahoz kell késziteni indexrekordot, igy az indexrekordok szama:
T(I) =T (stirl index). Indexrekordbdl sokkal tobb fér egy blokkba, mint a {6f4jl rekordjaibdl: bf (I) >>
bf, azaz az indexfajl sokkal kisebb f4jl, mint a f6féjl: B(I) = #(I) << B = {§. Az indexben a
keresés az index rendezettsége miatt bindris kereséssel torténik: logy(B(I)) . A taldlt indexrekordban



szerepld blokkmutaténak megfeleld blokkot még be kell olvasni. Igy a kéltség 1+ logy(B(I)) << logy(B)
(rendezett eset). Az els6dleges indexnél rosszabb a keresési id8, mert t6bb az indexrekord. A {6f4jl kupac
szervezésl. Rendezett fajlba kell beszurni. Ha az els6 rekord valtozik a blokkban, akkor az indexfijlba is
be kell sziirni, ami szintén rendezett. Megoldas: iires helyeket hagyunk a f6fajl, és az indexfajl blokkjaiban
is. Ezzel a tarméret duplazédhat, de a beszirds legfeljebb egy férekord és egy indexrekord visszairdsat
jelenti.

2.3 Bitmap index
A bitmap indexeket az oszlopok adott értékeihez szoktdk hozzirendelni, az aldbbi médon:

e Ha az oszlopban az i. sor értéke megegyezik az adott értékkel, akkor a bitmap index 7. tagja egy
1-es.

e Ha az oszlopban az i. sor értéke viszont nem egyezik meg az adott értékkel, akkor a bitmap index
1. tagja egy 0.

fgy egy lekérdezésnél csak megfelelGen 6ssze kell AND-elni, illetve OR~olni a bitmap indexeket, és az
igy kapott szdmsorozatban megkeresni, hol van 1-es. A binaris értékeket szokas szakaszhossz kédolassal
tomoriteni a hatékonyabb tarolas érdekében.

2.4 Tobbszintl indexek

Az indexf4jl (1. indexszint) is fajl, rdaddsul rendezett, igy ezt is meg lehet indexelni, elsédleges index-
szel. A f&6fajl lehet rendezett vagy rendezetlen (az indexfajl mindig rendezett) . A ¢. szintil index: az
indexszinteket is indexeljik, Gsszesen ¢ szintig. A ¢. szinten (I(t)) bindris kereséssel keressiik meg a fedé
indexrekordot. Kovetjitk a mutatét, minden szinten, és végiil a f6fdjlban: log,(B(I(t))) +t blokkolvasés.
Ha a legfels6 szint 1 blokkbdl &ll, akkor ¢ + 1 blokkolvasast jelent. Minden szint blokkolasi faktora
megegyezik, mert egyforma hossziiak az indexrekordok.

A t. szinten 1 blokk: 1 = WBI)“ Azaz t = log,py(B) < logy(B), tehdt jobb a rendezett
fajlszervezésnél. A logysy(B) < logy(B(I)) is teljesiil altalaban, igy az egyszint{i indexeknél is gy-
orsabb.

2.5 B-fa index

Logikailag az index egy rendezett lista. Fizikailag a rendezett sorrendet tablaba rendezett mutatok
biztositjak. A fa struktirdji indexek B-fékkal dbrazolhatéak. A B-fdk megoldjdk a bindris fak ki-
egyenlitetlenségi problémd&jat, mivel ”alulrdl” toltjiik fel Sket. A B-fa egy csomépontjahoz tobb kulcsérték
tartozhat. A mutatok més csomoépontokra mutatnak, és igy az Gsszes kulcsértékre az adott csomoéponton.

Mivel a B-fak kiegyenlitettek (minden 4g egyenl6 hosszi, vagyis ugyanazon a szinten fejez6dik be),
kikiiszobolik a valtozd elérési idGket, amik a binaris fakban megfigyelhetéek. Bar a kulcsértékek és
a hozzajuk kapcsolédé cimek még mindig a fa minden szintjén megtaldlhatok, és ennek eredménye:
egyenl6tlen elérési utak, és egyenlStlen elérési idd, valamint komplex fakeresési algoritmus az adatfajl
logikailag soros olvasasara. Ez kikiiszobolhetd, ha nem engedjiik meg az adatfajl cimek tarolasat levélszint
felett. EbbO] kovetkez6en: minden elérés ugyanolyan hosszi utat vesz igénybe, aminek egyenld elérési
id6 az eredménye, és egy logikailag soros olvasdsa az adatfajlnak a levélszint elérésével megoldhaté. Nincs
szitkség komplex fakeresési algoritmusra.

A BT-fa egy olyan B-fa, mely legalabb 50%-ban telitett. A szerkezeten kiviil a telitettséget biztosité
karbantarté algoritmusokat is beleértjiik.

A B*-fa egy olyan B-fa, mely legaldbb 66%-ban telitett.

2.6 Hasitd index

A rekordok edényekbe (bucket) particionélva helyezkednek el, melyekre a h hasitémezén értelmezett
fliggvény osztja szét Sket. Hatékony egyenléségi keresés, besziras, és torlés jellemzi, viszont nem
tamogatja az intervallumos keresést.

A rekordokat blokkldncokba soroljuk, és a blokklanc utolsé blokkjanak elsé iires helyére tessziik a
rekordokat a beérkezés sorrendjében. A blokkldncok szdma lehet el6re adott (statikus hasitds, ekkor a
szadmot K-val jeloljiik), vagy a tdrolt adatok alapjdn véltozhat (dinamikus hasitds). A besorolds az in-
dexmezd értékei alapjan torténik. Egy h(z) € {1, .., K} hasité figgvény értéke mondja meg, hogy melyik



kosdrba tartozik a rekord, ha x volt az indexmez6 értéke a rekordban. A hasité fliggvény altalaban
maradékos osztdson alapul (példdul mod(K)). Akkor j6 egy hasité fiiggvény, ha nagyjabdl egyforma
hosszu blokklancok keletkeznek, azaz egyenletesen sorolja be a rekordokat. Ekkor a blokklanc % blokkbol
all.

A keresés koltsége:
e Ha az indexmez0 és keresési mezo eltér, akkor kupac szervezést jelent.

e Ha az indexmezd és keresési mez6 megegyezik, akkor csak elég a h(a) sorszamu kosarat végignézni,
amely %blokkbél all6 kupacnak felel meg, azaz % legrosszabb esetben. A keresés igy K-szorosara
gyorsul.

A tarméret B, ha minden blokk nagyjabdl tele van. Nagy K esetén azonban sok olyan blokklanc lehet,
amely egy blokkbdl fog &llni, és a blokkban is csak 1 rekord lesz. Ekkor a keresési id6: 1 blokkbeolvasas,
de B helyett T szamu blokkban taroljuk az adatokat. Mddositdasnél % blokkbdl allé6 kupac szervezésii
kosarat kell médositani.

3 Lekérdezések végrehajtasa, optimalizalasa
A lekérdezésfeldolgozd egy relacios adatbdazis-kezel§ komponenseinek azon csoportja, amelyik a fel-

hasznalo lekérdezéseit, valamint adatmddosité utasitasait leforditja adatbdzis-miiveletekre, amiket végre
is hajt.
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abra 2: A lekérdezésfeldolgozds 1épései.

A lekérdezés végrehajtasa tulajdonképpen az adatbdzist manipulald algoritmusok Osszessége, azon-
ban a végrehajtas el6tt sziikség van a lekérdezések forditdsara.

A lekérdezés-forditas lépései:
1. Elemzés: egy elemzd fat épitiink fel, amely a lekérdezést és annak szerkezetét jellemzi

2. Lekérdezésatiras: Az elemzd fabol egy kezdeti lekérdezéstervet készitiink, amelyet atalakitunk
egy ezzel ekvivalens tervvé, aminek végrehajtasi ideje varhatéan kisebb lesz. Elkésziil a logikai
lekérdezésterv, amely relacios algebrai kifejezéseket tartalmaz.

3. A logikai tervet atalakitjuk fizikai tervvé gy, hogy a logikai terv operdtoraihoz kivalasztunk egy
algoritmust, valamint meghatarozzuk az operatorok végrehajtasi sorrendjét. A fizikai terv olyan
részleteket is tartalmaz, hogy pl. kell-e rendezni, hogyan fériink hozzé az adatokhoz.
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abra 3: A lekérdezésforditas 1épései.

3.1 Algebrai optimalizalas

A relacids algebrai kifejezéseket minél gyorsabban akarjuk kiszamolni. A kiszamitds koltsége ardnyos a
reldcids algebrai kifejezés részkifejezéseinek megfelel6 reldcidk taroldsi méreteinek Osszegével. A mddszer
az, hogy miiveleti tulajdonsdgokon alapulé ekvivalens atalakitdsokat alkalmazunk, azért, hogy varhatéan
kisebb méretii relacidk keletkezzenek. Az eljaras heurisztikus, tehat nem az argumentum relacidk valodi
méretével szamol. Az eredmény nem egyértelmi, ugyanis az atalakitasok sorrendje nem determinisztikus,
igy mas sorrendben végrehajtva az atalakitasokat mas végeredményt kaphatunk, de mindegyik &ltalaban
jobb koltségli, mint amibdl kiindultunk.

Az optimalizal6 algoritmus a kovetkezo heurisztikus elveken alapul:

e Minél hamarabb szelektaljunk, hogy a részkifejezések varhatéan kisebb reldcidk legyenek.

e A szorzas utani kivalasztdsokbdl probéaljunk természetes dsszekapcesolasokat képezni, mert az 6sszekapcsolds
hatékonyabban kiszamolhaté, mint a szorzatbdl torténd kivalasztas.

e Vonjuk Gssze az egymads utani undris miiveleteket (kivalasztdsokat és vetitéseket), és ezekbél lehetdleg
egy kivalasztast, vagy vetitést, vagy kivalasztas utani vetitést képezziink. Igy csokken a miiveletek
szama, és altalaban a kivalasztas kisebb reldciét eredményez, mint a vetités.

e Keresslink kozos részkifejezéseket, amiket igy elég csak egyszer kiszamolni a kifejezés kiértékelése
Soran.

3.2 Relaciods algebrai miiveletek megvalésitasa
3.2.1 Kivalasztas
A kivélasztds (o) lehetséges megvaldsitdsai:

o Linedris keresés: Olvassunk be minden lapot és keressiik az egyezéseket (egyenléségvizsgélat esetén).
Az atlagos koltség a lapok szama, ha a mezdé nem kulcs, illetve a lapok szaménak fele, ha a mez6
kules.

e Bindris (logaritmikus) keresés: Csak rendezett mez6 esetén hasznalhatoé.
o Els6dleges index hasznalata.
e Masodlagos index hasznalata.

Osszetett kivalasztds: Eléfordulhat, hogy tobb feltétel van, amelyek és/vagy kapcsolatban vannak
egymaéssal. Megvalositasa:



e Konjunkcids kivalasztds esetén (oo, n.. r0, ):

— Vélasszuk ki a legkisebb koltségll og,-t, és azt végezziik el (ldsd fent), majd az eredményt
szlirjik a tobbi feltételre. A koltség az egyszeru kivalasztas koltsége lesz a kivalasztott og,-re.

— Ha mindegyik 6; mez0jére van indexiink, akkor keressiik az indexekben és adjuk vissza a
megfeleld sorok rowid-jeit. Végiil vegyiik ezek metszetét. A koltség az indexekben vald keresés
Osszkoltsége + a rekordok beolvaséasa.

e Diszjunkcids kivélasztds esetén (og,v...ve, ):

— Linearis keresés.

— Ha mindegyik 6; mez6jére van indexiink, akkor keressiik az indexekben és adjuk vissza a
megfelel§ sorok rowid-jeit. Végiil vegyiik ezek unidjat. A koltség az indexekben vald keresés
Osszkoltsége + a rekordok beolvaséasa.

3.2.2 Vetités és halmazmiiveletek

Vetitésnél és halmazmiiveleteknél a duplikdtumokat ki kell sz{irni.
Vetités (7) megvalSsitisa:
1. Kezdeti atnézés: eldobjuk a felesleges mezdket.

2. Duplikatumok toérlése: ehhez az eredményt rendezziik az Osszes mez6 szerint, igy a duplikaltak
szomszédosak lesznek. Ezeket kell eldobni.

A koltség a kezdeti atnézés, a rendezés és a duplikdtumok torlésének Osszkoltsége lesz.

3.2.3 ésszekapcsolésok

Az Gsszekapcsoldsokat (join) tobbféle mddon is el lehet végezni:

e Beagyazott ciklusi 6sszekapcsolds (nested loop join): Barmekkora méretii relaciéra hasznalhato,
nem sziikséges, hogy az egyik reldcié elférjen a memoriaban. Két fajtdja van, a sor és a blokk alapu.

— Sor alapu beagyazott ciklustu 6sszekapcsolas: Legyen R és S a két Osszekapcsolandd
relécio, ezek koziil jelolje S a kisebb méretiit, ez lesz a bels6 relacié, R pedig a kiils6. Az algo-
ritmus a kovetkezd: menjlink végig R (a kiils6 relacid) sszes sordn és R minden egyes sordandl
menjiink végig a belso relacié, S Osszes soran. Ha az aktualisan vizsgalt 2 sor 6sszekapcsolhatd,
akkor {rjuk bele az eredménybe. Jé esetben S belefér a memdriaba, ekkor csak egyszer kell
beolvasni S-t, majd mindvégig a memoridban tarthatjuk. Ebben az esetben mindkét reldcié
lapjait egyszer kell beolvasni. Legrosszabb esetben mindkét reldcidobdl csak egy-egy lap fér
bele a memoériaba. Ekkor R minden egyes sorandl végig kell olvasni S-t.

— Blokk alapu beagyazott ciklusu 6sszekapcsolas: Az el6bbihez képest annyi a kiilonbség,
hogy nem soronként megyiink végig a relacidkon. Legyen M a memodriaba féro lapok szdma.
Ekkor minden egyes iteraciéban R-nek M-1 lapjat olvassuk be, majd szervezziik ezeket valam-
ilyen keresési struktirdba, ahol a kulcs az R és S kozos attributumai. Ezutan menjiink végig
laponként S-en, és S memdriaban 1év§ soraibdl keressiik meg azokat, amelyek 6sszekapcsolhatéak
valamely R-bol beolvasott sorral, majd irjuk bele ezeket az eredményrelacioba.

o Osszefésiiléses rendezd dsszekapcsolds (merge join): A reldcidk az Gsszekapcsoldsi mezdk sz-
erint rendezettek. Egyesitjik a rendezett relacidkat: mutatok az els6 rekordra mindkét relaciéban.
Beolvasunk S-bol egy rekordcsoportot, ahol az 6sszekapcsolasi attribitum értéke megegyezik. Be-
olvasunk rekordokat R-b6l és feldolgozzuk. A rendezett reldcidkat csak egyszer kell végigolvasni,
ezért az Osszekapcsolas koltsége: rendezés koltsége + a 2 relacié lapjainak szdma.

e Hasitasos 6sszekapcsolds (hash join): Az Gsszekapcsoldsi attributumot haszndljunk hasitékulcsként,
ez alapjan particiondljuk R és S sorait hasitdssal. Ha mindegyik tablabdl n kosarat szeretnénk,
akkor az eredmény: Ry, R1,..R,_1,S50,51, -, Sn—1 kosarak. Ezutan az egyméshoz rendelt kosarparokat
Osszekapcsoljuk blokk alapu beagyazott ciklusi Osszekapcsolassal, hasitéfliggvény alapi indexet
hasznalva.



Tobb tabla 6sszekapcsolasa: Az Gsszekapcsolasok kommutativak és asszociativak, ezért az eredmény
szempontjabol mindegy, hogy milyen sorrendben kapcsoljuk 6ket Gssze. A sorrend viszont befolyasolhatja
a hatékonysagot, ugyanis rossz valasztas esetén a koztes eredmények nagy méretiiek lesznek.

A legjobb Gsszekapcsolasi fa megtaldlasa n relacié egy halmazdhoz:

e Hogy megtaldljuk a legjobb 6sszekapcsoldsi fat n reldcié egy S halmazihoz, vegyik az Gsszes
lehetséges tervet mely igy néz ki: Sy x (S — Sp), ahol Sy az S tetszdleges nem {ires részhalmaza.

o Rekurzivan szamitsuk ki S részhalmazainak 6sszekapcsolasanak koltségeit, hogy meghatarozzuk
minden egyes terv koltségét. Vilasszuk a legolcsébbat.

e Mikor barmely részhalmaz terve kiszamitasra kertilt, az 1jboli kiszamitds helyett taroljuk el és
hasznositsuk jra amikor ismét sziikség lesz ra.

4 Tranzakciokezelés

Konzisztens adatbazis: Az adatbazisokra kiilonb6z6 megszoritdsok adhatéak meg. Az adatbazis
konzisztens allapotban van, ha kielégiti az Osszes ilyen megszoritast. Konzisztens adatbéazis egy olyan
adatbazis, amely konzisztens allapotban van.

A konzisztencia sériilhet a kovetkezo esetekben:
e Tranzakciohiba: hibdsan megirt, rosszul iitemezett, félbehagyott tranzakciok.

o Adatbazis—kezelési hiba: az adatbazis-kezel$ valamelyik komponense nem, vagy rosszul hajtja végre
a feladatat.

e Hardverhiba: elvész egy adat, vagy megvaltozik az értéke.
o Adatmegosztasbol szarmazoé hiba.

Tranzakcié: Konzisztenciat tarté adatbazis-miveletek sorozata. Ezek utan mindig feltessziik, hogy
ha a T tranzakci6é induldsakor az adatbézis konzisztens allapotban van, akkor ha T egyediil fut le, az
adatbdzis konzisztens dllapotban lesz a futds végén (kozben kialakulhat inkonzisztens dllapot).
Helyesség feltétele:

e Ha ledll egy vagy tobb tranzakci6 (abort, vagy hiba miatt), akkor is konzisztens adatbézist kapunk.
e Minden egyes tranzakcié indulaskor konzisztens adatbazist 1at.

A tranzakcidktdl a kovetkez8 tulajdonsdgokat szoktuk elvarni (ACID):

e Atomossig (A, azaz Atomicity): a tranzakeié ”mindent vagy semmit” jellegii végrehajtdsa (vagy
teljesen végrehajtjuk, vagy egyédltaldn nem hajtjuk végre).

e Konzisztencia (C, azaz Consistency): az a feltétel, hogy a tranzakcié megérizze az adatbézis
konzisztenciajat, azaz a tranzakcié végrehajtéasa utdn is teljesiiljenek az adatbézisban el6irt konzisz-
tenciamegszoritasok.

e Elkiilonités (I, azaz Isolation): az a tény, hogy minden tranzakciénak latszdlag tgy kell lefutnia,
mintha ez alatt az id6 alatt semmilyen masik tranzakciot sem hajtanank végre.

o Tartdssdg (D, azaz Durability): az a feltétel, hogy ha egyszer egy tranzakcié befejez6détt, akkor
mér soha tobbé nem veszhet el a tranzakcidénak az adatbazison kifejtett hatasa.

A konzisztencidt mindig adottnak tekintjiik. A mésik harom tulajdonsdgot viszont az adatbézis-kezeld
rendszernek kell biztositania, de ettdl idonként eltekintiink. Feltessziik, hogy az adatbézis adategységekbdl,
elemekbdl dll. Az adatbaziselem a fizikai adatbazisban tarolt adatok egyfajta funkciondlis egysége, ame-
lynek értékét tranzakcidkkal lehet elérni (kiolvasni) vagy médositani (kifrni). Adatbdziselem pl. a reldcid,
relacidsor, lap.



4.1 A tranzakcidk alaptevékenységei

A tranzakcié és az adatbdzis kolcsonhatdsanak 3 fontos helyszine van:
e Az adatbdzis elemeit tartalmazé lemezblokkok teriilete.
e A pufferkezel$ éltal hasznélt virtualis vagy valés memoriateriilet.
e A tranzakcié memdriateriilete.

Ahhoz, hogy a tranzakcié egy adatbéziselemet beolvashasson, azt el6bb memdriapuffer(ek)be kell
hozni, ha még nincs ott. Ezt kovetden tudja a puffer(ek) tartalmat a tranzakeié sajit memoriatertiletére
beolvasni. Az adatbéaziselem 1j értékének kifrds forditva torténik: elébb a tranzakcié kialakitja az 1j
értéket sajat memoriateriiletén, majd ez az érték mésolodik at a megfelel puffer(ek)be.

A pufferek tartalmanak lemezre irdsardl a pufferkezel6 dont. Vagy azonnal lemezre irja a valtozasokat,
vagy nem.

A naplézasi algoritmusokn és més tranzakcidkezelS algoritmusok tanulményozédsa sordn kiillonb6zo
jelolésekre lesz sziikség, melyekkel a kiilonbozd teriiletek kozotti adatmozgasokat irhatjuk le. A kovetkezd
alapmiiveletek hasznaljuk:

e INPUT(X): Az X adatbéaziselemet tartalmazé lemezblokk mésoldsa a pufferbe.

e READ(X,t): Az X adatbdziselem bemésoldsa a tranzakcié ¢ lokélis valtozdjaba. Ha az X-et tar-
talmaz6 blokk még nincs a meméridban, akkor INPUT(X)-et is beleértjiik.

e WRITE(X,t): A t lokélis valtozé tartalmaz az X adatbdziselem memériapufferbeli tartalmaba
masolédik. Ha az X-et tartalmazé blokk még nincs a pufferben, akkor elébb INPUT(X) is végrehajtodik.

e OUTPUT(X): Az X adatbéziselemet tartalmazé blokk kifrdsa lemezre.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy egy adatbédziselem nem nagyobb egy blokknal.

4.2 Naplozas és helyreallitas

Az adatokat meg kell védeni a rendszerhibdktdl, ezért sziikség van az adatok helyreallithatésagara.
Erre az elsodleges technika a napldzas, amely valamilyen biztonsagos moédszerrel rogziti az adatbazisban
végrehajtott mdédositasok torténetét.

A naplé (log) nem mds, mint naplébejegyzések (log records) sorozata, melyek arrdl tartalmaznak
informaciot, hogy mit tett egy tranzakcié. Rendszerhiba esetén a napld segitségével rekonstrualhato,
hogy mit tett a tranzakcié a hiba fellépéséig.

4.2.1 Naplébejegyzések

Ugy kell tekinteniink, hogy a napld, mint fajl kizarolag bévitésre van megnyitva. Tranzakcié végrehajtasakor
a naplokezeléé a feladat, hogy minden fontos eseményt rogzitsen a napléban.

Az Gsszes naplézasi médszer dltal haszndlt naplébejegyzések:
o (START T): Ez a bejegyzés jelzi a T tranzakcié végrehajtdsdnak kezdetét.

e (COMMIT T): A T tranzakcié rendben befejezddott, mér nem akar tovdbbi médositdsokat
végrehajtani.

e (ABORT T): AT tranzakcié abortalt, nem tudott sikeresen befejez6dni. Az altala tett valtoztatdsokat
nem kell a lemezre méasolni, vagy ha a lemezre mésolédtak, akkor vissza kell allitani.

4.2.2 Semmisségi (undo) naplézas

A semmisségi naplézas lényege, hogy ha nem biztos, hogy egy tranzakcié miiveletei rendben befejezédtek
és minden valtoztatas lemezre irédott, akkor a tranzakcié hatésat vissza kell vonni, azaz az adatbazist
olyan allapotba kell visszadllitani, mintha a tranzakcio el se kezd6dott volna.

A semmisségi naplézasnal sziikség van még egy fajta naplobejegyzésre, a médositdsi bejegyzésre,
amely egy (T, X,v) hdrmas, és azt jelenti, hogy a T tranzakcié az X adatbdziselemet médositotta, és a



moédositas elétti értéke X-nek v volt.

A semmisségi naplézas szabalyai:

e Ha a T tranzakcié médositja az X adatbdziselemet, akkor a (T, X, v) naplébejegyzést az el6tt kell
a lemezre irni, hogy az 4j értéket a lemezre irna a rendszer.

e Ha a tranzakcié hibamentesen befejezodott, akkor a COMMIT bejegyzést csak azutan szabad
lemezre irni, hogy a tranzakcié dltal végrehajtott dsszes modositds lemezre irédott.

Helyreallitas a semmisségi naplézas hasznalataval

Tegyiik fel, hogy rendszerhiba tértént. Ekkor el6fordulhat, hogy egy tranzakcié nem atomosan hajtodott
végre, azaz bizonyos modositasai mér lemezre irédtak, de masok még nem. Ekkor az adatbéazis inkonzisztens
allapotba keriilhet. Ezért rendszerhiba esetén gondoskodni kell az adatbazis konzisztencidjanak vis-
szaallitdsarél. Semmisségi naplozés esetén ez a be nem fejez6dott tranzakcidk altal végrehajtott modositasok
semmissé tételét jelenti.

Visszadllitis ellendrzépont nélkiil: A legegyszer(ibb médszer. Ekkor a teljes naplét latjuk. Az
els6 feladat a tranzakcidk felosztasa sikeresen befejezett és befejezetlen tranzakcidkra. Egy T tranzakcio
sikeresen befejez6dott, ha van a napléban (COMMIT T) bejegyzés. Ekkor T dnmagdban nem hagy-
hatta inkonzisztens &llapotban az adatbdzist. Amennyiben taldlunk a napléban (ST ART T') bejegyzést,
de (COMMIT T) bejegyzést nem, akkor feltételezhetjitk, hogy T végrehajtott olyan mddositdst az
adatbazisban, amely még nem irédott ki lemezre. Ekkor T nem komplett tranzakcié, hatasat semmissé
kell tenni.

Az algoritmus a kovetkezd: A helyreallitds-kezelé elkezdi vizsgdlni a naplébejegyzéseket az utolsétol
kezdve, visszafelé haladva, kozben feljegyzi azokat a T tranzakcidkat, melyre (COMMIT T) vagy
(ABORT T) bejegyzést taldlt. Visszafelé haladva, amikor (T, X, v) naplébejegyzést 14t:

1. Ha T-re taldlkozott mar COMMIT bejegyzéssel, akkor nem tesz semmit.

2. Maés esetben T nem teljes vagy abortdlt. Ekkor a helyreallitas-kezel6 az X adatbaziselem értékét
v-re valtoztatja.

A fenti véltoztatdsok végrehajtds utdn minden nem teljes T tranzakciéra (ABORT T)-t ir a naplé
végére és kivaltja a napld lemezre frasit. Ezt kovetéen az adatbédzis normal haszndlata folytatédhat.

4.2.3 Ellen6rzépont-képzés

A helyredllitds elvben a teljes naplé atvizsgaldsat igényelné. Ha undo naplézast hasznalunk, akkor
ha egy T tranzakciora van COMMIT bejegyzés a naploban, akkor a T tranzakciéra vonatkozd beje-
gyzések nem sziikségesek a helyreallitashoz, viszont nem feltétleniil igaz az, hogy tordlhetjiik a T tranza-
kciéra vonatkozé COMMIT elétti bejegyzéseket. A legegyszeriibb megoldas idénként ellenérzépontokat
késziteni.

Az egyszerii ellen6rzépont képzése

1. Uj tranzakcié inditédsara vonatkozé kérések ledllitasa.

2. A még aktiv tranzakcidk befejez6désének és a COMMIT/ABORT bejegyzés napléba irdsanak
kivaréasa.

3. A naplo lemezre irasa.
4. A (CKPT) napldbejegyzés képzése, napldba {résa, majd a naplé lemezre {résa.
5. Tranzakcidinditasi kérések kiszolgalasanak tjrainditasa.

Az ellenérzépont eldtt végrehajtott tranzakciok befejezédtek, mddositasaik lemezre keriiltek. Ezért
elég az utolso ellen6rzépont utani részét elemezni a naplénak helyreallitasnal.



Ell6rz6pont 1étrehozasa a rendszer miikodése kézben

Az egyszerii ellen6rzépont-képzéssel az a probléma, hogy nem engedi 1j tranzakcidk elinditdsat, amig
az aktiv tranzakcidk be nem fejezodnek. Ez viszont még sok idét igénybe vehet, a felhaszndld szamara
pedig leédllitottnak tiinik a rendszer, hiszen nem tud 1j tranzakciét inditani. Ezt nem engedhetjiik meg.
Egy bonyolultabb médszer azonban lehetévé teszi ellenérzépont képzését anélkiil, hogy az 1ij tranzakcidk
inditasat fel kellene fiiggeszteni.

E modszer 1épései:

1. (START CKPT(T1,Ts, ... Ty)) bejegyzés készitése és a napld lemezre {rdsa. T1,.. Ty az éppen aktiv,
befejezetlen tranzakcidk.

2. Meg kell varni a T3, ..T} tranzakciok befejez6dését. Ekozben indithatéak 1j tranzakcidk.

3. Ha az ellen6rzépont-képzés kezdetén még aktiv 11, ..T), tranzakciok mindegyike befejez6dott, akkor
(END CKPT) naplébejegyzés készitése és lemezre irésa.

Helyreéllitas: Visszafelé elemezve megtaldljuk a be nem fejezett tranzakcidkat, az ezen tranzakcidk
altal médositott adatbaziselemek tartalmat a régi értékre &llitjuk vissza. Két eset fordulhat eld, vagy
(END CKPT), vagy (START CKPT(T1,Ts,...T})) naplébejegyzéssel taldlkozunk elébb.

e Ha elébb (END CKPT) bejegyzéssel taldlkozunk, akkor az &sszes be nem fejezett tranzakciéra
vonatkozé bejegyzés megtaldlhatéd a legkozelebbi (START CKPT(Ty,Ts,...Tx)) bejegyzésig. Az
ennél korabbiakkal nem kell foglalkoznunk.

e Ha (START CKPT(Ty,Ts,...T;)) bejegyzéssel taldlkozunk el6bb, akkor a hiba ellenérzépont-
képzés kozben tortént. Ekkor a Ti,.. Ty tranzakcidk koziil a legkordbban elinditottnak a START
bejegyzéséig kell visszamenni, ami viszont biztosan az ezt megel6z6 START CKPT bejegyzés utédn
taldlhaté.

Altaldnos szabalyként, ha END CKPT-ot frunk a lemezre, akkor az azt megeléz8 START CKPT
bejegyzést megel6z6 bejegyzésekre nincs sziikség a helyredllitas szempontjabdl.

4.2.4 Helyrehozé (redo) naplézas
Redo vs. undo napldzas:

e A helyrehoz6 naplézas a semmisségi naplézassal szemben helyreallitasnél figyelmen kiviil hagyja a
befejezetlen tranzakciokat és befejezi a normaélisan befejezettek altal végrehajtott valtoztatasokat.

e Undo naplézés esetén a COMMIT napléba irdsa elott megkoveteljiik a médositdasok lemezre frasat.
Ezzel szemben redo naplézas esetén csak akkor irjuk lemezre a tranzakcié altal végrehajtott médositasokat,
ha a COMMIT bejegyzés a napléba irédott és lemezre keriilt.

e Undo naplézasnal a modositott elemek régi értékére van sziikség helyredllitasnal, redo-nal pedig az
djra.
Helyrehozé naplézas szabdlyai: Itt a (T, X, v) bejegyzés jelentse azt, hogy a T tranzakcié az X
adatbaziselemet értékét v-re véaltoztatta. Annak sorrendjét, hogy az adat- és naplébejegyzések hogyan
kell, hogy lemezre keriiljenek, az alabbi, in. ”irj kordbban” naplézési szabaly hatarozza meg: Miel6tt
az adatbdzis barmely X elemét a lemezen mdédositanank, sziikséges, hogy a (T, X,v) és (COMMIT T)
naplébejegyzések lemezre keriiljenek.

Helyreallitas helyrehozo naplézas hasznalataval:

Ha egy T tranzakci6é esetén nincs (COMMIT T) bejegyzés a napléban, akkor tudjuk, hogy T
modositasai nem Kkertiltek lemezre, igy ezekkel nem kell foglalkozni. Ha viszont T befejez6dott, azaz
van (COMMIT T) bejegyzés, akkor vagy lemezre keriiltek a mddositdsai, vagy nem. Ezért meg kell
ismételni T médositasait. Szerencsére a napldbejegyzések az 1j értékeket tartalmazzédk.

Katasztrofa esetén a helyreallitds 1épései:

1. Meghatédrozni azon tranzakcidkat, amelyre van COMMIT bejegyzés a napléban.
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2. Elemezni a naplét az elejérdl kezdve. Ha (T, X,v) bejegyzést taldlunk, akkor ha T befejezett
tranzakcid, akkor v értékét kell X-be irni. Ha T befejezetlen, nem tesziink semmit.

3. Ha végigértiink a naplén, akkor minden be nem fejezett T tranzakciéra (ABORT T') naplébejegyzést
frunk a napléba és a naplét lemezre irjuk.
Helyrehoz6 naplézas ellenSrzépont-képzéssel

Helyrehozo naplézasnal a miikddés kozbeni ellendrzépont-képzés a kovetkezd 1épésekbol all:

1. (START CKPT(T1,T>,...T)) naplébejegyzés készitése és lemezre {rasa, ahol T1,...T} az aktiv
tranzakciok.

2. Az Osszes olyan adatbaziselem kiirdsa lemezre, amelyeket olyan tranzakciok irtak pufferbe, ame-
lyek (START CKPT(T1,T5,...Ty)) elétt befejezédtek (COMMIT), de puffereik még nem keriiltek

lemezre.
3. (END CKPT) napl6bejegyzés készitése és lemezre irdsa.

Visszaallitas ellen6rz6ponttal kiegészitett redo naplézasnal: Két eset fordulhat el6: az utolsé
ellenorzéponttal kapcsolatos napléobejegyzés vagy START CKPT, vagy END CKPT.

e Tegyiik fel, hogy az utolsé ellendrzépont-bejegyzés a napléban END CKPT. Ekkor a
(START CKPT(T1,Ts, .. Ty)) elott befejezddott tranzakcidk mddositdsai méar biztosan lemezre
keriiltek, ezekkel nem kell foglalkoznunk, viszont a Tj-kel és a START CKPT bejegyzés utan inditott
tranzakcidkkal foglalkoznunk kell. Ekkor olyan visszadllitas kell tenniink, mint a sima helyrehozé
naplozasnal, annyi kiilonbséggel, hogy csak a T;-ket és a START CKPT utén inditott tranzakcidkat
kell figyelembe venni. A keresésnél a legkordbbi (START T;) bejegyzésig kell visszamenni, ahol T;
a 11, ... Ty valamelyike.

e Tegyiik fel, hogy az utolsé ellendrzépont-bejegyzés a napléban (START CKPT(Ty,Ts,..Ty)).
Nem lehetiink biztosak benne, hogy az ez el6tt befejezédott tranzakcidk mddositdsai lemezre
frédtak, ezért az ezt megeléz8 END CKPT el6tti (START CKPT(Sy,S2,...Tm)) kell vissza-
menni. Vissza kell allitani azoknak a tranzakciéknak a modositdsait, amik S;-k kozul valdak,
vagy (START CKPT(S1,Ss,...T,)) utan indultak és befejezddtek.

4.2.5 Semmisségi/helyrehozé (undo/redo) naplézas
Undo/redo naplézdsnél a médositast jelzd naplébejegyzések (T, X, v, w) alakiiak, ami azt jelenti, hogy a

T tranzakcié az X adatbéziselem értékét v-rol w-re valtoztatta.

Undo/redo naplézéis esetén a kovetkezd eléirast kell betartani: Miel6tt az adatbdzis barmely X
elemének értékét mdédositandnk a lemezen, a (T, X, v, w) naplébejegyzésnek a lemezre kell keriilnie.

Specidlisan a (COMMIT T) bejegyzés megelézheti és kovetheti is a médositdsok lemezre {rasat.
Helyreallitas undo/redo naplézéasnél
Az alapelvek:

1. A legkorabbitodl kezdve allitsuk helyre minden befejezett tranzakcié hatdsat.

2. A legutolsétol kezdve tegyiik semmissé a be nem fejezett tranzakcidk hatésat.

Undo/redo naplézas ellendrzépont-képzéssel:

1. Irjunk a napléba (START CKPT(Ty,T>s,...Ty)) bejegyzést, ahol Ty,..Ty az aktiv tranzakcidk,
majd irjuk lemezre a naplét.

2. Irjuk lemezre azokat a puffereket, amelyek médositott adatbaziselemeket tartalmaznak (piszkos
pufferek). Redo naplézédssal ellentétben itt minden piszkos puffert lemezre frunk, nem csak a
befejezettekét.

3. Irjunk (END CK PT) naplébejegyzést a napléba és frjuk ki lemezre.
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4.3 Konkurenciakezelés

A tranzakcidk kozotti egymésra hatds az adatbéazis inkonzisztenssé valasit okozhatja, még akkor is,
amikor a tranzakciok kiilon-kiilon megorzik a konzisztenciat és rendszerhiba sem tortént. Ezért valamiképpen
szabélyoznunk kell, hogy a kiilonbo6z6 tranzakcidk egyes 1épései milyen sorrendben kévetkezzenek egymas
utdn. Ezt az litemez6 végzi, magat a folyamatot pedig konkurenciavezérlésnek hivjuk.

Az alapfeltevésiink (helyességi elv), hogy ha minden egyes tranzakciét kiilon hajtunk végre, akkor azok
megdrzik a konzisztens adatbazis-allapotot. A gyakorlatban viszont a tranzakcidk altaldban konkurensen
futnak, ezért a helyességi elv nem alkalmazhaté kozvetlentil. fgy olyan titemezéseket kell tekintentink,
amelyek biztositjak, hogy ugyanazt az eredményt allitjak eld, mintha a tranzakcidkat egymads utan,
egyesével hajtottuk volna végre.

4.3.1 Utemezések
Utemezés: Az iitemezés egy vagy tOobb tranzakcié altal végrehajtott lényeges miiveletek idérendben
vett sorozata. Az iitemezéseknél csak az rasi és olvasasi miiveletekkel foglalkozunk.

Soros iitemezés: Egy iitemezés soros, ha barmely T és T” tranzakcidra, ha T-nek van olyan miivelete,
amely megeldzi T" valamely miiveletét, akkor T minden miivelete megelézi T” minden miiveletét. A soros
iitemezést a tranzakcidk felsoroldsaval adjuk meg, pl. (71, T»).

Sorbarendezhet6ség: Egy litemezés sorba rendezhetd, ha ugyanolyan hatassal van az adatbézis dllapotara,
mint valamelyik soros litemezés, fliggetleniil az adatbazis kezdeti allapotatol.

Jelolések:
e w;(x) azt jelenti, hogy a T; tranzakcid {rja az = adatbdziselemet.
e r;(x) azt jelenti, hogy a T; tranzakcié olvassa az x adatbéziselemet.

Konfliktus: Konfliktus akkor van, ha van olyan egymaést kovetd miveletpar az titemezésben, amelynek
ha a sorrendjét felcseréljiik, akkor legalabb az egyik tranzakcié viselkedése megvéltozik. Tegyiik fel, hogy
T; és T} kiilonbozo tranzakciok. Ekkor nincs konfliktus, ha a par:

o 1;(X) és r;(YV), még akkor sem, ha X =Y. Azaz 2 killonbozé tranzakcié éltal végrehajtott
olvasasi mivelet sosem &ll konfliktusban egymadssal, még akkor sem, ha ugyanarra az adatbazis-
elemre vonatkoznak.

o 7 (X)ésw;(Y),ha X #Y

o w;(X)ésrj(YV),ha X #Y

o w;(X)ésw;(Y), haX#Y
Konfliktus van, ha:

e Ugyanannak a tranzakciénak barmely két miivelete konfliktusban van, hiszen ezek nem cserélhetdek
fel.

e Ugyanazt az adatbédziselemet két kiilonb6zé tranzakcio éri el, és ezek kozil legaldbb az egyik irasi
miivelet.

Tehat kiilonb6zé tranzakciék miiveletei nincsenek konfliktusban egymassal, azaz felcserélhetoek, hac-
sak nem

1. ugyanarra az adatbaziselemre vonatkoznak, és
2. legaldbb az egyik miivelet {ras

Konfliktusekvivalens iitemezések: Két iitemezés konfliktusekvivalens, ha szomszédos miiveletek nem
konfliktusos cseréjével egymasba vihetok.

Konfliktus-sorbarendezhet6 iitemezések: Egy iitemezés konfliktus-sorbarendezhet6, ha konflik-
tusekvivalens valamely soros iitemezéssel. A konfliktus-sorbarendezhet8ség elégséges, de nem sziikséges
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feltétele a sorbarendezhet6ségnek. Piaci rendszerekben a konfliktus-sorbarendezhet6séget ellenérzik.

Megel6zési graf: Adott a T és Ts tranzakcidknak, esetleg tovabbi tranzakcidknak is, egy S iitemezése.
T megel6zi Tr-t S-ben, ha van a Tj-ben olyan A; miivelet és To-ben olyan As miivelet, melyekre:

1. A; megelézi As-t S-ben,
2. Ay és Ay ugyanarra az adatbaziselemre vonatkoznak, és
3. legalabb az egyik irasi miivelet

Ezek pont azok a feltételek, amikor A; és A, konfliktusban vannak, nem cserélhetéek fel. Ezeket a
megelézéseket megeldzési graffal szemléltethetjitk. A megel6zési graf csomépontjai S-beli tranzakcidk.
Ha a tranzakcidkat T;-vel jeloljiik, legyen i a T;-hez tartozé csomépont a grafban. Az i csomépontbdl j
csomépontba megy irdnyitott él, ha T; megeldzi Tj-t.

Megel6zési graf és a konfliktus-sorbarendezhetlség kapcsolata: Egy S iitemezés konfliktus-
sorbarendezhet6 akkor és csak akkor, ha megel6zési grafja kormentes. Ekkor a megelézési graf csicsainak
bérmely topologikus rendezése megad egy konfliktus-ekvivalens soros iitemezést.

4.3.2 Zarak

Zarak hasznalataval is elérhet6 a konfliktus-sorbarendezhetOség. Ha az litemez6 zarakat hasznél, akkor a
tranzakcidknak zarakat kell kérniiik és feloldaniuk az adatbédziselemek olvasdsan és frasan feliil. A zarak
hasznélatanak két értelemben is helyesnek kell lennie:

e Tranzakcidk konzisztencidja: A miiveletek és a zdrak az aldbbi elvdrasok szerint kapcsolédnak
egymashoz:

1. A tranzakcié csak akkor olvashat vagy irhat egy elemet, ha mar kordbban zdrolta azt, és még
nem oldotta fel a zarat.

2. Ha egy tranzakcié zérol egy elemet, akkor azt késobb fel kell szabaditania.
o Az {itemezések jogszeriisége: A zdrak értelme feleljen meg a szdndék szerinti elvérdsnak: nem
zarolhatja két tranzakcié ugyanazt az elemet, csak gy, ha az egyik el6bb mar feloldotta a zarat.

Jelolések:
o [;(z): A T, tranzakcié zdrat kér az x adatbéziselemre.
e u;(x): A T; tranzakcié az x adatbdziselem zarolasat feloldja.

Zarolasi litemezd: A zarolasi titemezé feladata, hogy akkor és csak akkor engedélyezze a kéréseket, ha
az jogszerl Utemezést eredményez. Ebben segit a zartdabla, amely minden adatbaziselemhez megadja azt
a tranzakciot, feltéve, hogy van ilyen, amelyik éppen zarolja az adott elemet.

Kétfazisu zarolds: Kétfazisi zdroldsrdl (2FZ) beszéliink, ha minden tranzakciéban minden zaroldsi
miivelet megel6z minden felolddsi miiveletet. Azok a tranzakciok, amelyek eleget tesznek 2FZ-nek, 2FZ
tranzakciéknak nevezziik. Konzisztens, 2FZ tranzakciok jogszerl iitemezése konfliktus-sorbarendezheto.

Holtpont: Holtpontrdl beszéliink, ha az iitemezd arra kényszerit egy tranzakcidt, hogy orokké varjon
egy olyan zarra, amelyet egy masik tranzakcié tart zarolva. Tipikus példa holtpont kialakuldsara, ha
2 tranzakcié egymads &dltal zérolt elemeket akar zarolni. A kétfazisi zarolds nem tudja megakaddlyozni
holtpontok kialakulasat.

Kér tar

h X
Grvényes 2ér 5 jlTgen Mem
ebbhen a madban X | MNem Nem

abra 4: Példa holtpontra.
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Kilonboz6é zarmadodu zarolasi rendszerek

Osztott és kizarolagos zarak: TetszOleges adatbédziselemet vagy egyszer lehet zarolni kizérélagosan
(frdsra), vagy tobbszor osztottan (olvasdsra). Kizdrélagosan zérolt elemet nem lehet osztottan zdrolni, il-
letve osztottan zarolt elemet nem lehet kizardlagosan zarolni. Ha X-et irni akarjuk, akkor X-re kizardlagos
zéarral kell rendelkezniink, ha olvasni, akkor elég az osztott is, de kizardlagos zarral is tudjuk olvasni.

Kompatibilitasi matrix: A kompatibilitasi matrix minden egyes zarmédhoz rendelkezik egy sorral és
egy oszloppal. A sorok egy masik tranzakcié altal az X elemre mar érvényes zdraknak felelnek meg, az
oszlopok pedig az X-re kért zdrmédoknak felelnek meg. A hasznalat szabdlya: C mdédu zéarat akkor és
csak akkor engedélyezhetiink, ha tdblazat minden olyan R sordra, amelyre més tranzakcié mar zarolta
X-et R modban, a C oszlopban "Igen” szerepel.

Kén P

b X
Ervényes zér S ilgen Merm
cbhen a madban X |MNem Nem

abra 5: Osztott és kizardlagos zarak kompatibilitdsi métrixa.
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