Zarévizsga tételsor
11. Formalis nyelvek

Dobreff Andras

Formalis nyelvek
Form4lis nyelvtanok és a Chomsky-féle nyelvosztalyok. Automatédk: véges automata, veremautomata.
Regularis nyelvek tulajdonsdgai és alkalmazasai. Kornyezetfiiggetlen nyelvek tulajdonsdgai és elemzésiik.

1 Formalis nyelvtanok és a Chomsky-féle nyelvosztalyok

1.1 Alapfogalmak
Abécé, sz6
Szimbdlumok véges nemiires halmazat abécének nevezzik.

Egy V abécé elemeibdl képzett véges sorozatokat V feletti szavaknak vagy sztringeknek nevezziik.
A 0 hossziisagu sorozatot lires szonak nevezziik és e-nal jeloljik.

AV 4bécé feletti szavak halmazdt (beleértve az iires szét is) V*-gal, a nemiires szavak halmazdt
V T-szal jeloljiik.
Konkatenacio
Az x = wv sz6t az u,v € V szavak konkatendciéjanak nevezziik.
A konkatendcié asszociativ, de (dltaldban) nem kommutativ.

V* zart a konkatenaciora. Azaz:
u,v €V = uveV*
Tovabba e egységelemnek tekintheté V*-gal és a konkatendciéval. Azaz:

wueEV ueeV* éseueV”

Egyéb definiciék
e u,v € V. Az u sz6t a v részszavdnak nevezzik, ha v = zuy, (z,y € V) teljesiil. Ha még
xy # €, akkor u valddi részszo.
e v =2zuy (z,y,u,v € V). Ekkor:
— Ha z = ¢, akkor u-t a v sz6 prefixének nevezziik
— Ha y = ¢, akkor u-t a v sz6 szufixének nevezziik

e Egy u € V 526 titkorképe alatt a szimbdlumai forditott sorrendben valé felirdsat értjiik. (Jele:
-1
()

1.2 Formalis nyelvtanok

Nyelv
Ha L C V*, akkor L-et V feletti nyelvnek tekintjiik.

Az iires nyelv (egy szét sem tartalmaz) jele: ()
L nyelv véges nyelv, ha véges szamu szot tartalmaz, kiilonben végtelen nyelv.

Nyelvekre vonatkozé miiveletek:

o L1 ULy ={u|lué€ Ly vagy u € Lo} : az Ly és Lo nyelv uniéja



LinLy={ulu€ Ly ésu€ Ly} : az Ly és Ly nyelv metszete

Ly —Lo={u|lu€ Ly ésué¢ Ly} : az L1 és Ly nyelv kiilonbsége
e L=V*—L:az L CV* komplementere

Li1Ly = {ujus| uy € L1,us € Lo} : az Ly és Ly nyelv konkatendcidja
Minden nyelvre fennall: )L = L) = () illetve {e}L = L{e} =L

e L' : az L nyelv i-edik (i > 1) iteraciéja (a konkatenéciéra nézve), és L° = {}

e L* = |J L' : az L nyelv iterativ lezartja
i>1

Az unié, konkatendci6 és iteracié lezarasa miiveleteket regularis miivelteknek nevezzik.
Grammatika

Nyelvek sokféle médon elééllithaték. A produkciés rendszerekkel vald el6éllitas egyik mdédja a
nyelvek generalasa grammatikaval.

A G generativ grammatikdn egy (N, T, P, S) négyest értiink, ahol:
o N és T diszjunkt dbécék, a nemtermindlis (V) és termindlis (7') szimbdélumok &bécéi.
e S € N a kezddszimbdélum.

e P az (x,y) rendezett pdrok halmaza, ahol z,y € (N UT)* és x legaldbb egy nemtermindlis
szimbolumot tartalmaz.
A P halmaz elemeit atirasi szabdlyoknak nevezziik.

Az (z,y) jelolés helyett az x — y jelolést alkalmazzuk. (Ha —¢ (NUT) )

Levezetés
G=(N,T,P,S), ésu,v € (NUT)*. A v sz6 kdzveleniil (egy 1épésben) levezetheté u sz6bdl G-ben,
ha

U=uxug, v =uiyus ésx -y € P (ug,us € (NUT)")
Ezt u = ¢ v jeloljiik.

Azt mondjuk, hogy a v sz6 k (> 1) 1épésben levezethetd az u sz6bdl G-ben, ha

Fug, ey uprr € (NUD)  tu=up,v = upyr és uy =g uir1 (1 <i<k)

A v sz6 levezethetd az u sz6b6l G-ben, ha u = v vagy 3k > 1 szdm, hogy v k 1épésben levezethetd
u-bol.

Maésképp: A v sz6 levezetheté az u sz6bdl G-ben (jele: w =7, v), ha u = v vagy 3z € (N UT)*
sz6, hogy u =¢, 2 és z =g v

Generalt nyelv
L(G) a G = (N,T, P,S) grammatika dltal generdlt nyelv, ha:

LG)={w| S = w,weT"}

1.3 Chomsky-féle hierarchia

G = (N,T, P, S) generativ grammatika i-tipusi (¢ = 0,1,2,3), ha P szabdlyhalmazdra a kovetkezdk
teljestilnek:

Mondatszerkezetii grammatika (i=0)
Nincs korldtozés

Kornyezetfiigg6 grammatika (i=1)
P minden szabdlya uy Aus — ujvug alakd, ahol, A € N és v # ¢, (u1,u2,v € (NUT)*). Kivéve az
S — € szabdlyt (ha létezik). Ekkor S nem fordul el6 egyetlen szabdly jobboldaldn sem.

Kornyezetfiiggetlen grammatika (i=2)
P minden szabélya A — v alaki, ahol, A € N,v € (NUT)*.



Regularis grammatika (i=3)
P minden szabalya A — vB vagy A — v alaku, ahol, A,B € N,v € T*.

L nyelv i-tipust, ha i-tipusi grammatikaval generalhaté. Az i-tipust nyelvek osztalyat £, jeloljiik.
Az i-tipust nyelvosztélyok a kovetkezé tulajdonsidgokkal rendelkeznek:

.£3C£2C£1C£0

e Az £; (i =0,1,2,3) nyelvosztalyok mindegyike zart a reguldris miiveletekre.

2 Automatak

Formalis nyelvek megaddsa nemcsak generativ, hanem felismer6 eszkozokkel is lehetséges, azaz olyan
szamitasi eszkozok segitségével, amelyek szavak feldolgozasara és azonositasara alkalmasak. Ilyen eszkoz
példaul az automata, amely egy sz6, mint input hatasara kétféleképpen viselkedhet: vagy elfogadja, vagy
elutasitja.

2.1 Véges Automata

Definicié
A véges automata egy rendezett 6tos,

A= (QaTvéaq(),F)
ahol:

e ( - allapotok véges nemiires halmaza

e T - input szimbdélumok abécéje

e §:Q xT — @ - allapot-dtementi fliggvény
e o € Q - kezdballapot

e ' C (Q - elfogadé allapotok halmaza

Miikodés:

A véges automata diszkrét idointervallumokban végrehajtott 1épések sorozata dltal miikodik. Min-
den egyes 1épés soran az automata elolvassa a kovetkezo input szimbdélumot és dtmegy egy olyan
allapotba, amelyet az dllapotédtmeneti fiiggvény meghatéroz (az aktuélis dllapot és input szimbdélum
alapjan).

Kezdetben az A véges automata a ¢y kezdballapotban van és az olvaséfej az input szalagon levé
u € T* sz6 els6é betlijét dolgozza fel. Ezutdn a véges automata lépések sorozatat végrehajtva

o

elolvassa az input u szot; betlir6l betiire haladva olvas és 1j allapotba keriil.

Miutan az u input sz6 utolsé betiijét is elolvasta a véges automata, vagy g € F, azaz elfogadd
allapotba keriil, és akkor az u szt az automata elfogadja, vagy az 1j allapot nem lesz eleme F-nek,
és ekkor az automata a szot nem fogadja el.

VDA - Véges determinisztikus automata
A ¢ figgvény egyértékil, ezért minden egyes (g, a) parra, ahol (¢, a) € Q X T egyetlen olyan s dllapot
létezik, amelyre 6(q,a) = s teljesiil. Ezért ezt a véges automatéat determinisztikusnak nevezziik.

VNDA - Véges nemdeterminisztikus automata
Ha tobbértéki allapot-atmeneti fiiggvényt is megengediink, azaz § : Q x T — 29, akkor nemdeter-
minisztikus véges automatardl beszéliink. (Ebben az esetben aktudlis dllapotnak egy dllapothalmaz
valamely elemét, mintsem egyetlen dllapotot tekinthetiink.)

Ez azt jelenti, hogy a kezdeti dllapot helyettesithetd egy Qo C @ kezdéallapot halmazzal. (Es az is
el6fordulhat, hogy egy a input szimbdlum esetén §(q, a) iires az aktudlis dllapotok mindegyikére.)

Tulajdonsagok
Az allapot-atmeneteket
qa — p



alaku szabalyok formdjaban is frhatjuk p € 6(g,a) esetén. Jeloljik Ms-val az A = (Q, T, 9§, Qo, F)
nemdeterminisztikus véges automata ¢ allapot-atmenet fiiggvénye altal az el6bbi médon szarmazoé
szabalyok halmazat.

Ha minden egyes (q,a) parra egyetlen ga — p szabdly van Ms-ban, akkor a véges automata
determinisztikus, egyébként nemdeterminisztikus.

Kozvetlen redukcio:

Legyen A = (Q,T,9,qo, F') egy véges automata és legyenek u,v € QT™ szavak. Azt mondjuk,
hogy az A automata az u szét a v széra redukéilja egy lépésben/kozvetleniil. Ha van olyan
qa — p szabdaly Ms-ban, és van olyan w € T™* szd, amelyre u = gaw és v = pw teljesiil.
Redukcio:

Az A= (Q,T,6,q, F) véges automata az v € QT™* sz6t av € QT* széra redukilja (v =7 v),
ha u = v, vagy 3z € QT™, amelyre u =7 2z és z =4 v teljesiil.

Az automata altal elfogadott nyelv:

Az A= (Q,T,9,qo, F) véges automata altal elfogadott/felismert nyelv alatt az

LA) ={ueT" | qqu="%p, q€QoéspelF}

szavak halmazat értjik. (Az lres sz6, akkor és csak akkor van benne az automata altal
elfogadott L(A) nyelvben, ha Qo N F # 0).

Tétel:

Minden A nemdeterminisztikus véges automatdhoz meg tudunk adni egy 3-tipusi G gram-
matikat agy, hogy L(G) = L(A) teljesiil.

Tétel:

Minden 3-tipusi G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges automatdt ugy, hogy
L(A) = L(G) teljesiil.

Ezek utén fendll a kérdés: Létezik-e olyan reguldris nyelv, amely VNDA-val felismerhetd, de
nem ismerheté fel VDA-val?
Valasz: Nincs.

Tétel:
Minden A = (Q,T,0,Qo, F) VNDA-hoz meg tudunk konstrudlni egy A" = (Q',T,¢, ¢}, F')
VDA-t tgy, hogy L(A) = L(A’) teljesiil.

2.2 Veremautomata

Definicié

A veremautomata egy rendezett hetes

ahol

A= (Z7Q7T557207QO7F>

7 - a veremszimbdélumok véges halmaza,

Q - az allapotok véges halmaza,

T - az inputszimbdélumok véges halmaza,

§:Z xQx (TU{e}) — 277%Q _ stmeneti fiiggvény
zo € Z - a kezdeti veremszimbd6lum,

qo € Q - a kezdeti allapot,

F C @ - az elfogadé allapotok halmaza

A veremautomata konfiguraciéja alatt egy ug alaku szdt értiink, ahol v € Z* a verem aktudlis
tartalma és ¢ € @) az aktudlis allapot.

A kezdeti konfigurdcié zgqg-

Mikodés:

Tegyiik fel, hogy az A veremautomata olvaséfeje az a inputszimbdélumon all, a veremautomata ¢



allapotban van, valamint a verem tetején levé szimbdlum z. Legyen 6(z, q,a) = (u1,71), .oy (Un, 7n),
ahol u; € Z* és r; € Q,1 < i < n. Ekkor A kovetkezé allapota valamely r; lesz és egyidejiileg z-t
helyettesiti az u; széval, tovabba az olvaséfej egy cellaval jobbra lép az input szalagon.

Ha 4(z, ¢,€) nem iires, akkor Un. e-dtmenet hajthaté végre.

Ha az input szalag a w € T™ sz6t tartalmazza és a zpqg kezdeti konfiguraciobdl kiindulva a 1épések
sorozatdt végrehajtva az A veremautomata egy up konfigurdcidba ér, ahol p elfogadé dllapot, akkor
azt mondjuk, hogy A elfogadta a w szd.

Tulajdonsagok

e Kozvetlen redukcio:
o, B e Z7QT™
Az A veremautomata az « sz6t a 3 széra redukalja egy lépésben (o =4 ), ha:

F3zeZ, pqgeQ, acTU{e}, rnueZ* ésweT*

hogy:
(u,p) € 6(z,q,a) és a =rzqaw és B = rupw

e Redukcié:
Az A veremautomata az o szét a f széra redukédlja (¢ =% (), ha vagy o = S, vagy
V1, ey Y € Z¥QT™ szavakbdl 8116 véges sorozat, hogy a = vy, 8 =1,, és
Yi = A Vi+1 (i: 1,...,n—1)
e A veremautomata dltal elfogadott nyelv:
Az A veremautomata altal (elfogadé allapottal) elfogadott nyelv:

L(A) ={w € T*| zoqow =7 up, ahol u € Z*,p € F}

e Determinizmus:
A § leképezést szabalyok forméjaban is megadhatjuk. Az igy nyert szabalyhalmazt Ms-val
jeloljik. Tehat
1. zqa — up € Ms ha (u,p) € §(z,q,a)
2. zq — up € Ms ha (u,p) € §(z,q,¢)

Az A=(Z,Q,T,6, 20, qo, F) veremautomatat determinisztikusnak mondjuk, ha minden (z, q) €
Z X @ par esetén:

1. YaeT:|6(z,q,a) =1és(z,q,6) =0
vagy
2. [(z,q,6)| =1ésVaeT:6(z,q,a) =0

e Ures veremmel elfogadott nyelv:
Az N(A) nyelvet az A veremautomata tires veremmel fogadja el, ha

N(A) ={w € T*| zogow =7 p, ahol p € Q}

o Tétel:
Barmely G kornyezetfiiggetlen grammatikdahoz meg tudunk adni egy olyan A veremautomatat,
amelyre L(A) = L(G) teljesiil.

o Tétel:

Minden A veremautomatdhoz meg tudunk adni egy kornyezetfiiggetlen G grammatikat gy,
hogy L(G) = N(A) teljesiil.

3 Regularis nyelvek tulajdonsagai és alkalmazasai

3.1 3-tipusi grammatikik normalformaja

Minden 3-tipusi, azaz reguléris nyelv generdlhaté egy olyan grammatikdval, amelynek szabdlyai:
e X »aY,ahol X, Y € NésacT
e X —»¢e,ahol X e N



3.2 Regularis kifejzések

Motivacio
Ismeretes, hogy minden véges nyelv reguldris. Tudjuk tovabbé, hogy az L3 nyelvosztdly (a reguléris
nyelvek osztdlya) zdrt az unid, a konkatendci6 és az iteracié lezdrtja miiveletekre nézve.

Kovetkezésképpen, kiindulva véges szamu véges nyelvbdl és az el6zéekben felsorolt, tin. regularis
miiveleteket véges sokszor alkalmazva regulédris nyelvet kapunk.

Kérdés az, hogy vajon ezzel az eljarassal minden reguléaris nyelvet el6 tudunk-e allitani, azaz, ez a
moédszer elégséges-e az L3 nyelvosztély leirdsara?
Definicié
Legyenek V és V' = {e,-,+,%,(,)} diszjunkt dbécék. A V &bécé feletti reguldris kifejezéseket
rekurziv médon a kévetkezéképpen definidljuk:
1. e reguléris kifejezés V felett.
2. Minden a € V regularis kifejezés V felett.
3. Ha R reguldris kifejezés V felett, akkor (R)* is reguldris kifejezés V felett. [iterativ lezdrds]
4. Ha @ és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q) - (R) [konkatendcid] és (Q) + (R) [unid] is
reguléris kifejezés V felett.
Megjegyzés: Minden requldris kifejezés jelol (meghatdroz) valamely reguldris nyelvet. (PlL: € a {e}
nyelvet, a + b az {a} U {b} = {a,b} és a-b az {a}{b} = {ab} nyelvet.) A reguldris kifejezés a
szintazxis, az, hogy hogyan értelmezzik, a szemantika.
Axiomak
P, Q, R regularis kifejezések. Ekkor fenndllnak a kovetkezo tulajdonsagok:
e Asszociativitas:
P+(Q@+R)=(P+Q)+R
P-(Q-R)=(P-Q)-R
e Kommutativitas:
P+Q=Q+P
e Disztributivitéas:
P.(Q+R)=P-Q+P-R
(P+Q)-R=P-R+Q-R
e Egységelem:
e-P=P.-e=P
P*=e¢+P-P*
P"=(e+ P)"
A fenti axiémék azonban még 6nmagukban nem elegenddek az Gsszes regularis kifejezés eléallitasara
(helyettesités segitségével). Sziikség van még az aldbbi inferencia szabélyra:

P=R+P-Q A ¢¢Q = P=R-Q

Vegyiik még hozzd az @) szimbSlumot a reguldris kifejezések halmazéhoz, amely az iires nyelvet
jeloli. (Ebben az esetben nincs sziikségiink az ¢ szimbdélumra, mivel 0* = {e}). Igy, a definiciéban
helyettesithetjiik az € szimbélumot az () szimbélummal. Ekkor helyettesitjiik e-t a megeléz6 axiéma
rendszerben (())*-gal és még egy tovdbbi axiémat tekintiink:

p-P=P-0=0

A fenti szabdlyok elégségesek ahhoz, hogy levezessiink minden érvényes egyenlséget reguléris kife-
jezések kozott.

Regularis kifejezések és regularis nyelvek
Minden reguldris kifejezés egy regularis (3-tipusi) nyelvet jelol, és megforditva, minden reguléris
nyelvhez megadhaté egy, ezen nyelvet jelolé reguléris kifejezés.
(Ezzel vélaszt adtunk a motivdciéban feltett kérdésre.)



3.3 Linearis grammatikak és nyelvek
Definicié
Egy G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikdt linedrisnak neveziink, ha minden szabdlya:
1. A—»u, AeNueT*
2. A= uBuy, A,B€ N,uj,us €T*
Tovabba G-t bal-linedrisnak, illetve jobb-linearisnak mondjuk, ha u; = ¢, illetve us = € minden 2.
alaku szabalyra.
Egy L nyelvet linearisnak, bal-linedrisnak, illetve jobb-linedrisnak mondunk, ha van olyan G
linedris, bal-lineéris, illetve jobb-linedris grammatika, amelyre L = L(G) teljesiil.
Linearis és regularis grammatikak, nyelvek
A jobb-linedris grammatikdk azonosak a reguldris grammatikdkkal (3-tipustiak).

Tétel:
Minden bal-linedris grammatika reguldris (3-tipusti) nyelvet general.

4 Kornyezetfiiggetlen nyelvek tulajdonsagai és elemzésiik

4.1 Kornyezetfiiggetlen grammatikak normalformai

Kornyezetfiiggetlen grammatikdk normalforméi olyan grammatikai transzformaéaciéval elallitott gram-
matikdk, melyek:

e bizonyos szintaktikai feltételeknek/tulajdonsidgoknak tesznek eleget
e (4ltalaban) valamilyen szempontbdl egyszeriibbek, mint az eredeti grammatikak
e ugyanazt a nyelvet generaljdk ({gy ugyanazon tipusba tartoznak)

Tétel:

Minden G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstruélni egy vele ekvivalens
G' = (N',T,P',S") kornyezetfiiggetlen grammatikat gy, hogy: G’ minden szabdlydnak jobboldala
nemiires sz6 [kivéve azt az esetet, mikor ¢ € L(G), ekkor S’ — ¢ az egyetlen szabdly, melynek jobboldala
az lires sz6 és ekkor S’ nem fordul el§ G’ egyetlen szabdlydnak jobboldaldn sem.]

e-mentes grammatika
A G grammatika e-mentes, ha egyetlen szabédlyanak jobboldala sem az iires sz6.

Tétel:
Minden kornyezetfiiggetlen G grammatikdhoz meg tudunk konstruélni egy G’ e-mentes kérnyezetfiiggetlen
grammatikédt, amelyre L(G') = L(G) — {e} teljesil.

Chomsky normalforma
A G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen grammatikdt Chomsky-normélforméjinak mondjuk, ha
minden egyes szabdlya:

e X wa,ahol X € NaeT
e X -YZ ahol XY, Z € N
Tétel:

Minden e-mentes G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrudlni egy
vele ekvivalens G’ = (N', T, P’, S) Chomsky-normélformdji kornyezetfiiggetlen grammatikét.

Tétel (az el6z6 kovetkezménye):
Minden G kornyezetfiiggetlen grammatika esetében eldonthetd, hogy egy u szé benne van-e G
grammatika altal generalt nyelvben.

Redukalt grammatika

e A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisit inaktivnak/nem aktivnak nevezzik,
ha nem vezethet6 le beldle termindlis sz6.



A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisat nem elérhetének nevezziik, ha nem
fordul el6 egyetlen olyan széban sem, amely a kezd&szimbolumbdl levezetheto.

e Egy nemtermindlist nem hasznosnak mondunk, ha vagy inaktiv, és/vagy nem elérhetd.
e Az, hogy egy A nemtermindlis elérheté-e vagy aktiv-e, az eldontheté.

e Egy kornyezetfiiggetlen grammatika redukélt, ha minden nemterminalisa aktiv és elérhetd.

Tétel:
Minden kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrualni egy vele ekvivalens redukélt
kornyezetfliggetlen grammatikét.

4.2 Levezetési fa

7”7

A kérnyezetfiiggetlen grammatikédk levezetéseit fakkal is jellemezhetjiik. A levezetési fa egy sz6 elédllitdsanak
lehetdségeirdl ad informacidkat. A levezetési fa egy irdnyitott graf, amely specidlis tulajdonsdgoknak tesz
eleget:

e A gydkér cimkéje: S

e A t6bbi cstics cimkéje (N UT) valamely eleme
A levezetési fa nem minden esetben adja meg a levezetés sordan alkalmazott szabdlyok sorrendjét. Két
levezetés 1ényegében azonos, ha csak a szabdlyok alkalmazasanak sorrendjében kiilonbozik.

Egy kornyezetfiiggetlen grammatika minden levezetési fija egy egyértelmii (egyetlen) legbaloldalibb

levezetést hataroz meg. A legbaloldalibb levezetés sordan minden levezetési 1épésben a legbaloldalibb
nemtermindlist kell helyettesitentink.

Tétel:
Minden kornyezetfiiggetlen grammatikardl eldonthetd, hogy az altala generalt nyelv az iires nyelv-e vagy
sem.

4.3 Bar-Hillel Lemma

Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez meg tudunk adni két p és g természetes szamot gy, hogy minden
olyan sz6 L-ben, amely hosszabb, mint p
UTWYZ

alaki, ahol |zwy| < g, xy # € , és minden o
ux'wy'v

sz6 is benne van az L nyelvben minden i > 0 egész szdmra (u, z,w,y,v € T™).

Tétel:
Eldonthetd, hogy egy kornyezetfiiggetlen grammatika végtelen nyelvet generédl-e vagy sem.



