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12. Logika és szamitaselmélet

Ancsin Addm

Logika és szamitaselmélet

[téletkalkulus és elsérendii predikdtumkalkulus: szintaxis, szemantika, ekvivalens atalakitasok, a sze-
mantikus kovetkezmény fogalma, rezolicié. — A kiszadmithatésag fogalma és a Church-Turing tézis. A
Turing-gép. Rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek. Eldonthetetlen probléméak. Nevezetes id6- és
tdrbonyolultsagi osztalyok: P, NP, PSPACE. NP-teljes problémak.

1 Logika
1.1 Alapfogalmak

A logika targya az emberi gondolkodasi folyamat vizsgalata és helyes gondolkodasi formak keresése, il-
letve létrehozasa.
Fogalmak:

1. Allitas: Olyan kijelentés, melynek logikai értéke (igaz volta) eldonthetd, tetszéleges kontextusban
igaz vagy hamis. Azt mondjuk, hogy egy &llitas igaz, ha informacidtartalma megfelel a valésagnak
(a tényeknek), és hamis az ellenkezd esetben.

A mindennapi beszédben hasznalt kijelenté mondatok legtobbszor nem allitdsok, mivel a mondat
tartalmaba a kontextus is beleszamit: idépont, kornyezet allapota, dltaldnos miiveltség bizonyos
szintje, stb. (pl. nem &llitds az, hogy "ma reggel 8-kor siitott a nap”, de §llitds pl. az, hogy
”minden pdros szam oszthaté 2-vel”).

2. Igazsagérték: Az igazsdgértékek halmaza L = {igaz, hamis}.

3. Gondolkodasi forma: Gondolkoddsi forma alatt egy olyan (F, A) part értiink, ahol A allitds,
F ={Ay, Ay, ..., A, } pedig allitdsok egy halmaza.

A gondolkodésforma helyes, ha minden esetben, amikor F' minden allitasa igaz, akkor A is igaz.

1.2 Ttéletkalkulus

1.2.1 Az itéletlogika szintaxisa

Az itéletlogika abécéje

Az itéletlogika dbécéje Vo = V, U {(,)} U {—, A, V, D}, ahol V, az {téletvéltozdk halmaza. Tehdt Vp az
itéletvaltozdkat, a zardjeleket, és a logikai miiveletek jeleit tartalmazza.

Az itéletlogika nyelve

Az itéletlogika nyelve (Lg) itéletlogikai formuldkbdl all, amelyek a kovetkezéképpen dllnak el6:

1. Minden {téletvaltozo6 itéletlogikai formula. Ezek az tgynevezett primformuldk (vagy atomi for-
muldk).

2. Ha A itéletlogikai formula, akkor —A is az.
3. Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor (A A B), (AV B) és (A D B) is {téletlogikai formuldk.

4. Minden itéletlogikai formula az 1-3. szabdlyok véges sokszori alkalmazdsaval all el6.



Literal: Ha X itéletvaltozo, akkor az X és =X formuldk literdlok, amelyek alapja X.

Kozvetlen részformula:
1. Primformuldnak nincs kozvetlen részformuléja.
2. = A kozvetlen részformuldja A.

3. Ao B (o a A,V,D binér osszekotbjelek egyike) kozvetlen részformuldi A (bal oldali) és B (jobb
oldali).

Részformula: Legyen A € Ly egy itéletlogikai formula. Ekkor A részformuldinak halmaza a legsziikebb
olyan halmaz, melynek

1. eleme az A, és
2. ha a C formula eleme, akkor C kozvetlen részformuléi is elemei.
Szerkezeti fa: Egy C formula szerkezeti faja egy olyan véges rendezett fa, melynek csicsai formuldk,
1. gyokere C,
2. a —A csucsanak pontosan egy gyermeke van, az A,
3. a Ao B csicsanak pontosan két gyermeke van, rendre az A és B formuldk,

4. levelei primformulak.
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abra 1: Példa szerkezeti fara.
Logikai 6sszetettség: Egy formula logikai Gsszetettsége a benne talalhato logikai 0sszekotojelek szama.

Mivelet hataskore: Egy miivelet hatdskore a formula részformulai koziil az a legkisebb logikai dsszetettségii
részformula, melyben az adott miivelet el6fordul.

Fo6 logikai 6sszekotdjel: Egy formula 6 logikai 6sszekotéjele az az Gsszekotdjel, amelynek hataskore
maga a formula.

Precedencia: A logikai 6sszekdtojelek precedencidja csokkend sorrendben a kovetkezé: —, A, V, D.

A definicidk alapjan egyértelmii, hogy egy teljesen zdrdjelezett formuldban mi a logikai 6sszekotojelek
hataskore és mi a 6 logikai GsszekotGjel. Most megmutatjuk, hogy egy formuldban milyen esetekben
és mely részformuldkat hatarold zardjelek hagyhatoak el ugy, hogy a logikai 6sszekotdjelek hataskore ne
valtozzon. A részformuldk koziil a primformuldknak és a negaciés formulaknak nincs kiils6 zaréjelpérja,



ezért csak az (Ao B) alakid részformuldkrdl kell eldonteniink, hogy frhaté-e helyettitk Ao B. A zardjelek
elhagydsat mindig a formula kiilsé zéréjelparjanak (ha van ilyen) elhagydsdval kezdjiik. Majd ha egy
részformuldban mar megvizsgaltuk a kiilsé zardjelelhagyas kérdését, utana ezen részformula kozvetlen
részformuldinak kiils6 zardjeleivel foglalkozunk. Két eset lehetséges:

1. A részformula egy negdcids formula, melyben az (Ao B) alaki kozvetlen részformula kiils§ zardjelei
nem hagyhatdk el.

2. A részformula egy (A e B) vagy A e B alaki formula, melynek A és B kozvetlen részformuldiban
kell donteni a kiils§ zardjelek sorsardl. Ha az A formula A; o Ay alaki, akkor A kiilsé zardjelparja
akkor hagyhato el, ha o nagyobb precedencidji, mint e. Ha a B formula B o By alaku, akkor B
kiils6 zardjelparja akkor hagyhaté el, ha o nagyobb vagy egyenld precedencidji, mint e.

3. Ha egy (A A B) vagy A A B alaki formula valamely kozvetlen részformuldja szintén konjunkcid,
illetve egy (AV B) vagy AV B alaki formula valamely kézvetlen részformuldja szintén diszjunkeid,
akkor az ilyen részformulakbdl a kiilsé zardjelpar elhagyhaté.

Formulaldancok: A zardjelek elhagyédsara vonatkozé megdllapodédsokat figyelembe véve tgynevezett
konjunkcids, diszjunkcios, illetve implikacios formulalancokat is nyerhetiink. Ezek alakja A; A ... A A,
A1V ...V A,, illetve A; D ... D A,, Ezeknek a lancformuldknak a {6 logikai Gsszekotojelét a kovetkezo
zérdjelezési megéllapodéssal fogjuk meghatarozni: (A1 A (A2 A ..o A (Ap—1 A Ap)..)), (A1 V (A2 V...V
(An—l \/An))), illetve (Al D) (AQ D...D (An—l D An)))

1.2.2 Az itéletlogika szemantikaja
Interpretacio: Ly interpreticidjan egy Z : V,, — L fuiggvényt értiink, mely minden itéletvéaltozéhoz

egyértelmien hozzarendel egy igazsagértéket.

Boole-értékelés: Ly-beli formuldak Z interpretdciobeli Boole-értékelése a kovetkez6 Bz : Lo — L
fliggvény:

1. ha A primformula, akkor Bz(A) = Z(A),
2. Bz(—A) legyen —Bz(A),

3. Bz(A A B) legyen Bz(A) A Bz(B),

4. Bz(AV B) legyen Bz(A) Vv Bz(B),
5. Bz(A D B) legyen Bz(A) D Bz(B),

Bazis: A formula itéletvaltozdinak egy rogzitett sorrendje.

Szemantikus fa: Egy formula kiilonb6z6 interpretécidit szemantikus fa segitségével szemléltethetjiik.
A szemantikus fa egy olyan bindris fa, amelynek i. szintje (¢ >= 1) a bdzis i. itéletvaltozdjahoz tartozik,
és minden csiicsabdl két él indul, az egyik a szinthez rendelt {téletvaltozoval, a masik annak negéltjaval
cimkézve. Az X itéletvaltozd esetén az X cimke jelentse azt, hogy az X igaz az adott interpretaciéban,
a =X cimke pedig azt, hogy hamis az adott interpretaciéban. A szemantikus fa minden dga egy-egy
lehetséges interpretaciot reprezental. Egy n véltozoés formula esetén minden ag n hosszu, és a fanak 27
aga van és az 0Osszes lehetséges interpretaciot tartalmazza.



abra 2: Az X)Y,Z itéletvaltozdkat tartalmazo formula szemantikus fdja.

Igazsagtabla: Egy n valtozds formula igazsagtablaja egy n + 1 oszlopbdl és 2™ sorbdl allé tablazat.
A téblazat fejlécében az i. oszlophoz (1 <= ¢ <= n) a formula bézisdnak i. itéletvaltozdja, az n + 1.
oszlophoz maga a formula van hozzarendelve. Az els§ n oszlopban az egyes sorokhoz megadjuk rendre a
formula kiilénb6z6 interpretaciéit, majd a formula oszlopaba minden sorba beirjuk a formula - a sorhoz
tartozd interpretaciobeli Boole-értékeléssel kapott - igazsdgértékét.

A logikai miiveletek igazsagtablaja:

X Y|-X XAY XVY XOVY
i1 (b i i i
i h|h h i h
h i |[i h i i
h h|i h h i

Igazhalmaz, hamishalmaz: Egy A formula igazhalmaza (A?) azon interpretdciék halmaza, melyen a
formula igazsigértékelése igaz. Az A formula hamishalmaza (A") pedig azon interpretdcick halmaza,
melyekre a formula igazsdgértékelése hamis.

Igazsagértékelés fiiggvény: Olyan fiiggvény, amely minden formuldhoz hozzédrendeli az igazhalmazat
(pA?) vagy a hamishalmazat (pA").

Legyen A egy tetszéleges itéletlogikai formula. Hatdrozzuk meg A-hoz az interpretédcidira vonatkozd
A, illetve @ A" feltételeket a kovetkezéképpen:

1. Ha A primformula, a ¢ A? feltételt pontosan azok az T interpretacidk elégitik ki, melyekre Z(A) =
igaz, a A" feltételt pedig pontosan azok melyekre Z(A) = hamis.

2. A p(—A)? feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha teljesiilnek a @ A" feltételek.
3. A o(AAB)® feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a @ A* és a pB® feltételek egyszerre teljesiilnek.
4 AV B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a @ A® vagy a @B feltételek teljesiilnek.

A
5. A p(A D B)" feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA" vagy a B’ feltételek teljesiilnek.
Tétel: Tetszéleges A itéletlogikai formula esetén a @A* feltételeket pontosan az A'-beli interpretéciok

teljesitik.

Igazsagértékelés-fa: Egy A formula @A’ illetve @ A" feltételeket kielégitd interpreticibit az igazsdgértékelés-
fa segitségével szemléltethetjiik. Az igazsagértékelés-fat a formula szerkezeti fajanak felhasznaldséaval
allitjuk el6. A gyoOkérhez hozzarendeljiik, hogy A melyik igazsagértékre vald igazsdgértékelés-feltételeit
keressiik, majd a gyokér ala A kozvetlen részformulai keriilnek a megfeleld feltétel-el6irassal, az aldbbiak
szerint:
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abra 3: Igazsdgértékelés-fa feltétel-el6irdsai.
Ezutdn a gytkérhez a v (feldolgozott) jelet rendeljiik. Az eljarast rekurzivan folytatjuk, amig egy
agon a fel nem dolgozott formuldk
e (a) mind {téletvaltozdk nem lesznek, vagy
e (b) ugyanarra a formuldra egymdsnak ellentmondé el8irds nem jelenik meg.

Az (a) esetben az dgon el6forduld itéletvéltozéknak az dgon rogzitett igazsagértékeit tartalmazd n-
esek mind elemei pA® gyokér esetén a formula igazhalmazanak, p A" gyokér esetén a formula hamishal-

mazanak.
A (b) esetben nem 4ll elé ilyen igazsagérték n-es.

(Y VZ)A(Z D -X)) v

(Y VZ) v
e(Z>o>-X) v
(pyi {pzl
pZh (- X)' v p(-X)' v
X
pXh pXh

dbra 4: Az (Y V Z) A (Z D —X) formula igazsagértékelés-fija.

A fenti példédban a formula igazhalmaza az igazsdgértékelés-fa alapjan: {(i,, h), (h,,1), (h,i, k), (h, h,i)}



Kiterjesztett igazsagtabla: Egy igazsagtabldban a formula igazsagértéke kiszamitasanak megkonnyitésére
vezették be a kiterjesztett igazsagtablat. A kiterjesztett igazsdgtablaban az itéletvaltozdkhoz és a for-
mulahoz rendelt oszlopokon kiviil rendre a formula részformulaihoz tartozd oszlopok is megjelennek.
Tulajdonképpen a szerkezeti faban megjeleno6 részformuldk vannak felsorolva.

(x[v[z[vvz][-x[z>-X[(¥vZ)Aa(Z>-X) |

i1 i h h h
i | i |h 1 h i i
i | h | 1 h h h
it hih h h i h
k| i 1 i 1 i
hii]|h i i i i
h i 1 1 i

h|h|h h i 1 h

abra 5: Az (Y V Z) A (Z D —X) formula kiterjesztett igazsagtabldja.

Formula kielégithet6sége, modellje: Egy A itéletlogikai formula kielégithetd, ha 1étezik olyan Z in-
terpretacio, melyre Z =o A, azaz a Bz Boole-értékelés A-hoz igaz értéket rendel. Egy ilyen interpretdciot
A modelljének neveziink. Ha A-nak nincs modellje, akkor azt mondjuk, hogy kielégithetetlen.

Ha A igazsagtabldjaban van olyan sor, amelyben a formula oszlopaban igaz érték szerepel, akkor a
formula kielégithetd, kiilonben kielégithetetlen. Ugyanigy, ha ¢ A* nem iires, akkor kielégithetd, kiilénben
kielégithetetlen.

ftéletlogikai torvény, tautolégia: Egy A itéletlogikai formula dtéletlogikai torvény vagy méasképpen
tautoldgia, ha Ly minden interpretcidja modellje A-nak. (jelolés: |=¢ A)

Eldontésprobléma: Eldontésproblémanak nevezziik a kovetkez6 feladatokat:

1. Dontsiik el tetszéleges formuldrdl, hogy tautolégia-e!

2. Dontstiik el tetszéleges formulardl, hogy kielégithetetlen-e!

Tautologikusan ekvivalens formuldk: Az A és B itéletlogikai formuldk tautologikusan ekvivalensek
(jelolés: A ~g B), ha Ly minden Z interpretécidjaban Bz(A) = Bz (B).

Formulahalmaz kielégithetsége, modellje: L formuldinak egy tetszéleges I' halmaza kielégithetd,
ha van Lp-nak olyan Z interpretdcidja, melyre: VA € ' : T |=¢ A. Egy ilyen Z interpreticié modellje
I'-nak. Ha I'-nak nincs modellje, akkor I' kielégithetetlen.

Lemma: Egy {A1, Ao, ..., A, } formulahalmaznak pontosan azok az T interpretacick a modelljei, amelyek
a Ay A Ay A ... A A, formuldnak. Kovetkezésképpen {A1, As, ..., A, } pontosan akkor kielégithetetlen, ha
az A1 N Aa A ... N A, formula kielégithetlen.

Szemantikus kovetkezmény: Legyen I' itéletlogikai formuldk tetszOleges halmaza, B egy tetszOleges
formula. Azt mondjuk, hogy a B formula tautologikus kovetkezménye a T' formulahalmaznak (jelolés:
I’ ¢ B), ha minden olyan interpretdcié, amely modellje I'-nak, modellje B-nek is. A T'-beli formuldkat
feltételformuldknak, vagy premisszéknak, a B formulét kovetkezményformuldnak (konklizidnak) hivjuk.

Tétel: Legyen I itéletlogikai formuldk tetszoleges halmaza, A,B,C tetszOleges itéletlogikai formuldk. Ha
T |:0 A, T |:0 B és {A,B} ):0 C, akkor T’ |:Q C.

Tétel: Legyenek A, Ag, ..., Ay, B tetszOleges {téletlogikai formuldk. {A;, Ao, ..., A,} =0 B pontosan
akkor, ha a {A;, A, ..., A,,, 7B} formulahalmaz kielégithetetlen, azaz a A; A A A ... A A,, A =B formula
kielégithetetlen.

Tétel: Legyenek Ay, As, ..., A,, B tetsz6leges itéletlogikai formuldk. {A1, As,...,A,} Fo B pontosan
EkaOI‘7 ha ':0 AT NAS AN An O B.



Ekvivalens atalakitasok

Fogalmak:

1. Egy primformuldt (itéletvéltozot), vagy annak a negéltjat kozos néven literdlnak neveziink. A
primformula a literdl alapja. Egy literalt bizonyos esetekben egységkonjunkcionak vagy egységdiszjunkcionak
(egységkloznak) is hivunk.

2. Elemi konjunkcid az egységkonjunkcio, illetve a kiilonbozé alapu literdlok konjunkcidja (A kapesolat
a literdlok kozott). FElemi diszjunkcid vagy kloz az egységdiszjunkcid és a kiilénboz6 alapu literdlok
diszjunkcidja (V kapesolat a literdlok kozott). Egy elemi konjunkeid, illetve elemi diszjunkcié teljes
egy n-valtozos logikai miiveletre nézve, ha mind az n itéletvaltozé alapja valamely literaljanak.

3. Diszjunktiv normdlformdnak (DNF) nevezzik az elemi konjunkcidk diszjunkciéjat. Konjunktiv
normdlformdnak (KNF) nevezziik az elemi diszjunkciék konjunkcidjat. Kitintetett diszjunktiv,
illetve konjunktiv normélformdkrél (KDNF, ileltve KKNF) beszéliink, ha a benniik szerepl6 elemi
konjunkcidk, illetve elemi diszjunkciok teljesek.

Tetszoleges logikai miiveletet leir6 KDNF, KKNF eldallitasa: Legyen b : L™ — L egy n-
valtozés logikai mivelet. Adjuk meg b miivelettablajat. Az els6 n oszlop fejlécébe az Xp, Xo, ... X,
itéletvaltozdkat irjuk.

A b-t lefir6 KDNF eldallitésas

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a miivelettablaban, ahol az adott igazsagérték n-eshez b igaz értéket
rendel hozza. Legyenek ezek a sorok rendre si, so,..s,. Minden ilyen sorhoz rendeljiink hozza egy
X{NX5A . A X, teljes elemi konjunkcidt gy, hogy az X literal X; vagy —X; legyen aszerint, hogy
ebben a sorban X; igaz vagy hamis igazsagérték szerepel. Az igy nyert teljes elemi konjunkciok
legyenek rendre ks, , ks,, ..ks,..

2. Az igy kapott teljes elemi konjunkcidékbodl készitsiink egy diszjunkcids lancformulat: ks, V ks, V...V
ks, . Ez a formula lesz a b miivelet kitiintetett diszjunktiv normélformaja (KDNF).

[x vz o] Ta telies clemi konjunkcick |

I | '}
i1 | hili|* XANY AN-Z
i | h|i]lh

h| Rl i]* XA-Y A-Z
hle|dlli]* X AYANZ
hli|h|lh
hlh|i]t]=* X A-YANZ
hih|h|i]|=* X AY A-Z

abra 6: Egy hdromvaltozds b logikai miivelet miivelettablaja és az el6allitott teljes elemi konjunkcidk.

A fenti példa b miiveletének kitiintetett diszjunktiv normalformaja a kévetkezd formula:
(XAYNAN-Z)V(XAYA-Z)V(EXAYAZ)V (X AY ANZ)V (X A-Y A-Z).

A b-t leir6 KKNF el6allitasa:

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a miivelettablaban, ahol az adott igazsdgérték n-eshez b hamis értéket
rendel hozza. Legyenek ezek a sorok rendre si, so,..s,.. Minden ilyen sorhoz rendeljiink hozza egy
X{VX3V...VX] teljes elemi diszjunkciot gy, hogy az X7 literdl X; vagy —X; legyen aszerint, hogy
ebben a sorban X; hamis vagy igaz igazsagérték szerepel. Az igy nyert teljes elemi diszjunkciok
legyenek rendre ds,, ds,, ..ds

e



2. Az igy kapott teljes elemi diszjunkcidkbdl készitsiink egy konjunkcids lancformulat: dg, Adg, A ... A
ds, . Ez a formula lesz a b miivelet kitiintetett konjunktiv normélformdja (KKNF).

[ X |v[2z][s] ]a teljes elemi diszjunkeiok |
i fifi|a]x ~XV-YV-Z
ifi|h]i
i |h |1 h|* “XvYv-Z
A E
hti|i|i
h |2 |h| 1
hlh|illh|« XVYV-Z
h|h|n]i

abra 7: Egy haromvaltozos b logikai miivelet miivelettablaja és az el6allitott teljes elemi diszjunkcidk.

A fenti példa b miiveletének kitiintetett konjunktiv normalforméja a kovetkez6 formula:
(FXVYVaZ)AXVYV-Z)AN (X VY VaZ).

KNF, DNF egyszeriisitése: Egy itéletlogikai formula logikai Osszetettségén a formuldban szerepld
logikai Gsszekotéjelek szamét értettiik. Ugyanazt a logikai miiveletet leiré formuldk koziil azt tekintjik
egyszeriibbnek, amelynek kisebb a logikai Gsszetettsége (azaz kevesebb logikai 6sszekotéjelet tartalmaz).

Legyen X egy {téletvaltozo k egy az X-et nem tartalmazd elemi konjunkcié, d egy X-et nem tartal-
maz6 elemi diszjunkcid. Ekkor az

o (a) (X ANk)V (=X Ak)~okés
o (b)) (XVAAN(—XVd)~od

egyszerlisitési szabalyok alkalmazasdval konjunktiv és diszjunktiv normalforméakat irhatunk at egyszertibb

alakba.

Klasszikus Quine-McCluskey-féle algoritmus KDNF egyszertsitésére:

1. Soroljuk fel a KDNF-ben szereplé Gsszes teljes elemi konjunkciét az Ly listdban, j := 0.

2. Megvizsgaljuk az L ;-ben szerepld sszes lehetséges elemi konjunkciépért, hogy alkalmazhaté-e rajuk
az (a) egyszerisitési szabdly. Ha igen, akkor a két kivélasztott konjunkciét v'-val megjeloljik, és az
eredmény konjunkciét beirjuk a L;i; listdba. Azok az elemi konjunkcidk, amelyek az L; vizsgalata
soran nem lesznek megjelolve, nem voltak egyszeriisitheték, tehat bekeriilnek az egyszeriisitett
diszjunktiv normalforméaba.

3. Ha az L;11 konjunkcidlista nem {ires, akkor j := j + 1. Hajtsuk végre 1jbdl a 2. 1épést.

4. Az algoritmus sordn kapott, de meg nem jelolt elemi konjunkeiokbol készitsiink egy diszjunkcios
lancformulat. Igy az eredeti KDNF-el logikailag ekvivalens, egyszertisitett DNF-et kapunk.

Rezolucié

Legyenek Ay, A, ..., Ay, B tetsz6leges {téletlogikai formuldk. Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy { A1, Aa,
B, ami ekvivalens azzal, hogy {41, As, ..., A,, ~B} kielégithetetlen. Irjuk &t ez utébbi formulahalmaz
formulait KNF alakba! Ekkor a {KNFy,, KNFa,,...,KNF,, ,KNF_g} formulahalmazt kapjuk, ami
pontosan akkor kielégithetetlen, ha a halmaz formuldiban szereplé klézok halmaza kielégithetetlen.

A klézokra vonatkozo egyszeriisitési szabaly szerint ha X itéletvéltozo, C' pedig X-et nem tartalmazo
kl6z, akkor (X VCO)A (X V) ~g C. Az X és a =X egységklézok (azt mondjuk, hogy X és -X
komplemens literdlpar) konjunkcidjdval ekvivalens egyszer(ibb, egyetlen literdlt sem tartalmazé kléz az
iires kléz, melyet a [ jellel jeloliink és definicié szerint minden interpretacioban hamis igazsagértéki.
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Legyenek most C7 és Cs olyan kl6zok, melyek pontosan egy komplemens literalpart tartalmaznak,
azaz C; = C{ V Ly és Cy = C4 V Lo, ahol Ly és Ly az egyetlen komplemens literdlpar (C7 és C} iires
kl6zok is lehetnek). Vildgos, hogy ha a két klézban a komplemens literdlparon kiviil is vannak literdlok,
és ezek nem mind azonosak, az egyszeriisitési szabaly alkalmazhatosagi feltétele nem &ll fenn.

Tétel: Ha C; = C{V Ly és Co = C4V Ly, ahol Ly és Ly komplemens literdlpar, akkor {Cy, Ca} o C1V

Rezolvens: Legyenek C és Cs olyan klézok, melyek pontosan egy komplemens literalpart tartalmaznak,
azaz C1 = C{ V Ly és Cy = C4 V Lo, ahol Ly és Ly a komplemens literdlpar, a C7 VvV C4 klézt a (Cq, Cs)
klézpér (vagy a Cy V Oy formula) rezolvensének nevezzitkk. Ha Cy = Ly és Cy = Lo (azaz Cf és CY iires
kl6zok), rezolvensiik az iires kléz (O). Az a tevékenység, melynek eredménye a rezolvens, a rezolvdlds.

klézpar rezolvens
) (XVY, -YVZ) XVvZ
) (X V=Y, -YVvZ) nincs: mindkét azonos alapi literal negalt
(c) (Xv=Y, Zv=V) nincs: nincs azonos alapu literal
) (=X V=Y, XVYVZ) nincs: két komplemens literalpar van
e) (X, ~X) O

—
o

— —

abra 8: Példak klézparok rezolvalhatésagara, rezolvensére.

Tétel: Ha a C kléz a (C1, Cs) klézpér rezolvense, akkor azon Z interpretacick a {Cy, C2} klézhalmazt
nem elégithetik ki, amelyekben C' igazsdgértéke hamis, azaz Bz(C) = hamis.

Rezoliciés levezetés: Egy S klézhalmazbdl a C kléz rezolicids levezetése egy olyan véges ki, ko, ..., km(m >
1) klézsorozat, ahol minden j = 1,2, ..., m-re

1. vagy k; € S,
2. vagy van olyan 1 < s,t < j, hogy k; a (ks, k¢) klézpér rezolvense,

és a klézsorozat utolsé tagja, ki, éppen a C' kléz.

Megéllapodédsunk szerint a rezoltcids kalkulus eldontésprobléméja az, hogy levezethet6-e S-bol OJ. A
rezolucids levezetés célja tehat [ levezetése S-bol. Azt, hogy [J levezethet6 S-bdl, gy is ki lehet fejezni,
hogy 1étezik S-nek rezolicids cafolata.

Példa: Prébaljuk meg levezetni O-t az S = {-X VY, -YVZ XV Z -V VYV Z -Z} klézhalmazbdl.
A levezetés barmelyik S-beli kl6zbdl indithato.

1. ~VvYvZ [e€S]

2. —Z |€eS]

3. -VvY [ 1, 2 rezolvense |
4. -YVZ [e5]

5 =Y | 2, 4 rezolvense |
6. -V [ 3, 5 rezolvense |
7. XVV [eS]

8 X [ 6, 7 rezolvense |
9. -XVY [eS]
10, ¥ [ 8, 9 rezolvense |
il. o [ 5. 10 rezolvense |

abra 9: [ rezolucids levezetése S-bdl.



Lemma: Legyen S tetszéleges klézhalmaz. S-bol torténd rezolucids levezetés esetén barmely S-bol lev-
ezetett kloz tautologikus kovetkezménye S-nek.

A rezoliciés kalkulus helyessége: A rezoliciés kalkulus helyes, azaz tetszileges S klézhalmaz esetén
amennyiben S-bél levezetheté O, akkor S kielégithetetlen.

A rezolicids kalkulus teljessége: A rezolicios kalkulus teljes, azaz barmely véges, kielégithetetlen S
klézhalmaz esetén S-bél levezethetd L.

Levezetési fa: Egy rezolicids levezetés szerkezetét levezetési fa segitségével szemléltethetjiik. A lev-
ezetési fa cstcsai klozok. Két csicsbol pontosan akkor vezet él egy harmadik, kozos csiicsba, ha az a két
kl6z rezolvense.

“VvYvZ -7 -YvZ

/\/

—|VVY

\/XV

\ / X VY

\/
\/

abra 10: Az el6z6 példa levezetési fja.

Rezoliciés stratégiak:

e Linedris rezolucio: Egy S kl6zhalmazbdl vald linearis rezolucids levezetés egy olyan k1,11, ko, lo, coos km—1,lm—1, km
rezolucids levezetés, amelyben minden j = 2,3, ...,m-re k; a (k;j_1,l;j_1) klézpdr rezolvense. A k;
klézokat centrélis klézoknak, az [; klézokat mellékklézoknak nevezziik.

TetszOleges rezolucids levezetés atirhaté linedrissé, azaz a linedris rezolicids kalkulus teljes.

e Linedris inputrezolicio: Egy S klézhalmazbdl vald linedris inputrezolicids levezetés egy olyan
k1,01, ko loy ooy km—1,lm—1, km linedris rezolucids levezetés, amelyben minden j = 1,2, ...,m — 1-re
l; € S, azaz a linedris inputrezolicids levezetésben a mellékklézok S elemei.

A linedris inputrezoliciés stratégia nem teljes, de megadhaté olyan formulaosztaly, melyre az.
A legfeljebb egy negalt literdlt tartalmazd klézokat Horn-kl6zoknak nevezziik, a Horn-formuldk
pedig azok a formuldk, melyek konjunktiv normalformdja Horn-kl6zok konjunkcidja. A linedris
inputrezolicids stratégia Horn-formuldk esetén teljes.

1.3 Predikatumkalkulus
1.3.1 Els6rendii logikai nyelvek szintaxisa

Egy elsérendii logikai nyelv abécéje logikai és logikan kiviili szimbdélumokat, tovabba elvalasztdjeleket
tartalmaz. A logikan kivili szimb6élumhalmaz megadhaté < Srt, Pr, Fn,Cnst > alakban, ahol:

1. Srt nemiires halmaz, elemei fajtakat szimbolizalnak,
2. Pr nemiires halmaz, elemei predikatumszimbdlumok,

3. az F'n halmaz elemei fliggvényszimbdlumok,
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4. Cnst pedig a figgvényszimbdélumok halmaza.
Az < Srt, Pr, Fn,Cnst > dbécé szignatiurija egy < vy, Vo, v3 > hdrmas, ahol

1. minden P € Pr predikdtumszimbdélumhoz vy a predikdtumszimbdlum alakjét, azaz a (71, wo, ..., T )
fajtasorozatot,

2. minden f € Fn fliggvényszimb6lumhoz vs a fliggvényszimbdlum alakjat, azaz a (w1, ma, ..., Tk, T)
fajtasorozatot és

3. minden ¢ € Cnst konstansszimbdélumhoz v5 a konstansszimbdélumhoz alakjat, azaz ()-t

rendel (k > 0 és my, 7o, ..., Tk, ™ € STt).

Logikai jelek az itéletlogikdban is hasznélt logikai 6sszekotéjelek, valamint az univerzalis (V) és egzisz-
tencialis (3) kvantorok és a kiilonboz6 fajtdjd individuumvaltozok. Egy elsérendii nyelv dbécéjében min-
den 7 € Srt fajtahoz szimbdélumoknak megszamldlhatéan végtelen v, v7, ... rendszere tartozik, ezeket a
szimbolumokat nevezzilk m fajtdju valtozoknak. Elvalasztéjel a nyité és csuké zardjelek, és a vesszo.

Az elsOrendii logikai nyelvekben az elvalasztéjelek és a logikai jelek mindig ugyanazok, viszont a
logikén kiviili jelek halmaza, illetve ezek szignatirdja nyelvrdl nyelvre lényegesen kiilonbozhet. Ezért
mindig megadjuk a < Srt, Pr, F'n,Cnst > négyest és ennek < vq,19,13 > szignatirdjat, amikor egy
elsbrendi logikai nyelv dbécéjére hivatkozunk. Jelolése V[V, ], ahol V, adja meg a < vy,vo,v3 > szig-
naturaji < Srt, Pr, F'n,Cnst > négyest.

Termek: A V[V, ] ébécé feletti termek halmaza £4[V,], ami a kovetkez6 tulajdonsdgokkal bir:

1. Minden 7 € Srt fajtdju valtozo és konstans 7 fajtéajd term.

2. Ha az f € Fn figgvényszimbSlum (mq,ms, ..., T, 7) alakd és tq,ts, ...t — rendre my,mo, ..., T
fajtdju — termek, akkor az f(sy, sa,...,Sk) egy 7 fajtdji term.

3. Minden term az 1-2. szabdlyok véges sokszori alkalmazdasaval all el6.

Formuldk: A V[V, ] dbécé feletti elsérendii formulédk halmaza L[V, ], ami a kovetkezd tulajdonsdgokkal
bir:

1. Ha a P € Pr predikdtumszimbélum (71,7, ..., ;) alaki és az tq,t9, ..., t,, — rendre 71, 7o, ..., Tk
fajtdju — termek, akkor a P(ty,ts,...,t;) s26 egy elsérendfi formula. Az {gy nyert formuldkat atomi
formuldknak nevezziik.

2. Ha S els6rendii formula, akkor —.S is az.
3. Ha S és T els6rendil formuldk és o binér logikai Gsszekdtéjel, akkor (S o T) is els6rendil formula.

4. Ha S eleme elsdrendi formula, @ kvantor (V vagy 3) és x tetsz6leges valtozd, akkor QxS is elsérendii
formula. Az igy nyert formuldkat kvantdlt formuldknak nevezziik, a VaS alakd formuldk uni-
verzalisan kvantalt formuldk, a 325 alaki formuldk pedig egzisztencidlisan kvantalt formuldk. A
kvantéalt formuldkban Qx a formula prefixe, S pedig a magja.

5. Minden elsérend®i formula az 1-4. szabdalyok véges sokszori alkalmazasdval &ll eld.

A V[V, ] 4bécé feletti elsérendii logikai nyelv L[V, ] = L[V, ]JULf[V,], azaz L[V, ] minden szava vagy term,
vagy formula.

A negdcids, konjunkciés, diszjunkcids, implikédcids (ezek jelentése ua., mint nulladrendben) és kvantélt
formuldk Gsszetett formuldk.

Az elsérendil logikai nyelv primformuléi az atomi formuldk és a kvantalt formulak.

Viéltozéel6fordulas fajtai: Egy formula x véltozdjanak egy eléforduldsa:

e szabad, ha nem esik z-re vonatkozé kvantor hataskorébe,

e kotott, ha x-re vonatkozdé kvantor hataskorébe esik.
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Valtozé fajtai: Egy formula x valtozdja:
e szabad, ha minden el6forduldsa szabad,
e kotott, ha minden el6fordulasa kotott, és

e vegyes, ha van szabad és kotott eléforduldsa is.
Formula zartsaga, nyiltsaga: Egy formula:

e zart, ha minden valtozdja kotott,
e nyilt, ha legalabb egy valtozdjanak van szabad el6forduldsa és

e kvantormentes, ha nincs benne kvantor

Megjegyzés: a zart formuldk elsérendii allitdsokat szimbolizdlnak (egy elsérendii allitds nem més,
mint elemek egy halmazdra megfogalmazott kijelenté mondat).

1.3.2 Az els6rendi logika szemantikija

Matematikai struktara: Matematikai struktiran egy < U, R, M, K > négyest értiink, ahol:
1. U =, Ux nem fiires alaphalmaz (univerzum),
2. R az U-n értelmezett logikai fliggvények (reldcidk) halmaza,
3. M az U-n értelmezett matematikai fliggvények (alapmiiveletek) halmaza,

4. K az U kijelolt elemeinek (konstansainak) halmaza (lehet iires).

Interpretaicié: Az interpreticié egy < U, R, M, K > matematikai struktira és Z =< Zg.¢, Zpr, Zrn, Zonst >
fliggvénynégyes, ahol:

o az Tg.+ : m — U, fliggvény megad minden egyes w € Srt fajtdhoz egy U, nemiires halmazt, a 7
fajtaja individuumok halmazat,

e az Ip, : P+ P7 fiiggvény megad minden (71, 7o, ..., m) alaki P € Pr predikdtumszimbélumhoz
egy PT: Uy, X Uy, X oo X Ur, — L logikai fiiggvényt (reléciét),

e azlp, : f — f7T fiiggvény hozzarendel minden (71, 7o, ..., m, 7) alakt f € F'n fiiggvényszimbslumhoz
egy PT: Uy X Ury X ... X Ug, — U, matematikai fiiggvényt (miiveletet),

o az Tone @ ¢ — ct? pedig minden 7 fajtdjd ¢ € Cnst konstansszimbélumhoz az U, individuumtar-
toméanynak egy individuumét rendeli, azaz ¢ € U,.

Vialtozdkiértékelés: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpretacidja, az interpretdcié univerzuma legyen
U és jeldlje V a nyelv véltozéinak halmazat. Egy olyan k : V' — U leképezést, ahol ha x 7 fajtaju valtozo,
akkor k(x) € Uy, Z-beli valtozdkiértékelésnek neveziink.

L:[V,] szemantikdja: Legyen az L[V, ] nyelvnek 7 egy interpretécidja és k egy Z-beli véltozdkiértékelés.
Az L]V,] nyelv egy 7 fajt4ji t termjének értéke Z-ben a  valtozokiértékelés mellett az aldbbi — [¢|Z"-val
jelolt — Ur-beli individuum:

1. ha ¢ € COnst 7 fajtéji konstansszimbSlum, akkor |¢|Z* az Ur-beli ¢Z individuum,
2. ha z 7 fajtdji valtozé, akkor |z|F* az U,-beli x(x) individuum,

3. ha tq1,ts,...,t; rendre w1, o, ..., T fajtdju termek és ezek értékei a k valtozdkiértékelés mellett

rendre az Uy, -beli |t;|5F, az Uy,-beli [to|T% ... és az Uy, -beli |tg|T" individuumok, akkor egy
(71, T2, ..., Tk, ) alakd f € Fn fiiggvényszimbolum esetén | f (¢, ta, ..., tx)|5" az Up-beli fZ(|t1|5", [ta|", ..., [te|F")
individuum.
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Valtozokiértékelés z-variansa: Legyen = egy valtozé. A k* valtozokiértékelés a k valtozokiértékelés
x-varidnsa, ha £*(y) = y minden z-t6l kiilonbozd y véltozé esetén.

Elsérendii logikai formula logikai értéke: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpreticidja és k egy
Z-beli valtozdkiértékelés. Az L[V, ] nyelv egy C formuldjdhoz Z-ben a k véltozdkiértékelés mellett az
alabbi — |C|FF-val jelolt — igazsdgértéket rendeljiik:

3 Z T,k T,k Tk .
Ik ) 90% P PRt |58, [t 28, o [t [FF) = dgaz

L [Pt 2, )2 = { hamis : kulonben
2. ‘_|A|I,m legyen —||A I,k
3. |A A BJIT" legyen |A[T" A |BIE®
4. |AV BI"* legyen |A["F v | BIFr
5. |A D BIT" legyen |A[T" O | BT~
6. Vo AlT" = igaz : ‘A|I’K* =1igaz kK minden kK* x — variansara

' | hamis : kulonben
7. |3z AEr = igaz  :|AF* =igaz K valamely k* x — variansara

' 1 hamis : kulonben

Els6rendii formula kielégithetfsége: Egy A elsérendii formula kielégitheté, ha van olyan Z inter-
pretacié és k valtozokiértékelés, amelyre |A|Z"® = igaz (ekkor azt mondjuk, hogy az Z interpretécié és x
véaltozokiértékelés kielégiti A-t), kiillonben kielégithetetlen.

Amennyiben az A formula zért, igazsdgértékét egyediil az interpretacié hatérozza meg. Ha |A[F =
igaz, azt mondjuk, hogy az Z kielégiti A-t vagy méasképpen: Z modellje A-nak (Z |= A).

Logikailag igaz els6rendii formula: Egy A els6rendii logikai formula logikailag igaz, ha minden Z
interpretaciéban és Z minden x véltozokiértékelése mellett |A[T* = igaz. Jeldlése: = A.

Szemantikus kévetkezmény: Azt mondjuk, hogy a G formula szemantikus kévetkezménye az F for-
mulahalmaznak, ha minden olyan Z interpretdciéra, amelyre Z = F fenndll, Z = G is igaz (jelolés:

FEQG).

Tétel: Legyenek Ay, Ao, ..., A,, B (n > 1) tetsz6leges, ugyanabbdl az elsérendii logikai nyelvbdl vals
formulédk. Ekkor {A;, As, ..., A, } E B akkor és csak akkor, ha A; A As A ... A A, A —B kielégithetetlen.

Rezolicié: Elsérendi predikatumkalkulusban is végezheto rezolucid, rdaddsul a modszer helyes és teljes
is. Nehézséget a klozok kialakitasa okozhat, amelyek zart, univerzalisan kvantalt literalok konjunkciéjabol
allnak. Ehhez eszkozeink a prenex-, illetve skolem-formak.

2 Szamitaselmélet

2.1 Kiszamithatosag
2.1.1 Algoritmusmodellek

e Gddel: rekurziv fiiggvények (primitiv rekurziv fliggvények 1931-ben, majd éltaldnosabb 1934-ben)
e Church: M-kalkulus, A-definidlhaté fliggvények: ekvivalensek a rekurziv fiiggvényekkel (bizonyitott)

e Turing: Turing-gép (1936), a A-definidlhaté és a Turing-géppel kiszdmithaté fliggvények mege-
gyeznek (bizonyitott)

Church-Turing tézis: A kiszamithatésag kiilonboz6 matematikai modelljei mind az effektiven kiszamithaté
fliggvények osztalyat definidljak.
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2.1.2 Fogalmak

Kiszamitasi problémanak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfogalmazott kérdést, amire egy
algoritmussal szeretnénk megadni a vélaszt. A gyakorlati élet szinte minden problémé&jahoz rendelhetd,
megfelel6 absztrakciot hasznalva, egy kiszamitdsi probléma.

Egy problémat a hozzé tartozé konkrét bementettel egylitt a probléma egy példanyanak nevezziik.

Specialis kiszamitasi probléma az eldontési probléma. Ilyenkor a problémaval kapcsolatos kérdés egy
eldontend6 kérdés, tehat a probléma egy példanyara a vélasz ”igen” vagy "nem” lesz.

Egy kiszamitasi probléma reprezentalhaté egy f : A — B fliiggvénnyel. Az A halmaz tartalmazza
a probléma egyes bemeneteit, jellemzéen egy megfelelé abécé feletti széban elkédolva, mig a B halmaz
tartalmazza a bemenetekre adott valaszokat, szintén valamely alkalmas dbécé feletti széban elkddolva.
Ertelemszer{ien, ha eldontési problémardl van szé, akkor az f értékkészlete, vagyis a B egy két elemii
halmaz: {igen,nem}, {1,0}, stb.

Kiszamithaté fiiggvény: Egy f : A — B flggvényt kiszamithaténak neveziink, ha minden z € A
elemre az f(z) € B fiiggvényérték kiszamithat6 valamilyen algoritmikus modellel.

Megoldhaté, eldonthetd probléma: Egy kiszdmitési probléma megoldhatd (eldontési probléma esetén
azt mondjuk, hogy eldinthetd), ha az altala meghatarozott fliggvény kiszdmithatd.

Algoritmusok id6igénye: Legyenek f,g: N — N filiggvények, ahol N a természetes szamok halmaza.
Azt mondjuk, hogy f legfeljebb olyan gyorsan nd, mint g (jeldlése: f(n) = O(g(n))), ha Je¢ > 0 és
ng € N, hogy f(n) < cxg(n) Yn > ng. Az f(n) = Q(g(n)) jeloli azt, hogy g(n) = O(f(n)) teljesiil és
f(n) =0O(g(n)) jeldli azt, hogy f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)) is teljesiil.

Példa: 3n® +5n2 + 6 = O(n?), n* = O(2") Vk > 0, stb.

Tétel: Minden polinomialis fliggvény lassabban nd, mint barmely exponenciélis fiiggvény, azaz minden
p(n) polinomhoz és ¢ > 0-hoz Ing egész szam, hogy Vn > ng esetén p(n) < 2"

Kiszamitasi probléma megfeleltetése eldontési problémanak: Tekintsiink egy P kiszamitasi
problémét és legyen f : A — B a P altal meghatdrozott fiiggvény. Ekkor megadhaté P-hez egy P’
eldontési probléma tigy, hogy P’ pontosan akkor eldonthetd, ha P kiszamithato. Allftsuk péarba ugyanis
minden a € A elemre az a és f(a) elemeket, és kédoljuk el az igy kapott parokat egy-egy széban. Ezek
utdn legyen P’ az {gy kapott szavakbdl képzett formélis nyelv. Nyilvdnvald, hogy ha minden a € A
és b € B elemre az (a,b) € P’ tartalmazds eldonthetd (azaz P’ eldonthetd), akkor P kiszadmithatd és
forditva. E megfeleltetés miatt a tovabbiakban jellemz6en eldontési problémakkal foglalkozunk.

2.2 Turing-gépek

Hasonléan a véges automatdhoz vagy a veremautomatahoz, a Turing-gép is egy véges sok &allapottal
rendelkez6 eszkoz. A Turing-gép egy két iranyban végtelen szalagon dolgozik. A szalag celldkra van
osztva, tulajdonképpen ez a gép (korldtlan) memodridja. Kezdetben a szalagon csak a bemend szé van,
minden celldn egy betli. A szalag tobbi celldja egy dgynevezett blank vagy székoz (L) szimbdlumokkal
van feltoltve. Kezdetben a gép ugynevezett iré-olvasé feje a bemené szd els6é betlijén all és a gép a
kezdéallapotdban van. A gép az iré-olvasé fejet tetszolegesen képes mozgatni a szalagon. Képes tovabba
a fej pozici6jaban a szalag tartalm&t kiolvasni és atirni. A gépnek van két kitiintetett dllapota, a ¢; és
a qn allapotok. Ha ezekbe az allapotokba keriil, akkor rendre elfogadja illetve elutasitja a bemend szot.
Formaélisan a Turing-gépet a kovetkez6é mdédon definidljuk.

A Turing-gép formadlis definicigja: A Turing-gép egy olyan M = (Q, X, T, 6, qo, i, g ) rendszer, ahol:

e () az allapotok véges, nem iires halmaza,

® q0,¢,qn € Q, qo a kezddéllapot, ¢; az elfogadd allapot, ¢, pedig az elutasité allapot,
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e Y és T abécék, a bemeno jelek és a szalagszimbolumok abécéje gy, hogy ¥ C T és I' — X tartalmaz
egy specialis LI szimbdélumot,

e §:(Q—{4gi,qn}) xT' = Q xT x {L, R, S} az dtmenetfliggvény.

Ugy mint a veremautomatak esetében, egy M Turing-gép miikodésének fazisait is konfigurdcidkkal
irhatjuk le.

Turing-gép konfiguraciéja: Az M Turing-gép konfiguracidja egy olyan uquv szd, ahol g € Q és u, v € I'*,
v # €. Ez a konfigurdcié az M azon allapotat tlikrozi amikor a szalag tartalma wv (uv el6tt és utdn
a szalagon mér csak U van), a gép a ¢ éllapotban van, és az ir6-olvasé fej a v els6 betiijére mutat. M
Osszes konfiguracidjanak halmazat Cps-el jeloljik.

Turing-gép kezddékonfiguracidja: M kezdSkonfiguracidja egy olyan goull sz6, ahol u csak >-beli
betiiket tartalmaz.

Turing-gép konfiguriaciéatmenete: M konfigurdciéatmenete egy olyan FC Cps x Cpy relacié, amit a
kovetkezdképpen definialunk. Legyen uqav egy konfiguracié, ahol a € T" és u, v € I'*. A kovetkez6 harom
esetet kiilonboztetjiik meg:

1. Ha §(q,a) = (r,b,S), akkor ugav - urbv.
2. Ha é(q,a) = (r,b, R), akkor ugav b ubrv’, ahol v = v, ha v # ¢, kiilénben v’ = L.
3. Ha d(q,a) = (r,b, L), akkor ugav - u'rcbv, ahol v’'c = u valamely u’ € T*-ra és ¢ € T'-ra, ha u # ¢,

egyébként pedig v’ = ¢, ¢ = L.

Azt mondjuk, hogy M véges sok 1épésben eljut a C konfigurdciébdl a C” konfiguraciéba (jele C H* C7),
ha 1étezik olyan n > 0 és (4, ...C,, konfigurdciésorozat, hogy C; = C, C,, = C’ és minden 1 < i < n-re
CiF Ciyr.

Ha g € {¢;,qn}, akkor azt mondjuk, hogy az ugv konfigurdcié egy megalldsi konfiguracié. Tovébbd,
q = q; esetében elfogadd, mig g = g, esetében elutasité konfiguraciordl beszéliink.

Turing-gép &altal felismert nyelv: Az M Turing-gép altal felismert nyelv (jellése L(M)) azoknak az
u € X* szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy qoull F* zq;y valamely x,y € I'*, y # ¢ szavakra.

abra 11: Egy, az L = {u#u | u € {0, 1}+} felismer6 Turing-gép.

Turing-gépek ekvivalenciaja: Két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet is-
merik fel.
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Turing-felismerhet6 nyelv, rekurzivan felismerhet6 nyelvek osztalya: Egy L C ¥* nyelv Turing-
felismerhetd, ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. A Turing-felismerhetd nyelveket szokds rekurzivan
felsorolhatdnak is nevezni. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztélyat RE-vel jeloljiik.

Turing-eldontheté nyelv, rekurziv nyelvek osztalya: Egy L C ¥* nyelv Turing-eldontheté, ha
létezik olyan Turing-gép, amely minden bemeneten megéllasi konfiguracioba jut és felismeri L-et. A
Turing-felismerhetd nyelveket szokds rekurzivnak is nevezni. A rekurziv nyelvek osztalyat R-rel jeloljik.

Turing-gép futéisi ideje, id6igénye: Tekintsiink egy M = (Q, X%, T, 0, qo, ¢i, @) Turing-gépet és annak
egy u € X* bemend szavdt. Azt mondjuk, hogy M futési ideje (idéigénye) az u szén n (n > 0), ha M
a goull kezd6konfiguraciobdl n 1épésben el tud jutni egy megallasi konfiguraciéba. Ha nincs ilyen szédm,
akkor M futdsi ideje az u szoén végtelen.

Legyen f : N — N egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy M iddigénye f(n) (vagy azt, hogy M egy f(n)
id6korldtos gép), ha minden u € ¥* input széra M id6igénye az u szén legfeljebb f(I(u)).

2.2.1 Tobbszalagos Turing-gépek

A tobbszalagos Turing-gépek, értelemszeriien, egynél tobb szalaggal rendelkeznek. Mindegyik szalaghoz
tartozik egy-egy ir6-olvasé fej, melyek egymastdl fiiggetlentil képesek mozogni a szalagon.

Tobbszalagos Turing-gép definicidja: Legyen k£ > 1. Egy k-szalagos Turing-gép egy olyan M =
(Q,%2,T,9,qo, g, qn) rendszer, ahol a komponensek a § kivételével megegyeznek az egyszalagos Turing-
gép komponenseivel, § pedig a kovetkezéképpen adédik. d: (Q — {g;, qn}) x I'* — Q x I'* x {L, R, S}k.
Legyenek ¢,p € Q, a1, a2, ...,ak,b1,b2,....,b,, € T és Dy, Da,...,Dy, € {L,R,S}. Ha §(q,a1,a2,...,ar) =
(p, b1, b2, ..., b, D1, Do, ..., Dy), akkor a gép akkor a gép a g dllapotbdl, ha a szalagjain rendre az ay, as, ..., a
betiiket olvassa, 4t tud menni a p allapotba, mikozben az a1, as, ..., ax betiiket atirja a by, ba, ..., by, betlikre
és a szalagokon a fejeket D1, Do, ..., D} irdnyokba mozgatja.

A tobbszalagos Turing-gép konfiguracidja, a konfiguraciéatmenet valamint a felismert illetve eldontott
nyelv definicidja az egyszalagos eset értelemszeri altalanositdsa. A tobbszalagos Turing-gép idGigényét
is az egyszalagoshoz hasonléan definidljuk.

Tobbszalagos és egyszalagos gépek ekvivalencidja: Minden k-szalagos, f(n) id6korldtos Turing-
géphez van vele ekvivalens O(n x f(n)) id6korldtos egyszalagos Turing-gép.

2.2.2 Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép allapotfiiggvénye d : (Q — {¢i,qn}) x P(I' = Q@ x I' x {L, R})
alakd. Tehdt M minden konfiguraciéjabdl néhany (esetleg nulla) kiilonb6z6 konfigurdciéba mehet dt. Ily
moédon M szamitasi sorozatai egy u szon egy faval reprezentalhatok. A fa csiicsa M kezdGkonfigurédcidja,
a szogpontjai pedig M konfiguraciéi. A fa minden levele megfelel M egy szamitasi sorozatdnak az u-n.
M akkor fogadja el u-t, ha a fa valamelyik levele elfogad6 konfiguracié. Nevezziik ezt a most leirt fat az
M nemdeterminisztikus szamitasi fajanak az u-n. Az M Aaltal felismert nyelv a determinisztikus esethez
hasonléan definialhaté, a gép altal eldontott nyelv pedig a kovetkezoképpen.

Nemdeterminisztikus Turing-gép altal eldontott nyelv: Azt mondjuk, hogy egy nemdetermin-
isztikus M Turing-gép eldont egy L C T'™* nyelvet, ha felismeri, és minden u € 3% széra M szamitasi
sorozatai végesek és elfogadési vagy elutasitasi konfiguraciéba vezetnek.

Nemdeterminisztikus Turing-gép idGigénye: Legyen f : N — N fliggvény, M egy nemdetermin-
isztikus Turing-gép. Az M id6igénye f(n), ha egy n hosszi u bemeneten nincsenek M-nek f(n)-nél
hosszabb szamitdsi sorozatal, azaz az M szamitasi fdja az u-n legfeljebb f(n) magas.

Determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gépek ekvivalenciaja: Minden M nemdeter-

minisztikus Turing-géphez megadhaté egy ekvivalens M’ determinisztikus Turing-gép. Tovabbd, ha M
f(n) id&éigényti valamely f : N — N fiiggvényre, akkor M’ 2°U/ (") idgigényti.
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2.3 Eldonthetetlen problémak

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy bar a Turing-gép a lehet6 legaltalanosabb algoritmus modell,
mégis vannak olyan problémék, melyek nem szamithatok ki Turing-géppel.

Emlékeztets: A rekurzivan felsorolhaté (Turing-felismerhetd) nyelvek osztélyat RE-vel, a rekurziv
(Turing-eldonthetd) nyelvek osztdlydt R-rel jeloljik.

Vildgos, hogy R C RE. A célunk az, hogy megmutassuk: az R valédi részhalmaza az RFE-nek, azaz
van olyan nyelv (probléma) ami Turing-felismerhet8, de nem eldénthetd.

Csak olyan Turing-gépeket fogunk vizsgdlni, melyek bemend dbécéje a {0,1} halmaz. Ez nem je-
lenti az dltaldnossidg megszoritdsat, hiszen ha taldlunk egy olyan {0,1} feletti nyelvet, melyet nem lehet
eldonteni ilyen Turing-géppel, akkor ezt a nyelvet egyaltalan nem lehet eldonteni.

2.3.1 Turing-gépek kédolasa

A {0,1} feletti szavak felsorolhatéak (vagyis megszdmldlhatéak). Valéban, tekintsiik azt a felsoroldst,
amelyben a szavak a hosszuk szerint kovetik egymast, és két egyforma hosszu sz6 kozil pedig az van
elébb, amelyik az alfabetikus rendezés szerint megelézi a mésikat. Ily médon a {0, 1}" halmaz elemeinek
egy felsorolasa a kovetkezSképpen alakul: wy; = €, we = 0, ws = 1, wy = 00, ws = 01 és igy tovabb.
Ebben a fejezetben tehdt a w; széval a {0,1}" 4. elemét jeldljiik.

Legyen tovabbd M egy {0,1} inputdbécé feletti Turing-gép. Van olyan k > 0 szdm, hogy Q-t
felirhatjuk @ = {p1,...px} alakban, ahol p; = qo, Pk—1 = qi, Pk = gn. Tovdbb4, van olyan m > 0 szém,
hogy I'-t felirhatjuk I' = { X1, ... X, } alakban, ahol X1 =0, X5 =1, X35 =1, és X4,...X,,, az M tovabbi
szalagszimbdlumai. Nevezziik végiil az L, R, S szimbdlumokat (amelyek irdnyokat jelolnek) rendre Dy,
Dy és Ds-nak. Ezek utan M egy 0(pi, X;) = (pr, X, Dy) (0 < iyr <k, 1 <js<mésl<t<3)
atmenete elkédolhaté a 0°10710710°10° széval. Mivel minden O-s blokk hossza legaldbb 1, az dtmenetet
kédold széban nem szerepel az 11 részszé. Tehat az M Osszes atmenetét kédold szavakat Gsszeflizhetjiik
egy olyan szové, melyben az atmeneteket az 11 részszo vélasztja el egymastol. Az igy kapott sz6 pedig
magat M-et kédolja.

A tovébbiakban M;-vel jeldljik azt a Turing-gépet, amelyet a w; sz6 kédol (¢ > 1). Amennyiben w;
nem a fent leirt kédoldsa egy Turing-gépnek, akkor tekintsiik M;-t olyannak, ami minden input esetén
azonnal a ¢, dllapotba megy, azaz L(M;) = (.

A késébbiekben sziikségiink lesz arra, hogy elkédoljunk egy (M,w) Turing-gép és bemenet pérost

egy {0,1} feletti sz6ban. Mivel a Turing-gépek kédoldsa nem tartalmazhat 111-et, ezért (M, w) kédja a
kovetkez6: M kédja utan irunk 111-et, majd utana w-t.

2.3.2 Egy nem rekurzivan felsorolhaté nyelv

Az Lsys nyelv: Az Lsys nyelv azon {0, 1} feletti Turing-gépek bindris kédjait tartalmazza, melyek nem
fogadjék el onmaguk kédjat, mint bemend szét, azaz Lays = {w; | i > 1, w; ¢ L(M;)}

Tétel: La'tlé ¢ RE.

2.3.3 Egy rekurzivan felsorolhaté, de nem eldéntheté nyelv

Az L, nyelv: Tekintsiik azon (M, w) parok halmazit (egy megfelel§ bindris széban elkédolva), ahol M
egy {0,1} bemend dbécé feletti Turing-gép, w pedig egy {0, 1} feletti sz6 gy, hogy w € L(M), azaz M
elfogadja w-t. Ezt a nyelvet jeloljik L,-val. L, = {{w;,w;) | i,5 > 1,w; € L(M;)}

Tétel: L, € RE.

Tétel: L, ¢ R.
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2.3.4 Tovabbi tételek

1. Legyen L egy nyelv. Ha L, L € RE, akkor L € R. Kovetkezmény: a rekurzivan felsorolhaté nyelvek
nem zartak a komplementerképzésre.

2. Ha L € R, akkor L € R, azaz a rekurziv nyelvek zartak a komplementerképzésre.

2.3.5 Tovabbi eldonthetetlen problémak

Kiszamithaté fiiggvény: Legyen X és A két dbécé és f X*bdSl A*-ba képzé fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy f kiszamithaté, ha van olyan M Turing-gép, hogy M-et egy w € ¥* széval a bemenetén elinditva,
M dgy all meg, hogy a szalagjin a f(w) € A* sz6 van.

Eldontési problémak visszavezetése: Legyen Ly C X* és Lo C A* két eldontési probléma. L vis-
szavezethetd Lo-re (L1 < Lg), ha van olyan f : ¥* — A* kiszdmithat6 fiiggvény, hogy minden w € ¥*
széra w € Ly pontosan akkor teljesiil, ha f(w) € Lo is teljesiil.

Tétel: Legyen L1 C X* és Ly C A* két eldontési probléma és tegyiik fel, hogy Li visszavezetheté Lo-re.
Ekkor igazak a kovetkez6 allitasok:

1. Ha L, eldonthetetlen, akkor L is.

2. Ha Ly ¢ RE , akkor Ly ¢ RE.

A megdlldsi probléma: Legyen L, = {(M,w) | M megdll a w bemeneten}, azaz Lj azon (M, w)
Turing-gép és bemenet parosokat tartalmazza elkédolva, melyekre M megall a w bemeneten. Ly eldonthetetlen
(L, visszavezethet6 Lp-ra), viszont Ly, € RE.

Az Lj..s probléma: Legyen Li..s = {(M) | L(M) =0}. Ljes eldonthetetlen (L, visszavezethetd
Lijres-re), valamint Li..s ¢ RE.

Rekurzivan felsorolhat6é nyelvek (nem trividlis) tulajdonsdga: Ha P a rekurzivan felsorolhaté
nyelvek egy halmaza, akkor P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy tulajdonsdga. Ha P # () és P # RE,
akkor P nem trividlis tulajdonsaga a rekurzivan felsorolhaté nyelveknek.

Rice tétele: Adott P tulajdonsigra jeldljik Lp-vel azon Turing-gépek kédjainak halmazat, amelyek
‘P-beli nyelvet ismernek fel. Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy nem trividlis tulajdonsaga, akkor
Lp eldonthetetlen.

Post Megfelelkezési Probléma (réviden PMP): A PMP problémét a kovetkezOképpen definidljuk.
Legyen ¥ egy legaldbb két betiit tartalmazé dbécé és legyen D = {[%], cey [“—"]} egy domindhalmaz,

Un
melyben n > 168 Uy, ..., Up, V1, ..., v, € 2. A kérdés az, hogy van-e egy olyan 1 < iq,...,i,, <m (m > 1)
indexsorozat, melyre teljestl, hogy a [:—1}, ooy [2m] domindkat egymds mellé frva alul és feliil ugyanaz a
1

’U’L’"L

sz6 adodik, azaz u,,...u; , = v;,...v;, . Ebben az esetben a fenti domindsorozatot a D egy megoldasanak
nevezzik.

Formalis nyelvként a kovetkez&képpen definidlhatjuk a PMP-t: PMP = {(D) | D — nek van megolddsa}.
PMP eldonthetetlen.

2.4 Bonyolultsagelmélet

A bonyolultsdgelmélet célja a megoldhaté (és ezen beliil az eldontheté) problémék osztdlyozdsa a megolddshoz
sziikséges eréforrasok (jellemzben az idé és a tdr) mennyisége szerint.

2.4.1 Iddébonyolultsagi fogalmak

TIME: Legyen f : N — N fiiggvény. TIME(f(n)) = {L | L eldontheto O(f(n)) idoigényt Turing — géppel}
P = Uk21 TIME (n*). Tehat P azon nyelveket tartalmazza, melyek eldonthetéek polinom idSkorlatos

determinisztikus Turing-géppel. Ilyen példdul a j6l ismert ELERHETOSEG probléma, melynek bemenete
egy G graf és annak két kitiintetett csicsa (s és t). A kérdés az, hogy van-e a G-ben ut s-bél t-be. Ha
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az ELERHETOSEG probléméra nyelvként tekintiink, akkor irhatjuk azt, hogy
ELERHETOSEG = {(G, s,t) | G — ben van 4t s — bol t — be}.

Koénnyen megadhaté az ELERHETOSEG problémé&jat polinom idében eldéntd determinisztikus Turing-
gép, tehat ELERHETOSEG € P.

NTIME: Legyen f : N — N filiggvény.
NTIME(f(n)) = {L | L eldontheto O(f(n)) idoigényu nemdeterminisztikus Turing — géppel}

NP = |J,», NTIME(n*). Az NP-beli problémék rendelkeznek egy kozds tulajdonséggal az aldbbi
értelemben. Ha tekintjiikk egy NP-beli probléma egy példanyat és egy lehetséges ”bizonyitékot” arra
nézve, hogy ez a példany ”igen” példanya az adott problémanak, akkor ezen bizonyiték helyességének
leellenérzése polinom id6ben elvégezhetd. Ennek megfeleléen egy NP-beli problémat eldonté nemdeter-
minisztikus Turing-gép altalaban gy miikodik, hogy ”megsejti” a probléma bemenetének egy lehetséges
megoldasat, és polinom idoében leellendrzi, hogy a megoldas helyes-e.

Tekintsiik a SAT problémét, amit a kdvetkezéképpen definidlunk. Adott egy ¢ itéletlogikai KNF.
A kérdés az, hogy kielégithet6-e. Annak a bizonyitéka, hogy a ¢ kielégithetd, egy olyan valtozé-
hozzarendelés, ami mellett kiértékelve a ¢-t igaz értéket kapunk. Egy tetszoleges valtozo-hozzarendelés
tehat a ¢ kielégithet6ségének egy lehetséges bizonyitéka . Annak leellenérzése pedig, hogy ez a hozzarendelés
tényleg igazza teszi-e ¢-t, polinom id6ben elvégezhetd. A SAT NP-beli probléma.

Az a definiciokbdl kovetkezik, hogy fennall a P C NP tartalmazés.

2.4.2 NP-teljes problémak

Polinom id6ben kiszamithaté fiiggvény: Legyen X és A két dbécé és f X*bdl A*-ba képzé fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy f polinom id6ben kiszdmithatd, ha kiszamithaté egy polinom idSigényl Turing-
géppel.

Eldontési problémak polinom idejii visszavezetése: Legyen L; C X* és Ly C A* két eldontési
probléma. L; polinom idében visszavezethetd Lao-re (L1 <, Lg), ha L; < Lo és a visszavezetésben
hasznalt f fliggvény polinom idében kiszamithato.
Tétel: Legyen L; és Lo két probléma gy, hogy L1 <, Lo. Ha Lo

1. P-beli, akkor L; is P-beli.

2. NP-beli, akkor L; is NP-beli.
NP-teljes probléma: Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha

1. NP-beli, és

2. minden tovdbbi NP-beli probléma polinom id6ben visszavezethetd L-re.

Tétel: Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Megjegyzés: Jelenleg NEM tudunk P-beli NP-teljes problémardl!!!

Tétel: Legyen L, egy NP-teljes, Ly pedig NP-beli probléma. Ha L; <, Lo, akkor Ly is NP-teljes.
Cooke tétele: SAT NP-teljes.

Legyen k > 1. kSAT = {(¢) | ¢ minden tagjaban k literdl van.}

Tétel: 3SAT NP-teljes, ugyanis SAT <, 3SAT.

TELJES RESZGRAF = {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k csticsti részgrafja}. Tehdt a TELIES
RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza, megfeleld abécé feletti szavakban elkédolva, melyekre igaz,
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hogy G-ben van k csicsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csiics kozott van él.
TELJES RESZGRAF= {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k cstcsti részgrafja}. Tehdt a TELIES

RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza, megfeleld dbécé feletti szavakban elkédolva, melyekre igaz,
hogy G-ben van k csicsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csics k6zott van él.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k elema fiiggetlen csicshalmaza}.
Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k parokat tartalmazza, melyekre igaz, hogy G-ben van

k olyan cstcs, melyek koziil egyik sincs 0sszekdtve a mésikkal.

CSUCSLEFEDES =
( ) G véges graf,k > 1, G — nek van olyan k elemu csiucshalmaza, }

mely tartalmazza G minden élének legaldabb 1 végpontjat.

TELJES RESZGRAF, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ és CSUCSLEFEDES NP-teljesek (TELJES RESZGRAF <,
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <, CSUCSLEFEDES).

UTAZOUGYNOK =

(G, F) | G véges irdnyitatlan graf, az éleken egy — egy pozitiv egész sullyal és
’ van G — ben legfeljebb k dsszsulyt Hamilton kor '

Tétel: Az UTAZOUGYNOK probléma NP-teljes.

2.4.3 Tarbonyolultsag

A tarbonyolultsdgot egy specidlis, ugynevezett offline Turing-gépen vizsgaljuk.

Off-line Turing-gép: Offline Turing-gépnek neveziink egy olyan tobbszalagos Turing-gépet, mely a
bemenetet tartalmazé szalagot csak olvashatja, a tobbi, in. munkaszalagokra pedig irhat is. Az offline

Turing-gép tarigényébe csak a munkaszalagokon felhasznalt teriilet szamit be.

A tovébbiakban Turing-gép alatt minidig offline Turing-gépet értiink. Most definidljuk a tarbonyolultsidggal
kapcsolatos nyelvosztalyokat.

SPACE(f(n)) = {L|L eldénthets O(f(n)) tarigénya determinisztikus Turing — géppel}
NSPACE(f(n)) = {L|L eldontheto O(f(n)) tarigényt nemdeterminisztikus Turing — géppel }
PSPACE = |J,., SPACE(n*)

NPSPACE = |J,., NSPACE(n*)

L = SPACE(log, n)

NL = NSPACE(log, 1)

Savitch tétele: Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) C SPACE(f2(n)).
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