Zarovizsga tételsor

13. Alapvetd algoritmusok és adatszerkezetek

Alapvetd algoritmusok és adatszerkezetek

Egyszerii adattipusok dbrazolasai, miiveletei és fontosabb alkalmazésai. A hatékony adattarolés és vis-
szakeresés néhany megvalositasa (binaris kereséfa, AVL-fa, 2-3-fa és B-fa, hasités (,hash-elés”)). Ossze-
hasonlit6 rendezé algoritmusok (buborék és beszir6 rendezés, ill. verseny, kupac, gyors és Osszefésiils

Fekete Déra

rendezés); a miiveletigény also korlatja.

1 Egyszert adattipusok abrazolasai, miiveletei és fontosabb al-

kalmazasai

1.1 Adattipus

Adatszerkezet: ~ struktuara.

Adattipus: adatszerkezet és a hozza tartozoé miiveletek.

Adatszerkezetek:

e Tomb: azonos tipusu elemek sorozata, fix méreti.

e Verem: Mindig a verem tetejére rakjuk a kovetkezs elemet, csak a legfels6t kérdezhetjiik le, és

vehetjik ki.

Verembe(V[1..n], k, d, hiba)

k=n
I N
hiba = igaz | k=k+1
Vk]=d
hiba = hamis

Verembol(V[1..n], k x, hiba)

k=0
I N
hiba = igaz | x=V[k]
k=k-1
hiba = hamis

e Sor: Egyszerii, els6bbségi és kétvégili. A prioritdsos sornél az elemekhez tartozik egy érték, ami

alapjan rendezhetjiik Gket.

Figure 1: Verem miiveletei




Sorba(S[L.n], j, h, d, hiba)

Sorbol(5[1..], j. k x, hiba)

h=n

| N

hiba = igaz h+j=n

I N

Sn]=d | Sh+modn]=4d

h=h+1

hiba = hamis

kmodn=j-1
I N
hiba =igaz | == 5[]
j=mn-1
I N
j=mn | j=j+1modn
hiba = hamis

Figure 2: Sor mtiveletei

e Lista: Lancolt dbrazolassal reprezentaljuk. 3 szempont szerint kiilonboztethetjiik meg a listakat:
fejelem van /nincs, lancolés irdnya egy/ketts, ciklusossag van/nincs. Ha fejelemes a listank, akkor

a fejelem akkor is létezik, ha iires a lista.

A lista node-okbdl all, minden node-nak van egy, a kévetkezére mutatd pointere, illetve lehet az

el6zére is, ha kétirdnyt. Ezen kiviil van egy els§ és egy aktudlis node-ra mutaté pointer is, és az
utols6 elem mutatdja NIL. A listat megvalosithatjuk gy, hogy tetszéleges helyre lehessen elemet

beszirni, illetve torolni.

Listaba(l, r)

p=1

p-=mut != NIL && r-»ért > p->mut-»ért

p = p->mut

r-=mut = p->mut

p-=mut=r

Tordl(fej, akt, r)

akt = NIL
| N
r=NIL | p=fgj
p->mut != akt
p=p-=mut
r=akt

p-=mut = p-=mut->mut

akt = akt->mut

r-=mut = NIL

Figure 3: Lista mtveletei

e Fa: Egyszert, binéris és specialis (kupac, binaris kereséfa, AVL-fa).

A binéris fat rekurzivan

definidljuk: ¢t € T'(E) [bin. fak tipusérték halmaza(alaptipus)] <= ¢ iires fa (jele: ), vagy t-nek
van gyokéreleme, bal(t), jobb(t) részfaja. Lancoltan abrazoljuk, tombosen csak teljes fak, illetve

kupac esetén.

e Kupac: Olyan binaris fa, melynek alakja majdnem teljes és balra rendezett. Témbdsen abrézoljuk,
mert pointeresen a bonyolult lépkedést nem teszi lehetévé, témbdsen indexosszefiiggésekkel konnyen

megoldhato.



KupacbaBeszur(A[1..n], k d, hiba)

k=n

I N

hiba =igaz | k=k+1

Al =d

v=kdiv2

u=k

1 <= v && A[v] < Afu]

Csere(A[v], A[u])

u=v

v=vdiv2

hiba = hamis

Figure 4: Kupac mdveletei

e Hasitotdbla

e Grif [Nem egyszeri adattipus.]

1.2 Abrazolasai

Absztrakcios szintek:

1. absztrakt adattipus (ADT): specifikacié szintje, itt nincs szerkezeti Osszefliggeés, csak matematikai
fogalmak, miiveletek logikai axiémakkal vagy eléfeltételekkel.

e algebrai (axiomatikus) specifikicio, példa: Verembe : VxE — V. Axiéma, példa: Felso(Verembe(v,e)) =
e

o funkcionalis (el6- és utofeltételes) specifikacio, példa: (els6bbségi) sor S(E), s € S egy konkrét
sor, s = {(e1,t1), ..., (en,tn)}, n > 0. Ha n = 0, akkor a sor iires.
Vi, j € [1..n]:i7éj—>ti7étj.
Sorbol : S — S X E, Dsorpor = S\{ures}. El6feltétel: Q = (s = s’ As' # (), utofeltétel:
R=(s=35\{(e,t)} A (e,t) € ' ANVi(e;,t;) € 8 1t < t;).

2. absztrakt adatszerkezet (ADS): kognitiv pszichologia szintje, abrak. Az alapvets szerkezeti tulaj-
donsédgokat tartalmazza (nem mindet). Ennek a szintnek is része a miiveletek halmaza. Példak: az
abra egy iranyitott graf, miivelet magyarazata, adatszerkezet definialasa.

Sor szerkezete - .
Verembdl mivelet magyarazata

> =0 -0 ~0 -0 :

—>

sor

Figure 5: ADS



3. dbrdzolds/reprezentdcio: dontések (t6mbds vagy pointeres abrazolds), a nyitva hagyott szerkezeti
kérdések. Egy adatszerkezetet tobbféle reprezentacioval is meg lehet valositani (pl. prioritésos sor
lehet rendezetlen témb, rendezett tomb, kupac).

e tdmbés dabrdzolds: takarékos abrazolas, elhelyezése, tetszGleges rakovetkezések, bejarasok, de
ezeket meg kell adni.

e pointeres dbrdzolds: minden pointer egy Osszetett rekord elejére mutat.
4. implementdlds

5. fizikai szint

1.3 Miiveletei
o Ures adatszerkezet létrehozasa
e Annak lekérdezése, hogy iires-e az adatszerkezet
e Elem berakisa, itt ellendrizni kell, hogy nem telt-e még meg
e Elem kivétele vagy torlése, itt ellenérizni kell, hogy nem {iires-e

e Adott tulajdonsagi elem (példaul maximum, veremben a fels) lekérdezése, itt is ellendrizni kell,
hogy {ires-e az adatszerkezet

e Bejarasok (preorder, inorder, postorder, szintfolytonos), listaknal az elss, el6z6 vagy kovetkezd
elemre lépés

e Elem modositésa bizonyos adatszerkezeteknél (pl. listak)

1.4 Fontosabb alkalmazisai

Prioritisos sor: nagygépes programfuttatiasnal az er&forrasokat a prioritds ardnydban osszuk el, adott
pillanatban a maximalis prioritasat valasszuk. SlirgGsségi iigyeleten, grafalgoritmusoknal is alkalmazhato.
B-fa: ipari méretekben adatbazisokban hasznaljak.

2 A hatékony adattarolas és visszakeresés néhany megvaldsitasa
(binaris kereséfa, AVL-fa, 2-3-fa és B-fa, hasitas (,hash-elés”))

2.1 Binéaris keresé6fa

Nincsenek benne azonos kulcsok, a kévetendd elv: | kisebb balra, nagyobb jobbra". Inorder bejarassal
novekvd kulessorozatot kapunk.

Miiveletigénye fa magassagi nagysigrendii.

Az a cél, hogy a binéris keres6fa ne nyuljon meg lancszerten, erre j6 az AVL-fa és a 2-3-fa.



Beszur(t. p)

y=NILx=t

% != NIL && p->ért != x-=ért

yex

p-mért < y-sért

1 N

x=x>hal | x=x->jobb

% = NIL && p->ért = x-yért Kovetkezo(t, p)

1 N
p-> jobb = NIL

Return NIL | p-»szild =y ; i

yl= NIL i

=p a=p->jobb

a-»szild != NIL && a-»szild-#ért < a-=ért | a-zhal != NIL

p-ért < y-»ért i :
a= a->szils a=a-bal

1 N

a-»sziilé = NIL Returna

y>bal=p | y->jobb=p
I N

return a-=szild

Return p return NIL

Figure 6: Binaris kerestfa miiveletei

2.2 AVL-fa

Cél: a t binaris keres6fa magassaganak log,(n) kozelében tartasa, azaz h(t) < c¢-log,(n), ahol ¢ elfogad-
hatoan kicsi. Az ilyen fat kiegyensulyozottnak nevezziik.

AVL: Adelszon-Velszkij, Landisz 1962-ben alkottak meg.

A ¢ binaris keresofat egyuttal AVL-fanak nevezziik <= ¢ minden x csucsara |h(bal(x))—h(jobb(x))| < 1.
Minden cstacsnak van egy cimkéje +, —, = (gyerekek magassaganak kiilonbsége). A beszuras helyétél
felfelé ellendrizziik ezeket, és ha kell, akkor moédositjuk. Ha valahol ++ vagy —— alakul ki, akkor ott
elromlik az AVL-tulajdonsag, egy vagy tobb forgatdssal vagy atkotéssel konstans miiveletigénnyel helyre
lehet hozni.

To6bbféle séma is van: (++,+), (++, —), (++, =) és a tiikorképeik.

2.3 2-3-fa és B-fa

2-3-fa kis méretben az elmélet szamara jo, a B-fa a gyakorlati valtozat adatbézisban.

t 2-3-fa <= minden bels§ csticsnak 2 vagy 3 gyereke van, a levelek azonos szinten helyezkednek el,
adatrekordok csak a levelekben vannak, belsé pontokban kulcsok és mutatok, levelekben a kulcsok balrol
jobbra nének.

Ha 4 gyerek lenne a besztras utan, akkor csticsot kell vagni. Ha torlésnél 1 gyerek lenne valahol, akkor
cstcsosszevonasokat és gyerekatadast alkalmazunk.

B-fa nagyobb mérett, itt két hatar kozott mozog a gyerekszam: [£] és 7, ahol 50 < r < 1000.

2.4 Hasitas
Kulcsos rekordokat térol.

e Hasitds ldncoldssal: a kulcsiitkozést lancolassal oldja fel. Van egy hasitofiiggvény: h: U — [0..m —
1], elvéaras vele kapcsolatban, hogy gyorsan szamolhat6 és egyenletes legyen. m-et ugy valasztjuk
meg n nagysagrendjének ismeretében, hogy o = 7 lesz a varhato listahossz, ha egyenletes hasitést
feltételeziink.

Példaul kétirdnyu listat hasznalhatunk a hasitashoz. Miiveletek: beszuras, keresés, torlés.
Gyakorlatban érdemes m-et gy megvalasztani, hogy olyan primszdm legyen, ami nem esik 2-
hatvany kozelébe.

e Hasitds nyitott/nyilt cimzéssel: A kulcsokat lehessen egészként értelmezni, ekkor vannak jo hasitofiig-
gvények.
Probalkozas altalanos képlete: h(k) 4+ hi(k) (mod M), 0 < i < M — 1. Egész addig alkalmazza,
amig {ires helyet nem talal.



1. Linedris préba: h;(k) = —i (mod M), egyesével balra lépegetve keressiik az iires helyet.
Héatranya az elsGdleges csomdsodas, ez jelentGs lassulast okoz besziurasnal és keresésnél.

2. Négyzetes proba: h;(k) = (—=1)*([%])? (mod M), a négyzetszdmokkal lépegetiink balra-jobbra,

ezek az eltolasok kiadjak {0,1,..., M — 1}-et. Hatrany: masodlagos csomosodas.

3. Kettds hash-elés: h;(k) = —ih’(k) (mod M), ' (k) a k-hoz tartozé egyedi lépéskoz, (b (k), M) =
1 relativ primek. Ha az M elég nagy, akkor nincs csomésodas.

e Hasitofiigguények: Leggyakoribb: k egész, kongruencia relacié. Altalanosan: h(k) = (ak + b (mod
p)) (mod M), az univerzalis hasitas csalddja. Tapasztalat: k egyenletesen hasit.

3 Osszehasonlité rendezd algoritmusok (buborék és besziiré ren-
dezés, ill. verseny, kupac, gyors és Osszefésiilé rendezés)

Buborék- és besztiré rendezés klasszikusak, n?-es mtiveletigénytek, a tobbi hatékony, n log(n)-es idejtek.

3.1 Buborékrendezés

A legnagyobb értéket cserékkel a végéig felbuborékozza, ezt minden ciklus végén elhagyjuk. A gyakor-
latban nem hasznaljak.

Buborékrendezés(A[1..n])

forj=nto 2 hy -1

fori=1to j-1

Alil = Ali+1]
| M

SKIP | csera(Afi], Ali+1])

Figure 7: Buborékrendezés

3.2 Beszuro rendezés

Kis n-re (kb 30) ez a rendezés a legjobb.
Itt az elemmozgatas mindig 1 értékadas (buborékrendezésnél a csere 3 értékadas). Listara is implemen-

talni lehet, ez esetben a pointereket allitjuk at, az elemek helyben maradnak.
A[l..j] rendezett, j = 1..n.



3.3 Versenyrendezés

Gyakorlatban nem hasznaljak.
Teljes binaris fa az alapja, egy versenyfa. Szintfolytonosan dbrazoljuk tombdsen.

2. (n — 1)-szer

a) gyOkérben szerepl6 maximaélis elem helyének megkeresése a levélszinten és —oo irdsa a helyére

Beszurorend(A[1.m])

j=1l.n-1

w=Afj+1).i=]

iz=1&& A[i] =w

Afi+1] = A[i]

Figure 8: Beszurd rendezés

1. A versenyfa kitoltése (a verseny lejatszasa). Maximum a gyokérben, ennek kiirdsa az outputra.

b) az egészet jrajatsszuk (azt az agat, ahol volt) — 2. legjobb feljut a gyokérbe

Versenyrend(A[1..2n-1])

VFaKitolt{A[1.2n-1])

Write(A[1])

i=1l.n-1

VFaMax(A[1.2n-1])

Write(A[1])

VFaKitolt{A[1..2n-1])

j=n-1.

A[l] = max{A[2]]. A[2j+1]}

VFaMax(A[1..2n-1])

j=1

j==n-1

Afi] = Af21]

=2 | =21

A[j] = -végtelen

j=jdiv2

jr=1

Afj] = max{A[2]]. A[2j+1]}

j=jdiva

Figure 9: Versenyrendezés




3.4 Kupacrendezés

1. Kezd§ kupac kialakitasa. Rendezetlen input tombbdgl tartalmi invaridnst készitiink, ami mar ku-
pac struktiraju. Elv: cserékkel lesiillyesztjiik az elemet a nagyobb gyerek irdnyaba, ha kisebb a
nagyobbik gyereknél. A siillyesztés eljuthat ahhoz a cstiicshoz, amelynek nincs jobb gyereke.

2. (n — 1)-szer

a) gyoOkérelem és az alsé szint jobb széls6 (=utolso) aktiv elemének cseréje, és a csere utén lekertilt
elem inaktivva tétele

b) a gyokérbe keriilt elem siillyesztése az aktiv kupacon

Kupacrend({A[1..n])

sully(A[1.]. u. v)
1-igaz Kezdokupac{A[1i.n])
Eﬂdﬂ]mpﬂ.l:(ﬂ[l..n]] 1&& 2u<=v
2u+l = v || A[2u] > A[2u+1] k=n.2
j=(ndiv2) .1l b Ceere(A[1]. A[k])
Afu] >= Afir]
Sﬁﬂ:i."[:ﬁ[l.ﬂ]_. j’ IZ'.I.:I 1= hamis | Csere(a[u] Afir]) SHH}’[A[I..H]_. 1, 1\"1)

Figure 10: Kupacrendezés

A kezdSkupac kialakitdsanal, és a ciklus kozben a siillyesztés modja kicsit kiilonbozik, hiszen az els6
esetben a valtozo elem siillyed le a teljes kupacon, a masodikban a gyokér siillyed az aktiv kupacon. A
képen lathato algoritmus mindkét miiveletet teljesiti.

3.5 Gyorsrendezés

Elve: véletleniil valasztunk egy elemet. A néala kisebb elemeket t&le balra, a nagyobbakat jobbra rakjuk,
az elemet berakjuk a két rész kozé. Rekurziv algoritmus.



Helyrevisz{A[1..n], u, v, k)

i=u+l,j=v

ia=j

i==j&& Afi] = Afu]

i=i+1

i«=j&& Afu] = Afj]

j=j-1
i<
| N
GyorsRend(A[1.n]. u, v) Csere(A[i]. AG])
u>=v i=i+1 =
I N i
Helyrevisz(uwvk)

% | GyorsRend(A[L.n]uk-1) S bl )

GyorsRend(A[1.n], k+1,v) k=i-1

Figure 11: Gyorsrendezés

3.6 Osszefésiilé rendezés

Alapja: 2 rendezett sorozat Osszefésiilése. Ezt alkalmazhatjuk feliilrdl lefelé (rekurziv) vagy alulrol felfelé
(iterativ), ez utobbit szekvencialis fajloknal.

OfRend(A[1.n], u, v)

u==v

h= (u+v) div 2

OfRend(A[t.n], u, h)

OfRend(A[1.n]. h+1,v)

Osszefesul(A[uh], Alh+1.5], Afuv])

Figure 12: Osszefésiils rendezés

4 A miveletigény als6 korlatja osszehasonlité rendezésekre

4.1 Miiveletigény

Kijeloljiik a dominans miiveleteket, és az n inputméret fliiggvényében hanyszor hajtédnak végre, ezt néz-
ziik. Jelolés altalanosan T'(n), de lehet konkrétan is, pl Cs(n) [csere]. mT (n) a minimalis miveletigény,
MT(n) a maximalis és AT (n) az atlagos.



O : nagysagrendileg azonos, két konstans kdzé beszorithatd
: nagysagrendi felsG becslés, o: nincs megengedve az egyenlGség

Q : nagysagrendi als6 becslés, w: nincs megengedve az egyenlGség

4.2 Alsokorlat

Példaul: n elem maximumkivalasztasa legalabb (n — 1) Gsszehasonlitast igényel. Bizonyitésa: Ha ennél
kevesebb Gsszehasonlitds lenne, akkor legalabb 1 elem kimaradt, és ezzel ellentmondéasba keriilhetiink.
Déntési fa: Algoritmus n méreti inputra. Kiegyenesednek a ciklusok véges hosszi lanccé, a végrehajtas
nyoma egy fa strukturat ad. Tokéletes fa: minden bels§ pontnak 2 gyereke van. Ennél az algoritmusnél
nincs jobb, mert 27" > nl. Gsszehasonlité rendezés esetén, n! input.

4.3 Also6korlat legrosszabb esetben

Tétel: MOpg(n) = Q(nlogn) A legkedvezstlenebb permutaciora legalabb nlogn Gsszehasonlitas. Bi-
zonyitas: log,n! < nlogon = Q(nlogn), és MOg(n) = h(t) > logyn! (lemma miatt) = MOpg(n) =
Q(nlogn).

4.4 Alsokorlat atlagos esetben

Legyen minden input egyformén valészinti (%)

AOg(n) = L4 > peperm(n) OR(D), €s konnyt belatni, hogy > Or(p) = lhsum(h(tr(n))) [levél-magassag-
Osszeg].

Lemma: Az n! levelet tartalmazo tokéletes fak koziil azokra a legkisebb az lhsum(h(tr(n))) érték,
amelyek majdnem teljesek.

Tétel: AOgr(n) = Q(nlogn).
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