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14. Haladé algoritmusok
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Haladé algoritmusok

Gréfalgoritmusok: grafok abrazolds, szélességi bejards, minimalis koltségii utak keresése, minimaélis
koltségli feszit6fa keresése, mélységi bejards, DAG topologikus rendezése. Adattomoritések (Huffman-
és LZW-algoritmus). Mintaillesztés mddszerei.

1 Grafalgoritmusok

1.1 Graf abrazolas

Lancolt listas abrazolas
A gréf csucsait helyezziik el egy témbben (vagy lancolt listdban). Minden elemhez rendeljiink hozza
egy lancolt listat, melyben az adott cstics szomszédjait (az esetleges élstilyokkal) soroljuk fel.

Matrixos abrazolas
Legyen a cstcsok elemszama n. Ekkor egy A™*™ maétrixban jel6ljiik, hogy mely csticsok vannak
osszekotve. Ekkor mind a sorokban, mind az oszlopokban a cstcsok szerepelnek, és az a;; celliban
a i csucesbol j csicsba vezet6 €l silya szerepel, ha nines él a két cstics kozott, akkor —oo (stlyozatlan
esetben 1 és 0)

Amennyiben a graf irdnyitatlan nyilvan a;; = a;;

1.2 Szélességi bejaras

G graf (irdnyitott /irdnyitatlan) s startcsticsabdl a tdvolsdg sorrendjében érjiik el a csiicsokat. A legrovidebb
utak feszit6fdjat adja meg, igy csak a tavolsdg szamit, a sily nem.

A nyilvantartott csicsokat egy sor adatszerkezetben taroljuk, az aktudlis csics gyerekeit a sor-ba
tesszlik. A kovetkez6 csics pedig a sor legels6 eleme lesz.

A csticsok tavolsagéat egy d, sziileiket egy 7 témbbe irjuk, és oo illetve 0 értékekkel inicializaljuk.

Az algoritmus:

1. Az s startcsucsot betessziik a sorba
2. A kovetkezo l1épéseket addig ismételjiik, mig a sor iires nem lesz
3. Kivessziik a sor legelsé (u) elemét

4. Azokat a gyerekcsicsokat, melyeknek a tdvolsiga nem oo figyelmen kiviil hagyjuk (ezeken mér
jartunk)

5. A tobbi gyerekre (v): bedllitjuk a sziiljét (w[v] = u), és a tavolsdgat (d[v] = d[u] + 1). Majd
berakjuk a sorba.

1.3 Minimalis koltségii utak keresése

Dijkstra algoritmus
Egy G iranyitott, pozitiv élstulyokkal rendelkezd grafban keres s startcsicsbdl minimalis koltségi
utakat minden csticshoz.

Az algoritmus a szélességi bejaras modositott valtozata. Mivel itt egy hosszabb utnak lehet kisebb
a koltsége, mint egy rovidebbnek, egy mar megtaldlt csiicsot nem szabad figyelmen kiviil hagyni.
Ezért minden cstics rendelkezik hdrom dllapottal (nem elért, elért, kész). A d és 7 tomboket a
szélességi bejarashoz hasonléan kezeljiik.



A még nem kész csicsokat egy prioritdsos sorba helyezziik, vagy minden esetben minimumkeresést
alkalmazunk.

Az algoritmus:

1. Az s startcstcs sulydt 0-ra allitjuk eltdroljuk

2. A kovetkezd 1épéseket addig ismételjiik, mig a konténeriink tires nem lesz
3. Kivessziik a sor legjobb (u) elemét, és "kész”-re allitjuk
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. Ha egy gyerekestics (v) nem kész, és a jelenleg hozzdvezetd it silya kisebb, mint az eddigi,
akkor: a sziiljét u-ra allitjuk (w[v] = u), és a sulyat frissitjik (d[v] = d[u] + d(u,v)).

5. A t6bbi csicsot kihagyjuk.

Bellman-Ford algoritmus

1.4

Egy G élsulyozott (akér negativ) irdnyitott graf s startcsticsdbdl keres minden élhez minimélis
koltségii utakat, illetve felismeri, ha negativ koltségli kor van a grafban. A d és m tombdket az
el6zéekhez hasonléan kezeljiik.

Az algoritmus:

1. A startesices sulyét dllitsuk be 0-ra.

2. n—1 iterdciéban menjiink végig az dsszes csticson, és minden csicsot (u) vessiink 6ssze minden
cstcesal (v). Ha oles6bb utat taldltunk akkor v-be felilirjuk a stlyét (d[v] = d[u] + d(u,v)),
és a sziiléjét (mw[v] = u).

3. Ha az n-edik iterdciéban is tortént modositas, negativ kor van a grafban

Minimalis koltség feszit6fa keresése

A Prim algoritmus egy irdnyitatlan élsilyozott (akar negativ) graf s startcstcsdbdl keres minimaélis
koltségu feszitofat. A d és m tomboket az el6zéekhez hasonléan kezeljiik. Az algoritmus egy prioritdsos
sorba helyezi a csicsokat.

Az algoritmus:

1.
2.

- W

1.5

A startcstcs sulyét dllitsuk be 0-ra.

A csicsokat behelyezziik a prioritdsos sorba.

A kovetkez6 1épéseket addig végezziik, mig a prioritdsos sor ki nem iiriil.
Kivesziink egy csticsot (u) a sorbdl.

Minden gyerekére (v), amely még a sorban és a nyilvdntartott v-be vezetd él silya nagyobb, mint
a most megtaldlt: A v sziil§jét u-ra valtoztatjuk, a nyilvdntartott silyt felilirjuk d[v] = d(u,v).
Majd feliilirjuk a v dllapotédt a prioritdsos sorban.

Azokkal a gyerekekkel, melyek nincsenek a sorban, vagy a sulyukon nem tudunk javitani, nem
valtoztatunk.

Mélységi bejaras

G irdnyitott (nem feltétleniil Gsszefiiggd) graf mélységi bejdrdsival egy mélységi fat (erd6t) kapunk. Az
algoritmus a kovetkezo:

e Agz élstulyok nem jatszanak szerepet

e Nincs startestcs, a graf minden csicsédra elinditjuk az algoritmust. (Természetesen ekkor, ha mér

olyan cstcsot vdlasztunk, amin mar voltunk, az algoritmus nem indul el.)

e A csticsokat mohén valasztjuk, azaz minden cstcs gyerekei koziil az elsét vélasztva haladunk elére,

amig csak lehet. (Olyan csicsot taldlunk, amelynek nincs gyereke, vagy minden gyerekén jartunk
ImAr.)

e Ha mar nem lehet elore haladni visszalépiink.



e Minden cstcshoz hozzarendeliink két értéket. Az egyik a mélységi sorszam, mely azt jeloli, hogy
hanyadiknak értiik el. A masik a befejezési szam, mely azt jelzi, hogy hanyadiknak léptiink vissza
beldle.

A graf éleit a mélységi bejaras kozben osztalyozhatjuk. (Inicializéldskor minden értéket O-ra dllitottunk)
e Faél: A kovetkez csiics mélységi szama 0

o Visszaél: A kovetkez8 csiics mélységi szdma nagyobb, mint 0, és befejezési szdma 0 (Tehdt az
aktudlis Ut egy eléz6 csicsdra kanyarodunk vissza)

o Keresztél: A kovetkezd csiics mélységi szama nagyobb, mint 0, és befejezési szdma is nagyobb,
mint 0, tovabbé az aktudlis csics mélységi szama nagyobb, mint a kovetkezd cstics mélységi szama.
(Ekkor egy az aktudlis csticsot megel6z6 csicsbdl induls, mar megtaldlt itba mutatéd éllel van
dolgunk)

e Elbreél: A kovetkezd csiics mélységi szama nagyobb, mint 0, és befejezési szama is nagyobb, mint
0, tovédbbd az aktudlis csics mélységi szdma kisebb, mint a kivetkezd csiics mélységi szdma. (Ekkor
egy az aktudlis csicsbdl induld, mar megtaldlt dtba mutaté éllel van dolgunk)

1.6 DAG Topologikus rendezése
Alapfogalmak

e Topologikus rendezés:
Egy G(V, E) graf topologikus rendezése a csicsok olyan sorrendje, melyben V(u — v) € E
élre u el6bb van a sorrendben , mint v

e DAG - Directed Acyclic Graph:
Iranyitott kormentes graf.
Legtobbszor munkafolyamatok irdanyitaséra illetve fiiggbségek analizaldsara hasznaljak.

Tulajdonsigok:
— Ha G grafra a mélységi bejdrds visszaélt taldl (Azaz kort taldlt) = G nem DAG
— Ha G nem DAG (van benne kor) = Bérmely mélységi bejdrds taldl visszaélt
— Ha G-nek van topologikus rendezések = G DAG
— Minden DAG topologikusan rendezheto.

DAG topologikus rendezése
Egy G graf mélységi bejarasa soran tegyiik verembe azokat a csicsokat, melyekbol visszaléptiink.
Az algoritmus utdn a verem tartalméat kifrva megkapjuk a graf egy topologikus rendezését.

2 Adattomoritések

2.1 Huffman-algoritmus

A Huffman-algoritmussal val tomorités lényege, hogy a gyakrabban eléforduld elemeket (karaktereket)
rovidebb, mig a ritkdbban eléforduldkar hosszabb kddszavakkal kédoljuk.

Ehhez tisztdban kell lenniink az egyes karakterek gyakorisdgdval (vagy relativ gyakorisdgdval). Ezek
alapjan egy un. Huffman-fat épitiink, melyben az éleket a kdd betiiivel cimkézziik, a fa levelein a
kédolando betiik helyezkednek el, a gyokérbdl a levelekig vezetd it cimkéi alapjan rajuk ossze a kddszavakat.

Az algoritmus (spec. bindris Huffman fdra):
1. A kédolandé szimbdélumokat gyakorisagaik alapjéan sorba rendezziik.
2. A kovetkezd redukeiés 1épéseket addig hajtjuk végre, mig egy csoportunk marad.

3. Kivélasztjuk az utolsé két elemet (legritkdbb), dsszevonjuk 6ket egy 1j csoportba, és ennek a
csoportnak a gyakorisdga a gyakorisagok Osszege lesz.

4. A csoportot visszahelyezziik a rendezett sorba (gyakorisdg alapjén rendezve).



5. A csoportbdl 4j csicsot képeziink, mely csics az 0t alkoté két elem sziiléje lesz.

Példa:
Legyen a kovetkezd 5 betil, mely a megadott gyakorisadggal fordul el6:

A|B|C|DJ|E
5141321

Ekkor a redukcids 1épések a kovetkezdk:

JA[BIC[DE
5143 3

JCDE[ATB
6 5| 4

A B]CDE
9 6

JA B CDE
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A huffman-fa a XY. 4bran lathato.

ABCDE

Q
@

®

abra 1: Huffman-fa példa

Tehat a kodszavak:
A|B|C D E

00 | 01 | 10 | 110 | 111

2.2 LZW-algoritmus

Az LZW (Lempel-Ziv-Welch) tomoritésnek a lényege, hogy egy szétarat bévitiink folyamatosan, és az
egyes kodolando szavakhoz szotarindexeket rendeliink.

Kédolas
A kédolas algoritmusa a kovetkezo 1épésekbél all:
1. A szoétart inicializdljuk az Osszes 1 hosszu széval
2. Kikeressiik a szétarbol a leghosszabb, jelenlegi inputtal 0sszeillo W sztringet
3. W szotarindexét kiadjuk, és W-t eltavolitjuk az inputrol
4. A W sz6 és az input kdvetkezd szimb6luméanak konkatendciéjat felvessziik a szétarba

5. A 2. 1épéstdl ismételjiik



Dekédolas

3

A dekédolds sordn is épiteniink kell a szétdrat. Ezt mdr azonban csak a dekddolt szoveg(rész)
segitségével tudjuk megtenni, mivel egy megkapott kéd dekddolt szava és az utana 1évé szé elso
karakterébol &ll Ossze a szétar kovetkezd eleme.

Tehat a dekddolas 1épései:

1. Kikeressiik a kapott kddhoz tartozé szét a szétarbdl (u), az output-ra rakjuk

2. Kikeressiik a kovetkez8 szét (v) a szétarbol, az els§ szimbdélumat u-hoz konkatendlva a szétarba
rakjuk a kovetkezd indexszel.

3. Amennyiben méar nincs kdvetkezd szd, dekddolunk, de nem irunk a szdtérba.

Megtorténhet az az eset, hogy mégis kapunk olyan kodszdt, mely még nincs benne a szétarban. Ez
akkor fordulhat el6, ha a kédolasnal az aktudlisan szétarba irt szd kovetkezik.

Példa:

Szoveg: AAA
Szétar: A -1

Ekkor a kddoldsnal vessziik az els6 karaktert, a szétarbeli indexe 1, ezt kikiildjiikk az outputra. A
kovetkezd karakter A, igy AA-t beirjuk a szétarba 2-es indexszel. Az elsé karaktert tordljik az
inputrél. Addig olvasunk, mig szétarbeli egyezést taldlunk, {gy AA-t olvassuk (amit pont az eldbb
raktunk be), ennek indexe 2, tehdt ezt kiildjiikk az outputra. AA-t toroljik az inputrdl, és ezzel
végeztiink is. Az output: 1,2

Dekédoljuk az 1,2 inputot! Jelenleg a szétarban csak A van 1l-es indexszel. Vegyiik az input els6
karakterét, az 1-et, ennek szétarbeli megfeleléje A. Ezt tegyilik az outputra. A kovetkezé index a
2, de ilyen bejegyzés még nem szerepel a szotarban.

Ebben az esetben a dekddolasnal, egy trikkot vetiink be. A szétarba iras pillanatdban még nem
ismert a befrandé sz6 utolsé karaktere (A példdban A-t taldltuk, de nem volt 2-es bejegyzés). Ekkor
?-et frunk a szétdrba frandé szé utolsé karakterének helyére. (Tehdt A? - 2 keriil a szétarba). De
mostmdar tudni lehet az j bejegyzés elsd betlijét ( A7 - 2 az 0j bejegyzés, ennek els6 betlije A).
Cseréljiik le a 7-et erre a betiire. (Tehdt AA - 2 lesz a szétarban).

Mintaillesztés

3.1 Knuth-Morris-Pratt algoritmus

A Knuth-Morris-Pratt eljarasnak a Brute-Force (hasonlitsuk Ossze, toljunk egyet, stb..) mddszerrel
szemben az az elénye, hogy egyes esetekben, ha a mintaban vannak ismétlodé elemek, akkor egy tolasndl
akar tobb karakternyit is ugorhatunk.

A
A

A\C\---

[sxljvs}

A
A
A

B
B
B

A|B
A|lC
A|B

AlcC]

abra 2: KMP algoritmus tobb karakter tolas estén

Az ugras megallapitasat a kovetkezdképp tessziik: Az eddig megvizsgédlt egyez6 mintarész elején

(prefix) és végén (suffix) olyan kartersorozatot keresiink, melyek megegyeznek. Ha taldlunk ilyet, akkor
a mintat annyival tolhatjuk, hogy az elején 1évo része railleszkedjen a végén levore.

Azt, hogy ez egyes esetekben mekkorat tolhatunk nem kell minden elromléds alkalmaval vizsgalni. Ha

a mintdra 6nmagdval lefuttatjuk az algoritmus egy mddositott valtozatdt (3. dbra), kitolthetiink egy
tombot, mely alapjan a tolasokat végezni fogjuk.



Inithext{ M[1...m], next{1..m-1] )
i,j,nex[1:=1,0,0
i=m-1
M[i+1] = M[j+1]
| M
=i+ =0
= M
nextlil:=] | i:=j+1 j = next(j]
nextfi] =0

abra 3: KMP tolasokat szabalyzé tomb kitoltése

Az algoritmus (Id 4. dbra):

e Két indexet i és j futtatunk a szévegen illetve a mintén.

e Ha az i + l-edik és j 4 1-edik karakterek megegyeznek, akkor 1éptetjiik mind a kettot.
e Ha nem egyeznek meg, akkor:

— Ha a minta els6 elemét vizsgaltuk, akkor egyet tolunk a mintdn, magyarul a minta indexe
marad az elsd betlin, és a szovegben 16vS indexet noveljik eggyel (i =i+ 1)

— Ha nem a minta elsO elemét vizsgaltuk, akkor annyit tolunk, amennyit szabad. Ez azt jelenti,
hogy csak a mintan 1év6 indexet helyezziik egy kisebb helyre (j = next[j])

e Addig megyiink, mig vagy a minta, vagy a szoveg végére nem ériink. Ha a minta végére értiink,
akkor megtaldltuk a mintat a szovegben, ha a széveg végére értiink, akkor pedig nem.

KMP{ S[1...n], M[1...m], k, 1}
Inithext{ M[1...m], nex1..m-11)
i=0j=0
i=n*j=m

Si+1] = M[j+1]
| M
=i+ =0
g | M
j=j+
i=i+1 | j=nex]
J=m
| M
I:=true, k:=i-m | |:=false

abra 4: KMP algoritmus

3.2 Boyer-Moore — Quick search algoritmus

Mig a KMP algoritmus az elromlas helye el&tti rész alapjan dontott a toldsrdl, addig a QS a minta utéani
karakter alapjan. Tehat elromlas esetén:



e Ha a minta utdni karakter benne van a mintdban, akkor jobbrdl az els6 el6fordulasara illesztjiik.
(5. dbra)

C |D|

A |A
A |A |[C |B
A |A

C |B
Cc |D
C |B

c D |

abra 5: QS - eltolds ha a minta utdni karakter benne van a mintaban

e Ha a minta utani karakter nincs benne a mintdban, akkor a mintat ezen karakter utan illesztjiik.
(6. &bra)

AlB JA A c [B [X|D [
B

(A [A[c B [c[D]

abra 6: QS - eltolds ha a minta utani karakter nincs benne a mintdban

Az eltolas kiszamitasat megint el6 lehet segiteni egy tombbel, most azonban, mivel nem a minta az
érdekes, és nem tudjuk pontosan mely karakterek szerepelnek a szévegben, igy a tombbe az egész abce-t
fel kell venniink (7. dbra)

InitShift{ M[1...m], Shift['a"..'z'7 }

foreachxinH

Shiftp] .= m+1

j=1.m

Shiff M[{l]1:=m-j+1

abra 7: QS - Az eltoldst elsegitd tomb (Shift['a’...’z']) konstrudlasa

Az algoritmus (Id. 8. dbra):
e Két indexet k és j futtatunk a szdvegen illetve a mintan.

e Ha a szoveg k + j-edik eleme megegyezik a minta j-edik karakterével, akkor léptetjiik j-t (mivel a
szovegben k + j-edik elemet nézziik, igy elég j-t ndvelni).

e Ha nem egyeznek meg, akkor:

— Ha a minta mér a szoveg végén van (kK = n —m), akkor csak noveljitk k-t eggyel, ami hamissd
teszi a ciklus feltételt.

— Ha még nem vagyunk a szoveg végén k-t toljuk annyival, amennyivel lehet (ezt az el6re
beallitott Shift tomb hatdrozza meg). Es a j-t visszadllitjuk 1-re.

e Addig megyiink, mig vagy a minta végére ériink j-vel, vagy a mintat tovabbtoltuk a szoveg végénél.
El6bbi esetben egyezést taldltunk, mig az utébbiban nem.



Qs( 5[1...n], M[1...m], k, u}

InitShift( M, Shift)

k=0j=1

k==n-m#j==m

S[k+j1=M[]]

i=j+1 k=n-m

k=k+1 | k:=k=+Shifif S[k+m+1]]

=1

u=(k==n-m)

abra 8: QS

3.3 Rabin-Karp algoritmus

A Rabin-Karp algoritmus lényege, hogy minden bet(ih6z az &bécébdl egy szamjegyet rendeliink, és
a keresést szamok Osszehasonlitdsaval végezziik. Vildgos, hogy ehhez egy abécé méretnek megfeleld
szamrendszerre lesz sziikségiink. A szdvegbdl mindig a minta hosszaval egyezé részeket szeliink ki, és
ezeket hasonlitjuk Gssze.

Példa:

Minta: BBAC — 1102

Szoveg: DACABBAC — 30201102, amibdl a kdvetkezd szamokat dllitjuk els: 3020, 0201, 2011, 0110,
1102

A fent lathat6 szeletek lesznek az s;-k.

Az algoritmus miikodéséhez azonban szamos apré Otletet alkalmazunk:

1. A minta szdmokkd alakitdasat Horner-mddszer segitségével végezziik.

Horner{ M[1...m]}

¥=x*d + ord{ M[i] )

abra 9: RK - Horner-mdédszer

Az ord() fiiggvény az egyes betiiknek megfelel szdmot adja vissza. A d a szdmrendszer alapszdma.

2. A szdveg mintdval megegyez6 hosszu szeleteinek (s;) eléllitasa:
so-t a Horner-mddszerrel ki tudjuk szamolni. Ezek utén s;41 a kovetkezoképp szamolandé:

sie1 = (si — ord(S[i)) - d™1) - d + ord(S[i + 1))



Magyardzat: s; elejérél levagjuk az elsé szdmjegyet (s;—ord(S[i])-d™~!), majd a maradékot eltoljuk
egy helyiértékkel (szorzds d-vel), végil az utolsé helyiértékre beirjuk a kévetkezd betinek megfeleld
szamgegyet (+ord(S[i+1]))

Példa:

Az el6z8 példa szovegével és mintdjaval (d = 10 elemii dbécé és m = 4 hosszd minta):

50 = 3020, ekkor: sp;11 = s1 = (3020 — ord(D) - 103) - 10 + ord(B) = (3020 — 3000) - 10 + 1 = 0201

. Felmeriilhet a kérdés, hogy az ilyen magas alapszami szdmrendszerek nem okoznak-e gondot az

abrazolasndl? A kérdés jogos. Vegylik a kovetkez6 életszerti példat:

4 bajton dbrazoljuk a szdmainkat (232). Az abc legyen 32 elemfi (d = 32), a minta 8 hosszti (m = 8).
Ekkor a d™~! kiszamitdsa: 327 = (2°)7 = 235 | ami mdr nem abrézolhaté 4 bajton.

Ennek kikiiszobolésére vezessiink be egy nagy p primet, melyre d - p még abrazolhatoé. Es a
miiveleteket szamoljuk mod p. Ekkor természetesen a kongruencia miatt lesz olyan eset, amikor
az algoritmus egyezést mutat, mikor valdéjaban nincs. Ez nem okoz gondot, mivel ilyen esetben
karakterenkénti egyezést vizsgdlva ezt a problémat kezelni tudjuk. (Forditott eset nem fordul el
tehdt nem lesz olyan eset, mikor karakterenkénti egyezés van, de numerikus nincs). [Ha p kellden
nagy, a jelenség nagyon ritkén fordul el§.]

. A mod p szdmitas egy masik problémat is felvet. Ugyanis a kivonas alkalmaval negativ szamokat

is kaphatunk.
Példdul: Legyen p = 7, ekkor, ha ord(S[i]) = 9, akkor el6z8 szémitds utdn s; = 2..., de ebbél
ord(S[i]) - d™~ 1 =9 -10% = 9000-et vonunk ki negat{v szdmot kapunk.

Megoldasként s;;1-et két 1épésben szamoljuk:
s:=(s;+d-p—ord(S[i])-d™ ) mod p
Sit1:= (s-d+ord(S[i +1])) mod p

A fentiek alapjdn az algoritmus a kovetkezd (1d. 10. dbra)

1.

Kiszdmoljuk d™~-et (dm1)

. Egy iterdciéban meghatdrozzuk Horner-mdédszerrel a minta szémait (x) és so-t

2
3.
4

Ellenérizziik, hogy egyeznek-e

. Addig szamolgatjuk s; értékét mig a minta nem egyezik s;-vel, vagy a minta a széveg végére nem

ért.

RK( S[1...n], M[1..m],u )

dm1:=1

i=1.m1

dm = dm71*d (mod p})

¥ = (x*d+ord({ M[i]) (mod p)

s =(s*d + ord( 3[i] )) (mod p)

u={x=s*M1..m]=5[1..m])

=1 {n-m+1)*lu

s = (s+d*p-ord( S[i] y*dm1) (mod p)

s = (s*d+ S[i+m] }

u=x=s*M1..m]=8[i+1..i+m] )

abra 10: RK



