Zarévizsga tételsor
2. Differencial- és integralszamitas

Dobreff Andras

Differencial- és integralszamitas

Jacobi-maétrix, gradiens, parcidlis derivalt. Széls6érték, fiiggvényvizsgalat. Riemann-integral, parcidlis
integralas, integrélds helyettesitéssel. Newton-Leibniz-formula. A kezdeti érték probléma. Linearis, ill.
magasabb rendii linedris differencidlegyenletek.

1 Jacobi-matrix, gradiens, parcialis derivalt

1.1 Jacobi-matrix, gradiens

Differencialhatésag
1<n,meN, 1<p,q< +oo,

(R™,|I.1lp) és (R™,]|.||q) normalt terek
fER" 5 R™, g€ intD;

Az f figgvény differencidlhat6 az a pontban (f € D{a}) , ha
létezik olyan L € L(R™,R™) korldtos linedris leképezés és olyan n € R™ — R™ fliggvény, hogy :

fla+h)—f(a) = L(h) +n(h) - |hl, (h€R™ a+he Dy)
ahol
n(h) — 0 ([[All — 0)

Mi4s szoval:

fla+h)— f(a) = L(h)
171l

— 0 ([[2ll, = 0)

Amennyiben Va € intDy : f € D{a}, akkor az f differencidlhaté (f € D)

Megjegyzés:
A K test feletti (X,|-[lx), (X,]-]lo) normdlt terek kozétti folytonos leképezés, korldtos linedris
leképezés, ha

e linedris, azaz
fla+xy) = fl@)+ Af(y) (z,y e X, AeK)
e fLorldtos, azaz

IMZ0:[f(x)llo < Mlzlls (z€X)

Derivalt
f e R™ = R™ fiiggvény differencialhaté egy a € intD; pontban
= 3JIL € L(R™,R™) korldtos linedris leképezés

Ezt az egyértelmiien 1étez6 L € L(R™ R™) korldtos linedris leképezést az f fliggvény a pontbeli
derivaltjanak nevezziik, és f'(a) szimbélummal jeldljiik.



Jacobi-matrix
Az el6zéekben szerepld L := f’(a) korldtos linedris leképezéshez I1A € R™*™ matrix, melyre:

L(z)=Az (ze€R")

Ezért: f'(a) := A
az f fiiggvény a-beli derivéltja vagy derivalt matrixa, més néven Jacobi-méatrixa.

Gradiens
m=1esetén : f e R" - R

gradf(a) := f'(a) € RY" ~ R"™

Teh&t ebben az esetben az f’(a) Jacobi-matrix tekinthetd egy R™-beli vektornak, amit az f fliggvény
a-beli gradiensének neveziink.

Ha D :={a € Dy : f € D{a}}, akkor az
x> gradf(z) e R" (z € D)
fliggvényt az f fliggvény gradiensének nevezzik, és gradf € R™ — R"™ jeloljiik.

Gradiens mint Jacobi-matrix sora
Legyen 1 <n,m € N. Az f = (f1, ..., fm) € R™ — R™ fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté
az a € intDy helyen, ha minden ¢ = 1,...,m esetén az f; € R™ — R koordinata-fiiggvény differ-
encialhaté az a-ban.

Ha f € D{a}, akkor az f'(a) Jacobi-métrix a kovetkezd alaki:

gradfi(a)
grad fa(a)

!
a) =

grad].”m(a)

1.2 Parcialis derivalt

Definicié
Tekintsiik a h € R™ — R fiiggvényt és az a = (aq, ..., a,) € Dy, vektort. Legyen

D) = {t €R: (a1, s @i—1,, G111,y an) € D} (i=1,...,n)
Es legyen:
ha,i : D}(Lal) =R, melyre:  hg;i(t) = h(ar,...,ai—1,t, Qit1,...,an) (L€ D}(La))
A h,; parcidlis fiiggvények mind egyvialtozos valds fiiggvények (hq; € R — R)

A h fiiggvény az a-ban i-edig valtozé szerint parcidlisan derivélhatd, ha h, ; € D{a;}. Ekkor:
Oih(a) = hﬁm(ai)
valés szamot a h fiiggvény a-beli, i-edik valtozé szerinti parcalis derivaltjanak nevezziik.

Parcialis derivalt fliiggvény
Tegyiik fel, hogy az el6z6 h fliggvényre:

Dy, ; :={a € Dy, : 1étezik a 9;h(a)parcidis derivalt} # 0 (i=1,..,n)
Ekkor a
x> O;h(z) (z € Dp,)

fiiggvényt a h fliggvény i-edik valtozd szerinti parcidlis derivaltfiiggvényének nevezziik, és a 0;h
szimbdélummal jeloljik.



Differencialhatésag és parcidlis differencialhatésag
e Differencialhatésag = parcialis differencidlhatosig
1<neN, heR* >R, és h e D{a} (a € D)
=Vi=1,..,n: a h figgvény i-edik valtozo szerint parcialisan differencidlhat6 az a pontban,
és

gradh(a) = (01h(a), ..., Onh(a))

e Differencialhatésag < parcidlis differencidlhatosig
1<neN, he R" - R, ésac€intD
Valamilyen ¢ = 1, ..., n esetén:
— Tetsz6leges © € K,(a) (r > 0 alkalmas) helyen léteznek a 0;h(z) parcidlis derivaltak
(i#j=1,..,n) és ezek folytonosak
— 3 0;h(a) parciélis derivalt
= h € D(a)

2 Szélsoérték, figgvényvizsgalat

2.1 Szélsbérték
fERSRacDy

Lokalis maximum
f-nek a-ban lokdlis maximuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
f@) < fla)  (zeDylr—al <r)

Lokalis minimum
f-nek a-ban lokélis minimuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
f(x) = fla)  (z €Dy, |v—al <r)

Abszolit maximum
f-nek a-ban abszolit maximuma van, ha:

f(x) < fla)  (z€Dy)

Abszolit mimimum
f-nek a-ban abszolit minumuma van, ha:

f(@) = fla)  (z€Dy)

Lokalis szélsGérték
f-nek a-ban lokalis szélsGértéke van, ha a-ban lokélis minimuma vagy maximuma van.

Abszolit széls6érték
f-nek a-ban abszolut szélséértéke van, ha a-ban abszolit minimuma vagy maximuma van.

Els6rendii sziikséges feltétel (lokalis szélsGértékre)
f € R — R fiiggvénynek a € intD; helyen lokalis széls6értéke van, és f € D{a}

= f{a} =0

Az elébbi tétel segitségével mar nem nehéz belatni a differencidlhaté fiiggvények vizsgalata szempontjabol
alapvet6 fontossagu un. kozépérték-tételeket

Rolle-tétel
a,beR (a<d), f:a,b] >R, feC,és
Vz € (a,b) : f € D{z} és f(a) = f(b)
=3 (a,b): f'(§) =0

Lagrange-féle kozépértéktétel

a,beR (a<b), f:]a,b] =R, feC,és
Vz € (a,b): f € D{z}

S3ce(ab): fe) =1

— f(a)



Cauchy-féle kozépértéktétel
a,beR (a<b), fig:[a,b) = R, f,geC,és
Vz € (a,b): f,g € D{z}

=3¢¢€(a,b):
(f(b) = f(a)) - g'(&) = (9(b) — g(a) - f'(£)
Jelvaltas

feR—=R, a€intDs és f(a) =0, (K,.(a) C Dy, r>0)
1. f figgvénynek (—,+) jelvdltdsa van, ha
flz) <0< f(t), (z,te K, (a), x<a<t)
2. f figgvénynek (+,—) jelvéltdsa van, ha
f(@) 202> f(t), (z,t€Ki(a), z<a<t)

Els6rendii elégséges feltétel
feR—=R, a€intDf és f € D{z}, (x € K,(a) C Dy,r > 0)
1. f’-nak az a-ban (+, —) jelvéltdsa van = f-nek a-ban lokdlis maximuma van.

2. f’-nak az a-ban (—,+) jelvéltdsa van = f-nek a-ban lokdlis minimuma van.

2.2 Monotonitas
feER-R

Monoton novekedés
f monoton névé (), haVx,t € Dy, x <t: f(z) < f(2).
Amennyiben f(x) < f(¢), akkor f szigorian monoton névé (1).

Monoton fogyas (cs6kkenés)
f monoton fogyé (\,), ha Va,t € Dy, x <t: f(z) > f(t).
Amennyiben f(x) > f(¢), akkor f szigorian monoton fogyé ({).

Derivalt és monotonitas kapcsolata
I C R nyilt intervallum, f: I - R, fe D

Lf/ e ffz0

2. fN\e [1<0

3. f konstans < Vxel: f'(x)=0
4. Ve el: f'l(x)>0 = f1
5.Veel:fl(z)<0 = f]

2.3 Alaki viszonyok

Konvexitas, konkavitas
I C R intervallum, f: I — R

e f konvex, ha
Va,bel YO<A<1:f(Aa+ (1—=XNb)<Af(a)+ (1—=XN)f(b)

o f konkdav, ha
Va,bel YO<A<1:f(ha+ (1—=Nb)>Af(a)+ (1—X)f(b)



Aa+(1-\)b

abra 1: Konvex fliggvény
Konvexitas és derivalt

I C R nyilt intervallum, f: I - R, fe D
e f konvex & f/ N
e f konkdv & [N\

Inflexidé

feR =R, acintDy, fe D{a}:
Pontbeli érint6

eq() == f(a) + f'(a)(z — a)
Inflexid

(z €R)

f-nek az a-ban inflexidja van, ha az f — e, (f) az a-ban jelet vlt.

(a) 2® fiiggvény inflexija

(b) szinusz fiiggvény inflexidja

eglf)-f

05

f=x2+1

2.4 Tobbszor differencialhaté fiiggvények
Masodik derivalt
feR =R, acintDy, és
f€D{z} (z€K.(a),r>0),illetve f' € D{a}
Ekkor f az a-ban kétszer derivalhaté és f”(a) := (') (a) az f mdsodik derivéltja.
Differencialas magasabb rendben
Hasonloképpen az el6z6hoz:
feR =R, acintDy, és

feD{x}

(z € K.(a),r > 0), illetve f(™ € D{a}, (1 <n€N)

Ekkor f az a-ban (n + 1)-szer derivalhaté és f(**D(a) := (f™)(a) az f (n + 1)-edik derivéltja.
Maisodrendii elégséges feltétel (lokalis szélsGérték létezésére)
f € D*{a} fiiggvényre f'(a) =0 és f"(a) #0

(c) x*-nek nincs inflexiéja



= f-nek az a-ban szigoru lokalis szélséértéke van.
Ha f”(a) < 0 = szigoru lokélis maximum.
Ha f”(a) > 0 = szigoru lokdlis minimum.

3 Riemann-integral, parcialis integralas, integralas helyettesitéssel.

Primitiv figgvény
I C R nyilt intervallum, f € I - R
Ha3dF:I -R hogy Fe D, F' = f
akkor F' az f primitiv fliggvénye.

Hatarozatlan integral
Legyen [ f:= [ f(z)dz:={F:1 - R,F € D és F' = f} az f hatdrozatlan integrélja.

Hatarozott integral (Riemann-integral)
—o<a<b<oo,f:[ab = R, [ korldtos

e A 7 C [a,b] felosztdsa, ha T véges és a,b € T
Ekkor 7 = {zo, 21, ..., zp}(n € N), ahol a ' =20 < 21 < ... < zp :=b

o m;:=m;(f) :=inf{f(z):z; <x <wxiy1}(i =0..n—1), illetve
M; == M;(f) == sup{f(z) :z; <ax <x;41}(i =0.n—1)

és:
n—1

s(f, 7)== > mi(wip1 — x;) - alsé Osszeg
i=0

n—1
S(f,7) = > Mi(x;41 — x;) - felsd Osszeg
i=0

o §:= {1 Cla,b] felosztas }

o Az {s(f,7): 7 €} feliilrdl korldtos és Vu € § : S(f, p) felsé korlat, illetve
Az {S(f,7) : 7 € §} alulrdl korldtos és Vu € § : s(f, p) alsé korlat

e Tehat legyen:
L.(f) := sup{s(f,7) : 7 € §} - Darboux alsé index, és
I*(f) :=inf{S(f,7) : 7 € §} - Darboux felsd index

=VrpeF:s(f,r) <L) <I*(f) <S(f.m)
Az f figgvény Riemann-integralhaté (f € R[a,b]), ha L.(f) = I*(f), ekkor legyen
f; f = f[a nl = f: f(@)dz = L(f) = I*(f) az f fiiggvény Riemann-integrélja (hatdrozott
integralja).
Parcidlis integralas
e Hatarozatlan esetben
I C R nyilt intervallum, f,g: I = R, f,g € D és
f¢'-nek van primitiv fiiggvénye (azaz [ fg’ # 0)
= [[g#0és [flg=Ffg—[fd
e Hatarozott esetben
f,9 € Dla, b]
f'9,fg’" € Rla,0]
b b
= [, f'a = f(b)g(b) - fla)g(a) - [, fo'

Integralas helyettesitéssel

e Hatarozatlan esetben
I,J C R nyilt intervallumok, g: I — J,g€ D, f: J =R, [ f#0
= [fog-g #0é ([ flog=[(fog-9g)
e Hatarozott esetben
fe C[a,b],g: [O‘,B] — [a,b],g € Cl[aaﬁL
g(a) = a,g(B) =0
= [Vf=[0(fou9)



4 Newton-Leibniz-formula

f € Rla,b],3F : [a,b] — R, F folytonos és F € D{z}, F'(z) = f(x),(a <z <)
= [V f=F(b) - F(a)

5 A kezdeti érték probléma

Differencial egyenlet
0 <n eN, I CR nyilt intervallum,
Q:=15L x..x1I, CR" ahol I, ..., I, C R nyilt intervallum
f:IxQ—>R* fel

Hatarozzuk meg a ¢ € I — Q) fliggvényt ugy, hogy:

e D, nyilt intervallum
e peD
o ¢'(z) = fz,0(x)) (z€Dy)
Ezt a feladatot nevezziik differencidl egyenletnek.

Kezdeti érték probléma
Ha az el6z6ekhez még adottak: 7€ I, és £ € Q)
Illetve a ¢ fiiggvényre még teljestil:

e 7€D,ésp(r)=¢

Akkor kezdeti érték probléménak (Cauchy feladatnak) nevezzik.

6 Linearis, ill. magasabb rendii linearis differencialegyenletek

6.1 Linearis differencialegyenletek

Definicié
A lineéris differencidlegyenlet olyan differencidlegyenlet, melyre:
n=1, [I,I; CR nyilt intervallumok, f: I x I; — R, ahol
g, h:I—=R, ggheC, I ;=R és
flxy) ==g(x)-y+h(z) (xel,yelh=R)
= ¢'(x) = f(z,o(z)) = g(x) - p(x) + h(z) (z € Dy)

Homogenitas
A linedris differencidlegyenlet homogén ha h = 0 (kiilénben inhomogén)

Kezdeti érték probléma

e Minden linedris differencialegyenletre vonatkozo kezdeti érték probléma megoldhaté és
Ve, 1 megoldasokra: ¢(t) = (t) (t € Dy, N Dy)
e Minden homogén linedris differencidlegyenlet (¢ : I — R) megoldésa a kovetkezd alaki:
cpg, ahol
ceRés po(t) =e“®) (G:T—-R, GeD,és G =g)
e Allanddk varidlasanak médszere:
Im: 1 —-R, meD:m-pomegolddsa az (inhomogén) linedris differencidlegyenletnek
e Partikuldris megoldas:
M:={p:I=>R:¢'(t) =g(t) @) +h(t) (t€l)}
My :={p: I = R:¢(t) =g(t) o) (t€ )}
:}Vd}EM:M:erMh:{ngmepEMh}
(Es itt ¢ az el6z6ek alapjan m - pg alakban irhatd)



e Példa: Radioaktiv bomlés:
mg > 0 - kezdeti anyagmennyiség
m € R — R - tomeg-id6 fliggvénye, ahol
m(t) - a meglévé anyag mennyisége
m(t) —m(t + At)

méeD= (At # 0) - 4tlagos bomldsi sebesség
m(t) — m(t + At) , . . o

At <o ™ (t), ami megfigyelés alapjan ~ m(t)
azaz:
m'(t)=—a-m(t) (teR0<acR)
m(0) = myg

Homogén linedris differencidlegyenlet (kezdeti érték probléma):
g=—a, 7:=0, £:=my

=Gt)=—at (tER)= po(t) = (teR)
=3JceR:mt)=c-e  (teR), ahol

m(0) = ¢ = my = m(t) = mee " (¢t € R)

HaT eR:m(T) = % (felezési 1d6)

é?—moef‘ﬂﬂéQ*e’aTﬁeaT:2
In(2
L)
o

6.2 Magasabb rendi linearis differencidlegyenletek

Definicié
0<neN, I CR nyilt, ag,...,an—1 : I = R folytonos és ¢ : I — R folytonos.
Keressiink olyan ¢ € I — K filiggvényt, melyre:

e pc D"
e D, nyilt intervallum

o oM (z) + :z::: ap(z) - o) (2) = c(z) (z€ D,)

Ezt n-edrendii linedris differencidlegyenletnek nevezziik. (n = 1 esetben Linedris diff. egyenlet).
Ha még:
TE I7 an "'agnfl € K és

e 7€D,éspM(1)=¢ (k=0.n—1)
Akkor Kezdeti érték problémérdl beszéliink.

Homogenitas
Amennyiben ¢(z) = 0 homogén n-edrendii linedris differencidlegyenletrél beszéliink. Tehdt ho-
mogén és inhomogén egyenletek megoldasainak halmazai:

n—1
My :={p: I -K:pecD" o™+ 3 a-o* =0}
k=0

n—1
M:={p: I =-K:pecD" o™ 4+ 3 ap-oF =¢}
k=0

(Itt M}, n-dimenzids linedris tér, igy valamilyen ¢1, ..., p, € M), bézist, mas néven alaprendszert
alkot.)

Allandé egylitthatés eset
Ebben az esetben ag,...,a,_1 € R

e Karakterisztikus polinom szerepe
n—1
Legyen P(t) :=t" + Y axt® (¢t € K) karakterisztikus polinom és
k=0
oa(z) ==eM  (x e R\ €K)



Ekkor: ¢y € My <= P(A\) =0
S6t ha A r-szeres gyoke P-nek, és
. n n—1
orj(@) = a29er (j = 0.r — 1,z € R), akkor: ¢y ; € M), <> 90&]) + > akcpg\]f;
k=0
azaz P(\)W) =0 (j=0.r—1)

e Valds megoldésok
Legyen A =u+iv (u,v € R,v #0,i? = —1)
= az z — 1e"cos(vr), és x — pIe"sin(vz) fliggvények valés alaprendszert (bazist) alkot-
nak (Mp-ban)

Példa: Rezgések
frjuk le egy egyenes mentén, rogzitett pont koriil rezgémozgast végzé m tomegl tomegpont mozgasat,
ha ismerjiik a megfigyelés kezdetekor elfoglalt helyét és az akkori sebességét!
0 €R = R, € D? : kitérés-idé fiiggvény
m > 0 : tOmeg
F € R — R : kitérit6 erd
a > 0 : visszatérité erd, mely aranyos -vel
B > 0 : fékezberd, mely ardanyos a sebességgel.
—> (Newton-féle mozgastérvény alapjan):
m- " =F —ap— By’
©(0) = s0,¢'(0) = s

Mésodrendi linedris differencidl egyenlet (kezdeti érték probléma)

F
Standard alakba irva: ¢ + é(p’ + g(p = —
m m m

Tekintsiik kényszerrezgésnek a periodikus kiilsé kényszert, amikor:

F
Fla) = Asin(wz) [A >0 (amplitudd), w > 0 (kényszerfrekvencia)]
m

Ekkor wq := ,/E - sajat frekvencia
m

és ¢ (x) + wip(x) = Asin(wz)
Melynek karakterisztikus polinomja : P(t) = > + w2 (t € R)
Megoldasai: A = £ wqi

Kordbban lattuk, hogy ha A\ = u + iv akkor @ + 2/e%®cos(vx), és x > /e sin(vr) fiiggvények
val6s alaprendszert (bdzist) alkotnak (My-ban). Igy o(z) = ¢1cos(woz)+casin(woe) alakban frhaté
mely fazisszog segitségével: d - sin(woz +6) (d = /2 + 2,0 € R) alakra atirhaté. igy:

My, = {d- sin(wox + 9)}

Ekkor mar konnyen megadhatunk egy partikularis megoldést:

e w # wy esetén partikularis megoldas:
x — q- sin(wx)

Esq= ] kielégiti a —qw?sin(wz) + w3q - sin(wr) = Asin(wz) egyenletet. Tehat:
0

A
o(x) =d- sin(wor + 0) + s

5 sin(wz) megoldds két harmonikus rezgés Gsszege.

0
e w = wy (rezonancia) esetén partikuldris megoldds:
x — qx - cos(wx)

Esq = ;— kielégiti a —2qw - sin(wz) — qw?r - cos(wr) +w?qx - cos(wx) = Asin(wr) egyenletet.
w

Tehat:
A
o(z) = d- sin(wz + §) — 5% cos(wz) megoldds egy harmonikus és egy aperiodikus rezgés
.. w
Osszege.

(Ebben az esetben az id§ (x) elteltével a ¢ értéke né. Bizonyos modellekben ez a ”rendszer
szétesését” idézi eld)



