Zarévizsga tételsor
3. Numerikus méddszerek

Ancsin Addm

Numerikus médszerek
Iteracios modszerek: Linedris egyenletrendszerekre és nemlinearis egyenletekre. Interpolacio:
Lagrange-, Hermite- Spline interpolacié. Legkisebb négyzetek médszere.

1 Iteracioés modszerek

1.1 Linearis egyenletrendszerek iteraciés mdédszerei

A linedris egyenletrendszert (LER) vektorsorozatokkal kozelitjiik, torekedve a minél gyorsabb konver-
gencidra. Az iterdcids modszereknek a lényege az Ar = b <= x = Bz + ¢ atalakitds. Ilyen alak létezik,
s6t nem egyértelmii, hanem sokféle lehet, és a kiilonb6z6 atalakitasok szolgdltatjak a kiilonféle iteracios
modszereket.

Definicié (kontrakcié): Az F : R™ — R™ fiiggvény kontrakcié, ha 30 < g < 1:Vz,y € R":

[1F(z) = F(y)ll < qllz -yl

A ¢ értéket kontrakcids egyiitthaténak nevezziik.

Banach-féle fixponttétel: Legyen F' : R — R™ kontrakcié a q kontrakcios egyiitthatéval. Ekkor a
kovetkez6 allitasok igazak:

1. Ala* e R™ : 2* = f(2z*). Azt mondjuk, hogy z* az f fliggvény fixpontja.

*

2. Vz(0) € R" kezdéérték esetén az x*+1) = f(z(*)) sorozat konvergens, és klirn z®) = g+,
—00

3. [l2®) — 2| < £ 2@ — 20|,
q
4. (|2 — 2*|| < ¢F|l2(® — 2¥|].

Vegyiik észre, hogy az Ax = b <= x = Bux + ¢ atirdssal megteremtettiik a kapcsolatot a Banach-
féle fixponttétellel, hisz most az F(x) = Bz + ¢ fliggvény fixpontjat keressiik. A fenti felirdsban B-t
atmenetmatrixnak nevezziik.

Tétel (elégséges feltétel a konvergenciara): Ha a LER B atmenetmétrixdra ||B| < 1, akkor
tetszéleges 2(9-bél inditott x*+1) := Ba*) + ¢ iterdcié konvergal az Az = b LER megoldéséhoz.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel a konvergenciara): Tetszéleges ©(9-bdl inditott z(F+1) =
Bz 4 ¢ iterécié konvergél az Ax = b LER megolddséhoz <= o(B) < 1, ahol o(B) = max;<;<, | \i(B)|
a B matrix spektrilsugara.

1.1.1 Jacobi-iteracio

Tekintsiik az A € R™*™ matrix L + D + U felbontdsat, ahol L a métrix szigoru alsé része, U a szigord
fels6 része, D pedig a diagondlis része. Ennek segitségével konstrualjuk meg a kovetkezo atirast:

Az =b<= (L+D+U)r=b<= Dz =—(L+U)r+b<=x=-D ' (L+U)x+D'b



A Jacobi-itercié dtmenetmétrixa tehat By = —D~!(L + U), maga az iteracié pedig:

25D = D YL+ U)z™ + D1

Koordinatas alakban felirva:

n
k1 1 k ,
,TE ) = —[Zaij:v; )—bi] (z:l,...7n)

(2273 —

=

J#i
Tétel: Ha az A métrix szigortan diagondlisan dominédns a soraira, akkor || Byl < 1 (azaz konvergens

a médszer).

Tétel: Ha az A métrix szigorian diagondlisan dominans az oszlopaira, akkor || Bs||1 < 1 (azaz konvergens
a mobdszer).

1.1.2 GCsillapitott Jacobi-iteracié

Tovabbra is a Jacobi-iteraciéval foglalkozunk, csak egy plusz w paraméter bevezetésével probaljuk fi-
nomitani a médszert. Tekintsilk a Dz = —(L + U)x + b egyenletet, valamint a trividlis Dz = Dx
egyenletet. Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve 1 — w értékekkel, majd adjuk ossze a két egyenletet:

Dx=(1-w)Dx —w(L+U)x+wd

Szorozzunk D~1-zel:

r=(1-wlz—wD ' (L+U)z+wD b= az=(1-w)—-wD (L+U))z+wD b
Ez alapjén By = (1 —w)] —wD YL+ U) és ¢j(w) = wD ™.
Eszrevehetd, hogy w = 1 esetén pont a Jacobi-iteraciot kapjuk vissza.
Koordinatas alakban felirva:
(k+1) ® WIS w ,
xT; =1-w)x;”/ — — ag;xy’ —bl t=1,....n
7 ( ) [ @i [; I3 ‘| ( )

J#i
Tétel: Ha J(1) konvergens, akkor w € (0, 1)-re J(w) is az.

1.1.3 Gauss-Seidel iteracié

Egy masik lehetséges iteracié konstrualasanak az otlete a kovetkezo:

Ar=b<= (L+D+U)z=b<= (L+ D)z =-Ur+b<=ax=—(L+D) Uz +(L+D)'b
Ez az o6tlet sziili a Gauss-Seidel iteraciét, vagyis:

e Y = (L4 D)'Uz™ + (L + D)™ '

Az iteracié dtmenetmdtrixa tehdt Bg = —(L + D)~'U. A koordindtds alak felirdsdhoz kicsit atirjuk
az iteraciot:

(L + D)zt = —yz® 4 p
D1 = —pp*+D) _ () 4 p

2R+ — _p-1 [L:c(k"'l) +Uz® b}



1—1 n
kt1) 1 (k+1) (k) .
x; = Zlaijxj + .ZH aijr;’ —bi| (i=1,..,n)
j= j=i

Megjegyzés: Az implementacié soran elég egyetlen x vektort eltdrolni, és annak a komponenseit sorban
feliilirni, ugyanis lathatjuk, hogy az elsé i — 1 komponenst mar az ”"dj”, z**t1 vektorbél vessziik.

Tétel: Ha A szigortan diagondlisan dominédns
1. a soraira, akkor ||Bg|lcc < [|Bylleo < 1.
2. az oszlopaira, akkor ||Bg|1 < ||Bsll1 < 1.

Azaz a Gauss-Seidel is konvergens, és legaldbb olyan gyors, mint a Jacobi.

1.1.4 Relaxaciés mddszer

A relaxéciés médszer 1ényegében a csillapitott Gauss-Seidel iteraciét jelenti. Ennek megkonstrualasdhoz
tekintsiik az (L + D)z = —Uxz + b és Dx = Dx egyenleteket. Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve
1 — w értékekkel, majd adjuk Gssze a két egyenletet:

(D+wl)x = (1 —w)Dx — wUzx + wb

z=D+wl) '[(1-w)D—wU]z+w(D+wL)"'b

Az iterdci6 tehdt: z(*T) = (D+wL) " [(1—w)D —wU]2® +w(D +wL)~'b, ahol az dtmenetmatrix:
Bs(w) = (D +wL)'[(1 —w)D — wU]. A koordinatés alak felirasahoz itt is &tirjuk kicsit az iterdciot:

(D + wL)z® Y = (1 — w)Dz® — wUz™ + wb
Dz*D — _ LY _ uuz® 4 owob + (1- w)Dx(k)

g* ) = —wD LD + U2® —p] + (1 — w)a®

i—1 n
xz(.kH) —— Zaijx§k+l) + Z aijxgk) —bi| +(1- w)xgk) (i=1,..,n)
Qi | =
j=1 j=i+1

Vegyiik észre, hogy w = 1 esetén a Gauss-Seidel iteraciét kapjuk.
Tétel: Ha a relaxédciés mddszer konvergens minden kezdévektorbdl inditva, akkor w € (0, 2).

Megjegyzés: Ha w ¢ (0,2), akkor altaldban nem konvergens a médszer (bdr adott feladat esetén
el6fordulhat, hogy taldlunk olyan kezdévektort, amelybdl inditva konvergédl a mddszer).

Tétel: Ha A szimmetrikus és pozitiv definit és w € (0, 2), akkor a relaxédcidés médszer konvergens. Ennek
kovetkezménye a Gauss-Seidel iterdcié konvergencidja (w = 1 eset).

Tétel: Ha A tridiagonalis, akkor o(Bg) = o(By)?, azaz a Jacobi és Gauss-Seidel iteraci egyszerre kon-
vergens, illetve divergens.

Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit és tridiagondlis, akkor a J(1), S(1) és S(w) w € (0,2)- re
konvergens, és S(w)-ra az optimdlis paraméter értéke:

2

1++/1—0(By)?

wo =



1.1.5 Richardson-iteracié

Legyen p € R. fgy

Az =b<—=0=—-Az+b<= 0= —pAx + pb <= x = (I — pA)x + pb

Az iteréci6 tehat (Ft1) .= (I—pA)x*®) 4-pb. Az dtmenetmétrix: Brp) = I—pA). Az r) = p—Az®)
vektort maradékvektornak (reziduumvektornak) nevezziik, hiszen

2D = g 4 () 4 — o (8) ()

PR Am(km — b= Aa® 4 pr®) = B _ pap)

Tekintsiik az eléallitds algoritmusét: r(©) := b — Az(?), tovébba a fentiek miatt:

2D g () (8)

PR = (B) o Ay (R)
Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit, a sajatértékei pedig a kovetkezok:
O<m: =M< <. <\, =M

akkor p € (0, M) esetén R(p) konvergens, és az optimdlis paraméter: py = ﬁ Tovabb4 igaz, hogy:
m

o(Br(p)) = i

1.2 Nemlinearis egyenletek iteraciés modszerei

Eddig egyenletrendszerekkel foglalkoztunk, melyekben minden egyenlet linearis volt. Most mddszereket
fogunk keresni az f(x) = 0 tipusd egyenletek megolddsara, ahol f € R — R. A mddszerek lényege az
lesz, hogy valamilyen szempont szerint egy szamsorozatot allitunk eld, melyek bizonyos feltételek mellett
az egyenlet gyckéhez konvergalnak.

Bolzano-tétel: Legyen f € Cla,b] és f(a)f(b) < 0, azaz az f fuggvény az a és b pontokban nem 0,
valamint ellenkezé eléjelii. Ekkor létezik (a,b) intervallumbeli gyoke az f-nek, azaz Ja* € (a,b) : f(z*) =
0.

A Bolzano-tétel kovetkezménye: Ha a Bolzano-tétel feltételei mellett még f szigoriian monoton is,
akkor az x* egyértelmiien létezik (hiszen f invertdlhatd).

Brouwer-féle fixponttétel: Legyen f : [a,b] — [a,b] és f € C[a,b]. Ekkor Jz* € [a,b] : 2* = f(x™).
Tétel: Legyen f : [a,b] — [a,b], f € C'la,b] és f' allandé elgjelii. Ekkor z* € [a,b] : x* = f(z*).
Fixponttétel [a,b]-re: Legyen f : [a,b] — [a, b] kontrakcié a ¢ kontrakcids egyiitthatéval. Ekkor:

1. Jlz* € [a,b] : x* = f**,

2. Vag € [a,b] : xx+1 = f(xy) konvergens és x* = lim xy,

k—o00

3. |wp — 2% < ¢Flwg — 2*| < ¢*(b— a).

p-adrendii konvergencia: Az (zj) konvergens sorozat ( lim xy = z*) p-adrendben konvergens, ha

k— o0

_ *
lim 7‘1:“—1 o]

=c>0
k—oo |xp — x*|P ¢

Néhany megjegyzés a fenti definiciéhoz:
1. p egyértelmii és p > 1

2. p =1 esetén linedris p = 2 esetén kvadratikus, 1 < p < 2 esetén szuperlinearis



3. A gyakorlatban az |zr11 — 2*| < M|z, — a*|P alakot haszndljdk, azt jelenti, hogy legaldbb p-
adrendben konvergens.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az (xj) sorozat konvergens, zr11 = f(ag) és f'(z*) = f(z*) = ... =
fe=D(z*) =0, de f® (z*) # 0. Ekkor az (z},) p-adrendben konvergens.

1.2.1 Newton-moddszer

—
-
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Figure 1: A Newton-mdédszer Gtlete.

Az dbran a legszélsé, 4.12-es pontbdl indulunk, felvessziik a fiiggvény ehhez a ponthoz tartozd érintéjét,
majd ennek az érintének a gyoke lesz a kovetkezé pont, és igy tovabb. Altaldnosan, tekintsiik az f
fliggvény x; ponthoz tartozé érintéjének egyenletét:

y — flar) = f'(wp) (@ — 1)

Mint mondtuk, az iterdcié zp41. elemét az xy-hoz tartozo érint6é gyoke adja meg:

f(@x) f (@)

- =Tht1 — Tk = Thtl = Tk —
Flag) " F/(ax)

A fenti képlet a Newton-mddszer képlete. Megjegyezheté, hogy a fenti mddszer is 41 = g(zx) alakd
(fixpontitericid).

Fontos megemliteni, hogy f’(x;) = 0 esetén nem értelmezhetd a médszer. A gyakorlatban f/(zy) ~ 0
is probléma. Ha z* tobbszoros gyok, akkor f/(z*) = 0, vagyis x* kozelében f'(xzy) egyre jobban kozelit
0-hoz, numerikusan instabil.

0— flar) = f'(xr)(@rr — 21) =

Monoton konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b] és
1. 3z* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok
2. f"és f” llandé elgjelil

3. o € [a,b] legyen olyan, hogy f(xo)f"(z0)) > 0, azaz f(xo) # 0, valamint f(xg) és f”(x¢) azonos
el6jeltiek

Ekkor az xp-bdl inditott Newton-modszer monoton konvergdl x*-hoz.
Loka&lis konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b] és

1. Jz* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok
2. f’ 4llandé eldjelii
3. 0 <my <|f'(z)|(x € [a,b]) alsé korlat

4. f"(x) < My(x € [a,b]) felsd korlat, M := 4

2m1



5. 20 € [a,b] : |[wg — z*| < r =min {4}, |z* —al, |z* — b|}

Ekkor az x¢-bdl inditott Newton-mdodszer mésodrendben konvergens, hibabecslése:
lzpsr — 2% < M|z — 2% ?

1.2.2 Hurmodszer

Tovébbra is f(x) = 0 megolddsa a cél egy adott [a,b] intervallumon. Az eljards lényege a kovetkezd.
Kezdetben xg := a, 1 := b, majd meghtzzuk ezen pontok altal képzett egyenest. Legyen x5 a hiir gyoke.
Ha f(x2) = 0, akkor megtaldltuk a gyokot. Ha f(xz2) # 0, akkor folytatjuk a keresést az [xg,z2] vagy
[z2, 21] intervallumban. Ha f(zo)f(z2) < 0, akkor [z, x2] intervallumban folytatjuk, ha f(z2)f(z1) <0,
akkor [xg, 1] intervallumban. Stb.

Altalanosan: Legyen xg := a, 21 := b és f(a)f(b) < 0. Az (zy, f(zx)) és (zs, f(xs)) pontokon atmend
egyenesekkel kozelitjiik a fliggvényt ahol zs-re f(zs)f(zr) < 0 és s a legnagyobb ilyen index. xj41-et a
kovetkez6képpen hatarozhatjuk meg:

— fle) far)(@g — )
P Ty T ) (e

Tétel: Legyen f € C?[a,b] és

1. f(a)f(b) <0
2. M =22 ahol 0 < my < |f'(z)| és f"(x) < My(x € (a,b))

2m1 )

3. M(b—a)<1

Ekkor a hirmddszer konvergens, hibabecslése pedig:

* 1 *
|1 — 2] < M(MWO — ¥t

1.2.3 Szelémoddszer

A szelémédszer lényege, hogy az (xy, f(zk)) és (xg—1, f(xx_1)) pontokon dtmend egyenessel kozelitjitk
f-et, a kapott egyenes x tengellyel vett metszéspontja (xx11) lesz a kovetkez6 pont. Ez tulajdonképpen
a hurmodszer s := k — 1-re.

flop) (g — Tp—1)
flxr) = f(zp—1)

Tétel: Ha teljesiilnek a Newton-mddszer lokalis konvergencia tételének feltételei, akkor a szelémodszer
1+5
2

Thy1 i= Tp —

konvergens p = rendben ,és hibabecslése:
|[Tps1 — 2| < Ml — 27|[wp—1 — 27|

1.2.4 Tobbvaltoz6s Newton-mddszer

Most F'(z) = 0 megoldasait keressiik, ahol F' € R™ — R™. Tekintsiik a tobbvaltozés Newton-mddszert:

2R+ . . (F) [F'(m(k))]_lF(a?(k))

ahol
;Eg O fulx) Oufi(a)
Fw = [P P = [ose) s

Ténylegesen az F'(z®)(z*+1) — 2(®)) = —F(2(®) egyenletrendszert oldjuk meg.



2 Interpolacio

A gyakorlatban sokszor felmeriil olyan probléma, hogy egy tobbségében ismeretlen (csak néhdny pont-
beli érték ismert) vagy nagyon koltségesen kiszamithaté fiiggvénnyel kellene egy megadott intervallumon
dolgoznunk. FEkkor példaul azt tehetjiikk, hogy néhany pontban kiszamitjuk a fliggvény értékét, majd
keresiink olyan egyszeriibben szamithaté fliggvényt, amelyik illeszkedik az adott pontokra. Ezutan az in-
tervallum barmely tovabbi pontjaban az illesztett fliggvény értékeit hasznaljuk, mint az eredeti fiiggvény
értékeinek a kozelitéseit. Ilyen egyszeriibben kiszdmolhaté fiiggvények pl. a polinomok (polinom inter-
polacid).

Példa alkalmazasra: Animdacié készitésénél nem szeretnénk minden egyes képkockdt sajat magunk
elkésziteni, hanem csak bizonyos képkockakat, tin. kulcskockédkat. A koztes képkockdkon az egyes objek-
tumok helyzetét szeretnénk a szamitégéppel kiszamittatni (példdul szeretnénk, hogy ha egy objektum
egyenes vonald, egyenletes mozgast végezne két adott pozicié kozott).

2.1 Polinom interpolaci6
2.1.1 A polinom interpoléacié feladata

Legyenek adva n € N és az z € R,k = 0,1,..,n kiillénboz6 szamok, az in. interpolaciés alappontok,
valamint az f(xzx),k = 0,1,..,n szdmok, az ismert fiiggvényértékek. Keressiik azt a legfeljebb n-edfoki
pr, polinomot (p, € P, ), amelyre:

pn(zk) = f(zr) k=0,1,...,n

Azaz a keresett polinom az interpolaciés alappontokban a megadott fliggvényértékeket veszi fel.

Tétel: A fenti interpolécids feladatnak egyértelmiien létezik megoldasa.

2.1.2 Lagrange-interpolacié

Az interpolédcids polinom kiszamoldsara explicit képletet ad a Lagrange-interpoléci6.

Lagrange-alappolinomok: Adott n € Nés z; € R,k =0, 1, ...,n kiillonb6z6 alappontokra a Lagrange-
alappolinomokat a kovetkezéképpen definialjuk:

k=0,1,...,n esetén.
Az alappontok mind n-edfoki polinomok, és a kovetkezd tulajdonsdggal rendelkeznek:

|1 haj=k
l’“(%‘){ 0 haj;ék:}

Tétel: Az interpolacids feladat megoldésa az alabbi polinom, amelyet az interpoléacids polinom Lagrange-
alakjanak hivunk:

Ln(x) =Y flax)k(@)

n
k=0
A tovébbiakban jeldlje [a, b] az xg, 21, ..., 2, alappontok dltal kifeszitett intervallumot.
A Lagrange-interpolacié hibaja: Ha f € C"*1[a,b], akkor Vz € [a,b] esetén

7(@) ~ La(@)] € Tt ()

(n+1)



ahol w,(z) = H(x — x;), valamint M = max |f® (z)).

i=0 a.b)
Egyenletes konvergencia: Legyen f € C°Ja,b] és legyen adva egy [a,b] intervallumbeli alappon-
trendszerek sorozata: xén)7 k=0,1,...n,n=0,1,2,.... Legyen L, az xén), ...,xSl") alappontrendszerre
illesztett Lagrange-interpoldciés polinom (n = 0,1, 2, ...). Ekkor ha 3M > 0 gy, hogy M,, < M™ ¥n € N,
akkor az L, sorozat egyenletesen konvergal az f fliggvényhez.

Marcinkiewicz tétele: Minden f € Cla, b] esetén 1étezik a fenti médon definidlt alappontrendszer gy,
hogy ||f — Lnl|lco — 0.

Faber tétele: Minden a fenti médon definidlt alappontrendszer esetén van olyan f € Cla,b] fliggvény,
hogy || f — Ly[oc # 0.

Osztott differencia: Legyenek adva az xy, € [a,b],k = 0,1, ..., n kiilonbozd alappontok. Az f : [a,b] —
R fiiggvénynek a megadott alappontrendszerre vonatkozé elsérendii osztott differenciai

flzi, zipa] = f(x;;i :;;(351)

a magasabb rendi osztott differencidkat rekurzivan definialjuk. Tegytik fel, hogy a k — 1 rendl osztott
differencidk mar definidlva lettek, akkor a k-adrendii osztott differencidk az aldbbiak:

FlTivt, Tiyo, oo Tigr] = flTi Tig1, s Tivk—1)]
Titk — T4

fl@is Tig1s oo, Tigk] =
Lathato, hogy a k-adrenti osztott differencia k 4+ 1 alappontra tamaszkodik.

Ha adott egy interpoldcié alappontrendszer fiiggvényértékekkel, akkor a hozza tartozé osztott dif-
ferencidkat az alabbi tablazat szerint érdemes elrendezni, és ez az elrendezés egyuttal a kiszamoldst is
segiti.

To f(x0)
T f(x1 flwo, 1]

)
T2 f(x2) flz1, 2]

T f(zk) flerp—1, zk] o flxo, 1, ey ]
.l'n,1 .f(xnfl) f[xn,%l'n,ﬂ f[$n,1,k,xn,k,...,$n,1] f[xo,xh...,xn,l]
T f(mn) f[$n717xn] f[$n7k7xnfk+l7 71'”] f[xlax% 71‘”] f[$07xla ,Jin]

Az interpolacidés polinom Newton-alakja: Az interpolaciés polinom az aldabbi alakban felirhato:
Nn(x) = f(xo) + Z flzo, @1, ...y wglwi—1 ()
k=1

ahol w;(z) = (x—xo)(z—21)...(xr — ;). Ezt az alakot az interpoldciés polinom Newton-alakjdnak hivjuk.

2.1.3 Hermite-interpolaci6

Az el6bbi interpolacios feladatot a kovetkezOképpen altalanosithatjuk. Legyenek adva az egyes alappon-
tokban a fiiggvényértékek mellett a fliggvény derivalt értékei is valamely rendig bezardlag. Ekkor olyan
polinomot keresiink, amelyik derivaltjaival egyiitt illeszkedik a megadott értékekre, vagyis:

Legyenek adva n,mg,m1,...,m, € Nés az x; € R,j = 0,1, ...,n interpoldciés alappontok, valamint az
n
f(k)(xj) k=0,1,...,m; —1, j=0,1,...,n figgvény- és derivalt értékek. Legyen m = Z m; Keressiik

§=0
azt a legfeljebb (m — 1)-edfokid p,,_1 polinomot, melyre:

PP (@) =P (2;) k=0,1,...,m; —1, j=0,1,..,n



Megjegyzések:

1. Ha m; = 2,5 = 0,1,...,n, akkor a feladatot Hermite-Fejér-féle interpoldcionak nevezziik. Ekkor
minden alappontban a fiiggvény- és az elsé derivalt érték adott. A keresett polinom pedig legfeljebb
(2n + 1)-edfoku.

2. Ham; =1,j =0,1,...,n, akkor a Lagrange-interpoldciét kapjuk vissza.

Osztott differencia ismétlédo allapontokra: Ha x j-szer szerepel:

@) (2
f[xk,xk] = fi(')
4!
Tétel: A Hermite-féle interpolédcids polinom egyértelmiien létezik.

A Hermite interpolaciés polinom el6allitasa: Konnyen felirhaté a Newton-féle formaban. Csak
annyit kell tenniink, hogy kiindulunk az alappontok és a fiiggvényértékek tdblazataval és legyartjuk az
osztott differencidk tablazatat. Az az egyetlen kiilonbség most, hogy az x; alappontot m-szer soroljuk fel.

Hermite-interpolacié hibdja: Ha f € C™][a,b], akkor Vz € [a,b] :

£) = Ha (@] < 22100 (2)

ahol Q. (x) = (& — xg)™ (x — 21)™...(x — )™

2.2 Spline-interpolacio

Az eddig emlitett interpolaciés médszerekben polinomokkal dolgoztunk. Lehetdség van arra is, hogy
a megadott pontrendszerre mas tipusu fiiggvényt préobaljunk illeszteni. Igen elényds tulajdonsagokkal
rendelkeznek a bizonyos folytonossagi elGirasoknak is megfeleld, szakaszonként polinom fliggvények, a
spline-ok.

l-edfoku spline: Legyen adott Q, = {xg,21,...,2,} az [a,b] intervallum egy felosztdsa, ahol xg =
a,z, =bésl eN. Az s: [a,b] — R fiiggvény egy l-edfoki spline az 2,-re vonatkozoéan, ha:

L. S|[z_1,2y) €8y l-edfoki polinom Vk =1,..,n
2. s € C'~[a,b], tehat a teljes intervallumon (I — 1)-szer folytonosan dervidlhaté

Jelolés: s;(Qy,) az Q,-hez tartozé l-edfoku spline-ok halmaza.

Spline-interpolacié: Legyenek adottak xy, f(zy) értékek k = 0,1,..,n-re és | € N. Keressiik azt az
s € 51(Qy,) spline-t, amelyre s(xy) = f(zx). Ehhez el kell dllitanunk minden intervallumra egy l-edfoki
polinomot. Ha a polinomokat az egyiitthatdikkal reprezentdljuk, akkor ez n(l + 1) ismeretlen. Az el&irt
feltételek szdma: 2n interpoldcids és (I — 1)(n — 1) folytonosségi feltétel, hiszen csak a belsé pontokban
kell eléirni az illet6 derivaltakra vonatkozé megfelel$ folytonossagi feltételt. Az igy kapott Osszes feltétel
darabszdama (I + 1)n — (I — 1), tehat az egyértelmiiséghez [ — 1 feltétel hidnyzik még. Ezeket tigynevezett
peremfeltételekkel adjuk meg. Pl. a harmadfoki spline-interpolaciéhoz 2 peremfeltétel sziikséges. Ezek
a kovetkez6k (ezek koziil elég egyet vdlasztani, mert mindegyik 2 feltételt tartalmaz):

1. Természetes peremfeltétel: s”(a) = s”(b) = 0.
2. Hermite-féle peremfeltétel: s'(a) = sq4,'(b) = sp, ahol s,, sp elére megadott szdmok.

3. Periodikus peremfeltétel (ekkor feltételezziik, hogy s(a) = s(b) is teljesiil): s'(a) = s'(b) és s"'(a) =
S// (b)

Els6foku spline elballitasa: Az els6foku spline el6allitasa trividlis szakaszonkénti linedris Lagrange-
interpolécioval.

Misodfok spline eldallitasa: Egyetlen peremfeltétel sziikséges, legyen a kovetkezd: s'(a) = s, valam-
ilyen s, szdmra. Az [xg, 1] szakaszon Hermite-interpoldciéval eléallitjuk azt a Ho mdsodfokd polinomot,



amely megfelel az interpolaciés feltételeknek és a peremfeltételnek. Az igy kapott polinom x;-beli de-
rivaltja meghatdrozott, tehdt a folytonos derivélhatésdg miatt az [z1,x2] szakaszon a bal végpontban
adott a derivélt értéke. Ismét Hermite-interpolaciét alkalmazva megkapjuk az [x1, z2] szakaszhoz tartozé
polinomot. Ezt az eljarast ismételve allithatjuk el6 a masodfoki interpolacids spline-t.

Fiiggvény tartéja: A supp(f) := {x € R: f(z) # 0} halmazt az f fliggvény tartéjdnak nevezziik.
Szamegyenes felosztisa: Qo :={..., X2, 21,20, 21, ...Tp, Tpp1, -

B-spline: A B,k € Z l-edfokd spline fliggvények rendszerét B-spline fiiggvényeknek nevezziik, ha az
alabbi feltételek teljesiilnek:

1. supp(Bik) = [Tk, Tk+1+1], azaz a tartdja minimalis

2. Blyk(x) Z 0

3. ZBZ’]Q(Z‘) =1

kEZ

3 Legkisebb négyzetek moédszere

Gyakorlati feladatok soran adédik a kovetkezd probléma. Egy elsofokd fiiggvényt mériink bizonyos
pontokban, de a mérési hibak miatt ezek nem lesznek egye egyenesen. Ekkor olyan egyenest keresiink,
amelyik az aldbbi értelemben legjobban illeszkedik a megadott mérési ponthalmazra.

Legyenek adva az (x;,y;),7 = 1,2,..,m mérési pontok. Keressitk azt a pi(z) = a + bz legfeljebb
els6foki polinomot, amelyre a

m m
Z(yz - Pl(fﬂi))2 = Z(yz —a-— bmi)z
i=1 i=1
kifejezés minimalis. Ez azt jelenti, hogy azt az egyenes keressiik, amelyre a fiiggvényértékek hibdinak
négyzetosszege minimalis.
Az altalanos feladat az alabbi.
Adottak az m,n € N, ahol m >> n és (z;,y;),i = 1,2, ...,m mérési pontok, ahol az x; alappontok
kiilonboz8k. Keressiik azt a p,(z) = ag + a1z + ...a,a™ legfeljebb n-edfoki polinomot, melyre a

m
> (i — pnl@:))?
i=1
kifejezés minimalis.
A feladat megolddsahoz tekintsiik annak egy atfogalmazasat.
Vegyik a p,,(z;) = y;,t = 1,2, ...,m) egyenletrendszert. Ez a rendszer az ismeretlen a; egylitthatokra
nézve linedris, mégpedig tulhatirozott, amelynek az A matrixa egy téglalap alaki Vandermonde-métrix
A e R™*(H1) 4 b € R™ jobb oldali vektora pedig a fiiggvényértékekbél adédik:

1z =z ... 2 ag Yo
2

1 @z x5 .. 23| |y 1
2

1 T3 T3 vee .I‘g as | = | Y2
2

1 =z, x5, oy | |an Ym

Ezen jelolésekkel a minimalizalandé kifejezés || Az—b]|3, ahol z = [ag, a1, ..., an]? a keresett egyiitthaték
vektora. A feladat megoldasat a Gauss-féle normalegyenletek adjdk:

AT Az = ATh
A fenti LER-t kell megoldani z-re.
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n=1 eset: Ekkor a feladatot gyakran linedris regressziénak is hivjuk. Ebben az esetben

m 2211 €T ,ATb: [ ZZ1 Yi . [b‘|
a

ATA =
Z?ll i Z:i1 f% Z:il TilYi
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