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4. Szamelmélet, grafok, kddolaselmélet

Dobreff Andras

Szamelmélet, grafok, kédolaselmélet

Relacidk, rendezések. Fiiggvények és miiveletek. Szamfogalom, komplex szamok. Leszdmldlasok véges
halmazokon. Szamelméleti alapfogalmak, linedris kongruencia-egyenletek. Altaldnos és sikgrafok, fak,
Euler- és Hamilton-grafok, grafok adatszerkezetei. Polinomok és miiveleteik, maradékos osztas, Horner-
séma. Betiinkénti kédolds, Shannon- és Huffman-kod. Hibajavité kédok, kédtéavolsag. Linedris kodok.

1 Szamelmélet

1.1 Relacidk, rendezések
Alapfogalmak

e Rendezett par
(z,y) rendezett par, ha (x,y) = (u,v) <= x =u A y =wv. Ezt a tulajdonsdgot halmazokkal

definialjuk:
(z,y) == {{z}.{z, y}}

e Descartes-szorzat
X,Y halmazok Descartes-szorzata vagy direkt szorzata:

XxY:={(z,y):zeX,yeYY}

e Binér relacié
Egy halmazt binér reldcionak neveziink, ha minden eleme rendezett par. Ha R binér reldci6
és (x,y) € R, akkor gyakran frjuk: xRy

e Relacié
Ha X Y halmazokra R C X x Y, akkor R relacido X és Y kozott.

e Ertelmezési tartomany
Az R binér relacié értelmezési tartomanya:

dmn(R) :={z | Jy: (z,y) € R}

e Erték készlet
Az R binér relicié érték készlete:

mg(R) :={y | 3z : (z,y) € R}

e Inverz
Egy R binér relaci6 inverze:
R™':={(a,b): (b,a) € R}

e Halmaz képe
Legyen R binér relacié, és A halmaz. Az A halmaz képe:

R(A):={y|Jxe€A: (z,y) € R}

e Kompozicié
R és S binér relacidék kompozicidja:

RoS :={(z,y) | 3z: (z,2) €S A (2,y) €R}



Tulajdonsagok
Az R egy X-beli binér relécié (azaz R C X x X)

1. tranzitiv

Va,y,z: (z,y) € R N (y,2) € R=— (x,2) € R

2. szimmetrikus

Ve,y: (z,y) € R= (y,z) € R

3. antiszimmetrikus

Ve,y:(z,y) € R AN (y,z) ER= =y

4. szigortian antiszimmetrikus

Va,y: (x,y) € R= (y,x) ¢ R

5. reflexiv

Vee X :(x,x) €ER

6. irreflexiv

Vee X :(z,x)¢ R

7. trichotém
Ha minden z,y € X esetén az alabbiak koziil pontosan egy teljestil

a) x =y

b) (z,y) € R

c) (y,z) €R
8. dichotom

Ve,ye€ X : (z,y) € R V (y,z) € R

Mas néven az elemek Osszehasonlithatdak.
Rendezések

e Ekvivalenciareldcid, osztédlyozés
X halmaz, R X-beli binér reldcié ekvivalenciarelacié, ha
— Reflexiv
— Tranzitiv
— Szimmetrikus

X részhalmazainak egy O rendszerét osztalyozasnak hivjuk, ha O paronként diszjunkt nemiires
halmazokbdl all6 halmazrendszer, melyre UO = X

Tétel:
Egy ekvivalenciareldcié meghataroz egy osztélyozast. Forditva: O osztalyozasra
R=U{Y xY :Y € O} ekvivalenciarelcié.

e Részbenrendezés
X halmaz, R X-beli binér relacié részbenrendezés, ha
— Reflexiv
— Tranzitiv
— Antiszimmetrikus
e Teljes rendezés
X halmaz, R X-beli binér relacié (teljes) rendezés, ha

— Reflexiv



— Tranzitiv
— Antiszimmetrikus
— Dichotém

Magyarul ha egy részbenrendezés dichotém (tehdt minden eleme 6sszehasonlithatd), akkor
(teljes) rendezés.

e Szigoru és gyenge relacié, rendezés
X halmaz, R,S relaciék X-beliek. Ha

zRy N x#y= xSy

akkor S-et az R szigoritdsanak nevezziik.
Megforditva, ha
xRy V =y =aTy

akkor T" az R-hez megfelel6 gyenge relécio.

Megjegyzés: Tulajdonképpen a reflexivitds elvételérdl és hozzdaddsdrdl van szo. Egy részbenrendezés
esetén a megfeleld szigord reldcid (szigorid részbenrendezés) tehdt irreflexiv, kivetkezésképpen
szigorian antiszimmetrikus is. Megforditva: Eqy X-beli szigord részbenrendezés (tran., irrefl.,
szig. ant.) megfeleld gyenge reldcidja részbenrendezés.

Korlatok

e Legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximélis elem
X halmazbeli részbenrendezés (<) legkisebb (legelsé) elemén egy olyan x € X elemet értiink,
melyre: Yy € X : z < y. (Ilyen nem biztos, hogy 1étezik, de ha igen, akkor egyértelm).
Hasonldan a legnagyobb (utolsd) elem olyan x € X, hogy Vy € X : y < «.

z-et minimalisnak nevezziik, ha nincs néla kisebb elem, maximalisnak, ha nincs nala nagyobb
elem. (Szemben a legkisebb/legnagyobb elemekkel, minimdlis/maximadlis elembél t&bb is lehet.
Ha viszont X rendezett, akkor legkisebb=minimadlis, legnagyobb=maximalis.)

o Alsé, fels6 korlat
X részbenrendezett halmaz, Y C X. Az x € X elem az Y alsé korldtja Vy € YV : © 5 y. (felsé
korldtja: Yy € Y : y < ). Lathatd, hogy = nem feltétleniil eleme Y-nak, s6t az is lehet, hogy
Y-nak nincs alsé/felsé korldtja, vagy akdr t6bb is van. Ha azonban z € Y, akkor egyértelmi
és ez Y legkisebb eleme.

e Infimum, szuprémum
Ha az also6 korlatok kézott van legnagyobb elem, azt Y alsé hatdranak, infimuménak nevezziik.
(Jele: infY")
Ha a fels6 korlatok kozott van legnagyobb elem, azt Y felsé hatdaranak, szuprémuménak
nevezziik. (Jele: supY’)

o Also, fels6 hatédr tulajdonsag
X részbenrendezett halmaz. Ha V) #Y C X : Y feliilrél korldtos és van szuprémuma, akkor
fels6 hatér tulajdonsigi. Illetve ha V() # Y C X : Y alulrdl korldtos és van infimuma, akkor
als6 hatar tulajdonsédgu.

1.2 Fiiggvények és miiveletek
1.2.1 Fiiggvények
Definicié
Egy f relacio fliggvény, ha
@y ef AN@y) ef=y=y
Mi4s széval minden z-hez legfeljebb egy olyan y létezik, hogy (z,y) € f

Igy minden z € dmn(f)-re az f(z) = {y}, melyet f(z) =y vagy f : & — y vagy f» = y is szoktunk
jelolni.



Ertelmezési tartomany, értékkészlet
Az f: X =Y jelolést hasznéljuk, ha dmn(f) = X.
Az f € X =Y jelolést haszndljuk, ha dmn(f) C X (amikor dmn(f)C X is eléfordulhat).
Mindkét esetben rng(f) C Y.

Injektiv
f fiiggvény kolcsondsen egyértelmii/injektiv, ha

/

f@)y=y A fa)=y = z=u
Ez azzal ekvivalens, hogy f~! reldci6 is fiiggvény.

Sziirjektiv
Az f fliggvény sziirjektiv, ha
YyeY:JxeX: f(x)=y

Azaz rng(f) =Y. Magyarul az f fiiggvény az egész Y -ra képez.
Bijektiv
Ha az f fliggvény injektiv és sziirjektiv, akkor bijektiv.

Indexelt csalad
Az z fliggvény i helyen felvett értékét a;-vel is szoktuk jelolni. Ilyenkor gyakran dmn(f) = I
értelmezési tartomdnyt indexhalmaznak, elemeit indexeknek, rng(f)-et indexelt halmaznak, és
magat az x fiiggvényt indexelt csalddnak szoktuk nevezni.

1.2.2 Miiveletek
Definiciok

e Binér miivelet
X halmazon egy f: X x X — X fiiggvény binér miivelet.

e Unér mivelet
X halmazon egy f: X — X fiiggvény unér miivelet.

o Nullér miivelet
X halmaz, f: {0} — X nullér miivelet. (Gyakorlatilag elemkivalasztés)

Tulajdonsagok

e Legyen &, (© binér miiveletek X-en.

1. & asszociativ, ha

Ve,y,z€X: (xdhy) dz=2 & (y 82)

2. & kommutativ, ha
Ve,ye X: z8y=y®z

3. & disztributiv a (©-ra, ha Va,y,z € X:
W (y©z)=(rMdy) © (r &2) -baloldali
y©z)®dz=(y#dx)© (2 #2x) -jobboldali

e Legyen O binér miivelet X-en és § binér miivelet Y-on f: X — Y miivelettarté ha:

Vo, x € X @ f(2102) = f(x1) § f(22)



1.3 Szamfogalom, komplex szamok
1.3.1 Szamfogalom
Algebrai Strukturak

1. Grupoid
G halmaz egy * miivelettel, azaz a (G, ) part grupoidnak nevezziik.

2. Félcsoport

Ha egy grupoidban a * miivelet asszociativ, akkor a grupoid félcsoport.
3. Monoid

Semleges elemes félcsoportot monoidnak nevezziik.

Megyjegyzés: a € G semeleges elem, haVge G:axg=g*xa=g

4. Csoport
Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoportrdl beszéltink.
Megyjeqyzés: g,g~' € G és € € G semleges elem, akkor a g~ a g inverze, ha g g~ ' = € és
g lxg=¢
5. Abel—csoport
Ha egy csoportban a mivelet kommutativ, akkor Abel-csoport.
6. Gytri
(R,+,-) gyliri, ha az Gsszeaddssal Abel-csoport, a szorzassal félcsoport és teljesiil mindkét
oldali disztributivitas.
Ha a szorzds kommutativ, akkor kommutativ gytiri.
Ha a szorzasnak van egységeleme, akkor egységelemes gytrii.
7. Integritasi tartomany
Nulloszté mentes kommutativ gyiri.
Nulloszto: x,y nulldtok kilonbozé elemek, de x -y =0
8. Rendezett integritasi tartoméany
R integritdsi tartomany rendezett integritdsi tartomany, ha rendezett halmaz, tovabbé az
Osszeadds és szorzas monoton.
Osszeadds monoton: x,y,z € Résx <y = x+z2<y+z
Szorzds monoton: x,y € R ésxz,y>0 = xz-y>0
9. Test
Egy R gytir(it, ha R\ {0} szorzédssal Abel-csoport, akkor test.

10. Rendezett test
Ha egy test rendezett integritdsi tartomany, akkor rendezett test.

Természetes szamok

e Peano-axiémak
Legyen N egy halmaz és a + egy N-en értelmezett fiiggvény. Az aldbbi feltételeket Peano-
axiomaknak nevezziik:

1. 0eN - 0 egy nullér miivelet N-en

2. han €N, akkor nt € N - T egy unér miivelet N-en

3. han €N, akkor n™ #£ 0 - 0 nincs a T értékkészletében

4. han,m €N, ésm’T =nT, akkor n =m - T injektiv

5. ha S C N,0 € S, tovabban € S:nt € S, akkor S = N - a matematikai indukcié
elve

o Miveletek
— Osszeadas
k,m,n € N, akkor:
1. (k+m)+n=Fk+ (m+n) - asszociativitds
2.n+0=0+4+n=n -0 anullelem (additiv semleges elem)
3. n+k =k+n - kommutativitas
4. n+k=m+k vagy k+n =k + m, akkor m = n - egyszerisitési szabdly



— SZOrzas

k,m,n € N, akkor:

1. (k-m)-n=k-(m-n) - asszociativitds

0-n=n-0=0
n-1=1-n=n - 1 az egységelem (multiplikativ semleges elem)
n-k==k-n - kommutativitas
kE-(m+n)=k-m+n,iletve (m+n)-k=m-k+n-k - disztributivitds
k # 0 esetén: n -k =m -k, akkor m = n - egyszerisitési szabaly

S LUk N

Egész szamok
Természetes szamok korében az 0sszeaddsra nézve csak a nulldnak van inverze, masként szdlva, a
kivonas altaldban nem végezhetd el.

Tekintsiik a ~ € Nx N reldci6t, melyre (m,n) ~ (m’,n’), ham+n' = m’+n. Es vegyiik az (m,n)+
(m/;n’) = (m+m/,n + n') osszeaddst. A ~ relacié ekvivalenciareldcid, az ekvivalenciaosztalyok
halmazat jeloljik Z-vel. Z elemeit egész szamoknak nevezziik.

Az Gsszeadds kompatibilis az ekvivalencidval, igy az egész szdmok kozott értelmezve van, és (Z,+)
Abel-csoport.

Tehat (Z,+, ) gytrt.

Megjeqyzés: * miivelet kompatibilis a < ekvivalenciareldcidval, ha teljesil: x <2’ N y =<y —
zxyxa *y

Raciondlis szamok
Az egész szamok korében a nem nulla elemek koziil csak az 1-nek és a —1-nek van multiplikativ
inverze, masként szélva az osztas altalaban nem végezhetd el.
Tekintsiik a Z x (Z \ {0})-n a ~ reldci6t, melyre (m,n) ~ (m/,n’), ha mn’' = nm/. Es vegyiik az
(m,n) + (m/,n') = (mn' + nm/, nn’) dsszeaddst és az (m,n) - (m',n’) = (mm/,nn’) szorzést. A ~
reldcié ekvivalenciarelacio, az ekvivalenciaosztalyok halmazat jeloljik Q-val. Q elemeit racionalis
szamoknak nevezziik.

(Q, +, -) rendezett test.

Valés szamok
Nincs olyan a € Q szam, melynek négyzete 2. Tehdt nem minden szdm {rhaté fel m/n (m,n € NT)
alakban.

Archimédeszi rendezettség:
Egy F rendezett testet archimédeszien rendezett, ha z,y € F:In€N:nz >y (x> 0)

A racionalis szamok rendezett teste archimédeszien rendezett, de nem fels§ hatar tulajdonsdgu.

Egy felsé hatar tulajdonsagu rendezett testet a valds szamok testének neveziink, és R-rel jeloljiik.
(I'R)

1.3.2 Komplex szamok

A komplex szédmok sziikségét a harmadfoki egyenletek megoldasira valé Cardano-képlet sziilte. Ugya-
nis abban az esetben, amikor az egyenletnek hiarom kiilonb6z6 valés gydke van, a képletben a gyokjel
ald negativ szdm keriil. Fokozatosan tisztult a "képzetes” szamokkal valé szamolas szabdlyai, és a
trigonometrikus fliggvényekkel val6 kapcsolat.

Definicié
A komplex szdmok halmaza C =R x R. C az (z,y) + (2',y') = (x + 2’,y + ¢') Osszeadéssal és az
(z,y) - (2',y) = (x2’ —yy',y'x + ya') szorzdssal test. A komplex szdmok halmaza nem rendezett
test, mivel (tétel alapjan) egy rendezett integritdsi tartomanyban x # 0 = x? > 0. (Ez azonban
(0,1)2 = i = —1-re nem teljesiil).
[A komplex szdmok korében (0,0) a nullelem, (1,0) egységelem, (z,y) additiv inverze (—z, —y), és
(0,0) # (,y) pér multiplikativ inverze az (777, z752) Pér.]

Valos szamok azonositasa
Mivel (x,0) + (2/,0) = (z + 2/,0) és (z,0) - (2/,0) = (x2’,0) {gy az 6sszes (x,0),z € R komplex
szamot azonosithatjuk R-rel.



Komplex szamok algebrai alakja
Mivel
(z,y) = (2,0) + (y,0) - i = z + yi
igy a komplex szamokat a + bi algebrai alakban is irhatjuk.
Ekkor az Re(z) = x valds szdmot a z = (z,y) komplex szdm valds részének, az Im(z) = y valds
szamot pedig a képzetes részének nevezziik.

Konjugalt
z = x + yi komplex szam konjugdltja: Z = x — yi
Tulajdonségai:
l.2+w=z+4+w
2.Zzw=z-w
3.z2=2
4. 2+ 7% = 2Re(2)
5. 2=z =1i-2Im(z)

Abszolat érték
A z = (z,y) komplex szdm abszolit értéke: |z| = /22 + y?

Tulajdonségai:
1. z-z2=2]
Lz
2 =1
3. |z = I
4 |z w| = 2] - Jwl
5. |z 4wl < |2l + u]

Trigonometrikus alak

e Argumentum
z # 0 esetén az a z argumentuma V¢ € R, melyre Re(z) = |z|cos(t), és Im(z) = |z|sin(¢). Més
szoval a z argumentuma az origébdl a z-be mutaté vektor és a pozitiv valds tengellyel bezart
szoge.

e Trigonometrikus alak
A z komplex szédm trigonometrikus alakja: z = |z|(cos(t)+i-sin(t)
e Moivre-azonossagok
Legyen z = |z|(cos(t)+i-sin(t)), és w = |w]|(cos(s)+i-sin(s)). Ekkor
z-w = |z||w|(cos(t + s) + i - sin(t + ))

g = Zn(cos(t —8)+i-sin(t —s)) (w#£0)
2" = |z|"(cos(nt) + i - sin(nt)) (n € Z)
o Gyokvonds
Legyen 2" = w ekkor:

W{Zk \

w (cos(t +3k7r> + sin(t—’_ikﬁ)),k =0,..,n— 1}

De mivel ez a jeloltés Gsszetéveszthetd a valdsak kozott (egyértelmiivé tett) valds gyokvondssal.
igy ezt a jelolést nem hasznéljuk. Vezessiik be helyette a n-edik komplex egységgyok fogalmat:

2k 2k
e = cos(ﬂ> +i-sin(7r>, k=0,...,n—1
n n

Ezek utdn a w gyokeit a z és az n-edik komplex egységgyokok segitségével kaphatjuk meg:
ZEQy +eey REP—1



1.4 Leszamlalasok véges halmazokon

Véges halmazok

Halmazok ekvivalencidja
X,Y halmazok ekvivalensek, ha létezik X-et Y-ra képezo bijekcid.
Jele: X ~Y

Véges és végtelen halmazok
X halmaz véges, ha In € N: X ~ {1,2,...,n}, egyébként végtelen. Ha létezik n, akkor az
egyértelmii, és ekkor a halmaz elemszdménak/szamossiganak nevezzik. Jele: #(X)

Skatulya elv
Ha X,Y véges halmazok és #(X) > #(Y), akkor egy f: X — Y leképezés nem lehet kdlcsondsen
egyértelmii (azaz bijekcid).

Leszamolasok

Tételek

Permutécio
A halmaz egy permutéaciéja az onmagara valé kolcsonosen egyértelmii leképezése. Az A halmaz
Osszes permuticidjanak szama:
n
P, = H k = n!
k=1

Variacié

Az A halmaz elemeibdl készithetd, kiillonboz6 tagokbdl all6 aq, as, ..., ax sorozatokat az A hal-
maz k-ad osztélyt varidcidinak nevezziik. Ha A véges (#(A) = n), akkor V,* szdma megegyezik
az {1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képezd kolcsonosen egyértelmii leképezések szdméaval:

Kombinacio
Ha A halmaz k € N elemii részhalmazait k-ad osztalyt kombindcidinak nevezziik. Ha A véges,
akkor C* szdma megegyezik {1,2,...,n} k elemii részhalmazainak szdméval.

n n!
ck = =
" (k) kl(n — k)!
Ismétléses permutacio

A ={ay,...,a,} halmaz elemeinek ismétlédései iy, ..., .. (Az elemek ismétléses permutdcidi
olyan i1 + - - - + i, = n tagl sorozatok, melyben az a; elem i;-szer fordul el6.)

. . |
PZ1,...,7,T n:

n il ig |
1112 Uyt

Ismétléses variacio
Az A véges halmaz elemeib6l készitheté (nem feltétlentil kiilonbo6zé) aq, - - - , ax sorozatokat,
az A halmaz k-ad osztalyd ismétléses varidciéinak nevezziik.

Ismétléses kombinacio
Az A véges halmaz. A halmazbdl k elemet kivélasztva, ismétléseket megengedve, de a sorrend
figyelmen kiviil hagyva, az A halmaz k-ad osztalyu ismétléses kombindcidit kapjuk.

i~k (nTEk—1
o= (")



e Binomidlis tétel
x,y € R (kommutativ egységelemes gylirti), n € R. Ekkor

=3 (7)o

k=0
e Polinomialis tétel
r,n € Nés xy,zo, - ,x, € R (kommutativ egységelemes gytirii), ekkor
(T1 4+ +a,)" = Z PZlv"”“z?I?"'I? (i1, ,ir € N)

i1+ tir=n

e Szita formula
X1, , X C X (véges halmaz). f az X-en értelmezett, egy Abel-csoportba képzé fliggvény.

Legyen:
S=Y f(x)
rzeX
1<ip <-<ipn<k \ 2€X4; N-NXy,
és
So= Y. [l
zeX\UF_ Xi
Ekkor

So=08—81+ 82— S5+ + (—1)FS

1.5 Szamelméleti alapfogalmak, linearis kongruencia-egyenletek
1.5.1 Szamelméleti alapfogalmak

Oszthat6sag egységelemes integritasi tartomanyban
R egységelemes integritdsi tartomény, a,b € R. Ha 3c € R : a = bc, akkor b osztéja a-nak (a a b
tobbszorose). Jele: bla

A b = 0-t kivéve legfeljebb egy ilyen c létezik.

Az oszthatdsag tulajdonsigai egységelemes integritasi tartomanyban.

e Ha b|a és b'|a’, akkor b |aa’
e Va € R: a|0 (a nulldnak minden elem osztdja)
e Ola < a =0 (a null csak sajat magdnak osztéja)
e Va € R: 1]a (az egységelem minden elem osztéja)
e bla = Vc e R: bclac
e bclac és ¢ #0 = bla
e bla;ésc; €R, (i=1,---,j) = b\zgzlaici
e az | reldcié reflexiv és tranzitiv
Felbonthatatlan elem és primelem
0,1 # a € R felbonthatatlan (irreducibilis), ha a = be esetén b vagy c egység (b, ¢ € R).
0,1 +# p € R prim, ha Va,b € R : p|ab esetén pla vagy p|b
Legnagyobb ko6zos osztd, legkisebb k6z6s tobbszoros, relativ prim

R egységelemes integritasi tartomany. ai,--- ,a, € R elemeknek b € R legnagyobb ko6z6s osztdja,
ha bla; és V'|a; esetén b'|b. Ha b egység, akkor aq,- - ,a, relativ primek.

a1, ,a, € R elemeknek legkisebb kozos tobbszorose b € R, ha a;|b és a;|b’ esetén b|b'.
Bovitett euklideszi algoritmus

Az eljards meghatdrozza az a,b € Z szdmok legnagyobb kozos osztdjat (d € Z), valamint z,y € Z
szamokat gy, hogy d = ax + by



A szamelmélet alaptétele
Minden pozitiv természetes szdm (sorrendtél eltekintve) egyértelmiien felbonthaté primszamok
szorzataként.

Erathoszthenész szitaja
Adott n-ig a primek meghatérozasahoz: Irjuk fel a szamokat 2-t6l n-ig. Az elsé szém (2) prim,
Osszes tObbszorose Osszetett, ezeket hiizzuk ki. A fennmaradé szdmok koziil az elsé (3) ugyancsak
prim, stb. Az eljaras végén az n-nél nem nagyobb primek maradnak.

1.5.2 Lineéris kongruencia egyenletek

Kongruencia
Ha a,b,m € Z és m|(a — b), akkor azt mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m (Jele:
a=b mod m).

A kongruencia ekvivalenciarelacié barmely m-re. Ha a € Z akkor az ekvivalenciaosztdly elemei
a+ km, k € Z alakuak.

Maradékosztalyok
Az m € Z modulus szerinti ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik. A maradékosztélyokat elemeikkel
reprezentaljuk. (Az a elem &ltal reprezentdlt maradékosztdly @ mod m).

Ha egy maradékosztdly valamely eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik az és a
maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak nevezziik.

Paronként inkongruens egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik.
Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszer.

Ha maradékrendszer pontosan a redukalt maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor redukalt
maradékrendszer.

Euler-féle ¢ fliggvény
m > 0 egész szam. Az Euler-féle ¢(m) figgvény a modulo m redukalt maradékosztalyok szdmat
adja meg. Ez nyilvan megegyezik a 0,1, --- ,m — 1 szdmok kozotti, m-hez relativ primek szamaval.

Euler-Fermat tétel
m > 1 egész, a relativ prim m-hez, ekkor:

a?™ =1 mod m

Fermat tétel
Legyen p prim, és a € Z : p 1 a, ekkor

“1=1 modp

Linearis kongruencia megoldasa
Keressiik az ar = b mod m kongruencia megolddsait (a,b,m € Z ismert). Ez ekvivalens azzal,
hogy keressiink olyan x-et, melyre (valamely y-nal) ax + my = b.
Legyen d = Inko(a,m). Mivel d osztdja ax + my-nak, b-t is osztania kell, kiilonben nincs megoldés.
fgy ST+ Ty = %. Ekkor a’z + m'y = 1. A bvitett euklideszi algoritmus segitségével olyan
u,v szdmokat kapunk, melyekkel a’u + m/v = 1 (ui.: @', m’ relativ primek). Az egyenletet b'-vel
beszorozva a'ub’ +m/vb =V = x = ub’ mod m’

Linearis kongruenciarendszer megoldasa
Két linedris kongruencia esetén a megolddsok z = a mod m ésx =b mod n. A kdzds megolddshoz
x = at+my = b+nz < my—nz = b—a egyenletet kell megoldani. Akkor és csak akkor van megoldés,
ha d = Inko(m, n) oszt6ja b—a-nak. Ekkor a megoldds valamely x1 egésszel x = 21 mod lkkt(m,n)
alakban irhaté. (T6bb kongruencia esetén az eljaras folytathato.)

Kinai maradéktétel
1 < mq,---,m, € N paronként relativ primek, és ¢1,---,¢c, € Z. Az x = ¢; mod m; (j =
1,--- ,n) kongruenciarendszer megoldhatd, és barmely két megolddsa kongruens mod myms - - - my,
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2 Grafok

2.1 Altalanos és sikgrafok

Alapfogalmak

Irdnyitatlan graf

Egy irdnyitatlan graf a G = (V, E, ¢) rendezett 3-as, ahol:
V - a csticsok halmaza

E - élek halmaza

o - illeszkedési relacié (¢ € E x V)

Ha v € p(e), akkor v illeszkedik az e élre. (v € V,e € E). Egy élnek mindig két vége van
El-, és csticstipusok
— Izol4lt cstics
v € V izolalt cstics, ha fle € E : v € p(e)
— Parhuzamos él
e,e’ € E élek pdrhuzamos élek, ha p(e) = p(e’)
— Hurokél
e € F hurokél, ha |p(e)| =1
Irdnyitott graf
Egy irdnyitatott graf a G = (V, E, ¢) rendezett 3-as, ahol:
V - a csucsok halmaza
E - élek halmaza
1 - illeszkedési reldcié (v € E — V x V)

Y(e) = (v,v"), ahol v az e él kezddpontja, v' a végpontja.

Véges, egyszerii grafok - alapfogalmak

Egyszeri graf

G graf egyszer(i, ha nem tartalmaz parhuzamos vagy hurokéleket

Véges graf G = (V, E, ) graf véges, ha V, E véges halmazok.

Szomszédsag, fok

Két él szomszédos, ha van kozos pontjuk.

Két csics szomszédos, ha van kozos éliik.

v € V szomszédjainak szdma a v foka. [Jele: deg(v) = d(v)]

r-regularis grafok

G gréf r-regularis, ha minden pont foka r

Teljes graf

G gréf teljes graf, ha minden él be van hizva, més széval (|V| — 1)-reguldris. (Jele: Ky |)
Paros graf

G péros graf, ha V =V ' UV” és V' N V" = (diszjunkt), valamint él csak V' és V" kozott
fut.

Ha viszont igy V' és V' kozott minden él be hizva, akkor teljes pdros grdf. (Jele: Ky m, ahol
n=[V'|,m=[V"])

Részgraf

G = (V,E,p) részgréfja G' = (V',G',¢')nek, ha V.CV AN ECE A pC¢

Séta, vonal, 1t

G grafban egy n hosszi séta v-bdl v'-be egy olyan

V0,€1,V1, " y,Un—1,€n,Un

sorozat, melyre v = vy, v’ = v, és v;_1,v; € @(e;)

Egy séta vonal, ha minden él legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.

Egy vonal at, ha minden cstics legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.
Egy séta/vonal /it zart, ha kezdd és végpontja megegyezik, egyébként nyilt.

11



o Osszefiiggd graf Egy graf osszefiiggd, ha barmely két cstics kozt van .
Ez a reldcio ekvivalenciareldcio, melynek ekvivalenciaosztdlyait komponenseknek nevezziik.
e Cimkézett, Sulyozott graf
G =V,E, p,Ce,ce,Cy,c,) rendezett T-es cimkézett gréfot jelol, ahol C., C, tetsz8leges hal-

mazok, és

ce : E— C,

cp: E— C,
Ha C, = C, = RT, akkor a grafot siilyozott grafnak nevezziik, és w a csics/él siilya.
(w(e) = ce(e), w(v) = cy(v))

Sikba rajzolhatdésag

Fogalmak
e Sikba rajzolhatésag
Egy graf sikba rajzolhaté, ha lerajzolhaté ugy, hogy az elei nem keresztezik egymast.

e Topologikus izomorfia
Két graf topologikusan izomorf, ha a kovetkezo 1épést illetve forditottjat véges sok ismétlésével
egyikbdl a masikat kapjuk: Egy méasodfoku csticsot elhagyunk, és a szomszédjait 6sszekotjiik.

e Tartomany
Ha G gréf sikba rajzolhatd, akkor a tartomédnyok az élek dltal hatdrolt sikidomok. (A
nem korldtolt sikidom is tartomaény.)

Tételek

1. Minden véges graf R3-ban lerajzolhaté.
2. Ha egy véges graf sikba rajzolhaté <= goémbre rajzolhatd

3. Euler-tétel:
Ha a G véges graf osszefiiggd, sikba rajzolhato graf, akkor:

[El+2=|V|+I|T|

4. Kuratowsky-tétel:
Egy véges graf pontosan akkor sikba rajzolhaté, ha nem tartalmaz Ks-tel, vagy K3 3-mal
topologikusan izomorf részgrafot.

2.2 Fak

Fa
Egy grafot fanak neveziink, ha 6sszefligg6 és kbrmentes.

Feszit6fa
F részgrafja G-nek. Ha F' fa és cstucsainak halmaza megegyezik G csticsainak halmazéaval, akkor
F-et a G feszitéfdjanak nevezziik.

Tételek

e Ha G egyszeru graf, akkor a kovetkezo feltételek ekvivalensek:

1. G fa

2. G Osszefliggd, de barmely él torlésével mar nem az
3. Két kiilonboz6 csics kozott csak egy ut van

4. G kormentes, de egy él hozzdadasdval mér nem az

e Ha G egyszeri véges graf, akkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

1. G fa
2. G-ben nincs kor és n — 1 éle van
3. G Osszefiiggd és n — 1 éle van

Iranyitott fa
Olyan fa, melyre: v €V :d (v) =0és Vo' £ v :d (v') =1 (Egy csiscs befoka 0, a t6bbié 1)

Tovabbi fogalmak:
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r € V,d~(r) = 0 csticsot gyokérnek nevezziik

e v’ cstcs szintje a r, v’ Ut hossza

(v,v") € Y(e), a v sziil§je v'-nek, v" gyereke, v-nek.
v levél, ha d*(v) =0

2.3 [Euler- és Hamilton-grafok
2.3.1 Euler-graf

Euler-vonal
Az Euler-vonal olyan vonal v-bél v'-be a grafban, amelyben minden él szerepel. Ha v = v’ akkor
ezt a vonalat Euler-kérvonalnak is szokas nevezni. Euler-vonallal rendelkezd grafot Euler-grafnak
nevezik.

Tétel
Egy 0Osszefiiggd véges grafban pontosan akkor létezik Euler-korvonal, ha minden csics paros foku.
2.3.2 Hamilton-graf

A Hamilton-it egy olyan ut v-b6l v’-be a gréfban, mely minden cstcsot tartalmat. Ha v = v’ akkor ezt
az utat Hamilton-koérnek is szokas nevezni. Hamilton-tittal rendelkezé grafot Hamilton-grafnak nevezik.

2.4 Grafok adatszerkezetei

Gréfok szamitogépes reprezentacidjahoz legtobbszor lancolt listakat, vagy matrixokat szoktak hasznalni.
A lancolt listak inkabb ritka grafokra, mig a matrixok sliri gréafok esetén gazdasdgosak.

Illeszkedési matrix
G = (V, E,v) irdnyitott graf esetén a grifot egy A = {0,1,—1}""™ métrix segitségével tudjuk
reprezentélni, ahol V= {vy,--- ,u,}, és E = {e1, -, em . Ekkor a matrix egyes elemei:

1 ha v; kezdépontja e;-nek
aij = —1 ha v; végpontja e;-nek
0 kiilonben

Ha G nem irdnyitott, akkor a;; = |a, ;]|

Csuicsmatrix
A fenti jelolésekkel irdnyitott esetben B € Z™*", ahol b;; a v;-b6l vj-be mend élek szamat jeldli.

Ha G irdnyitatlan, akkor b;; v; hurokéleinek szama, egyébként b;; a v; és v; csticsok kozotti élek
szama.

3 Kodolaselmélet

3.1 Polinomok és miiveleteik

Definicié
Legyen R gytirti. Egy polinomot egy > f;z* alaki véges Osszegnek tekintiink, aholn € N, f; € R.

Az f, tagot a polinom féegyiitthatdjanak nevezziik.

Miveletek
Legyen Rlx] az f = (fo, f1, ) végtelen sorozatok feletti gyfirli (polinomok gyfirtije), ahol f; € R.
Ekkor az R[z]-beli miiveletek:

e Osszeadés:

f+g=(fo+g0, fr+g1,--) (f,g € R[z])
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e Szorzas:
f'g:h:(hovhlv'”) (f)gaheR[x])a ahol

hi = fig;

itj=k
Megjegyzés: Ha R kommutativ, akkor R[x] is az. Ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor
R[z] is az az (1,0,0,---) egységelemmel.
3.2 Maradékos osztas
Legyen R egységelemes integritdsi tartomdny, f,g € Rlx],g # 0 és tegylk fel, hogy ¢ féegytitthatéja
egység R-ben. Ekkor
g,r € Rlx]: f=g-q+r  (deg(r) <deg(g))
3.3 Horner-séma

A Horner-médszer egy polinom helyettesitési értékének kiszamitdséra alkalmas. (Ezzel egyiitt természetesen
az is eldonthetd, hogy adott ¢ érték a polinom gyoke-e vagy nem. 4-ed fok felett erre még analitikus
megoldds sincs.)

A médszer lényege, hogy az egyébként fr,z"™ + fn_12" ' + -+ 4+ fo polinom helyettesitési értékének
kiszamolasahoz rendkiviil sok szorzasra és Osszeaddsra lenne sziikség. A polinom atalakitasdval azonban
a miveletek szamat lecsokkenthetjiikk. A maradékos osztast alkalmazva:

For™ 4 froa@" Tt fo = (Far™ T fara" T 4o+ fo
Ezt rekurzivan folytatva a kovetkezd alakra jutunk:
(fnx+ fo =Dz + frn=2)z+ )z + fo
A helyettesitési érték kiszamitdsat egy tablazatban kénnyebben elvégezhetjiik.

fn fn—l fn—2 fO
(& fn fnc"‘rfnfl (fnc+fn71)c+fn72 f(C)

A tablazat kitoltése a kovetkezEképp zajlik:

1. Az elsé sorba felirjuk a polinom egyititthatéit
2. A maésodik sor elsé celljaba beirjuk az argumentum értékét.

A fOegyiitthaté ald beirjuk onmagét.

=~ W

A maésodik sor cellainak kitoltésével folytatjuk

ot

Az el6z6 cella elemét megszorozzuk az argumentummal
A szorzathoz adjuk hozza az aktudlis egylitthatét

Az bsszeget irjuk be az aktudlis celldba

® N>

Folytassuk az 5. ponttal, mig el nem jutunk az utolsé celldig

Az utolsé celldba a polinom helyettesitési értéke kertil. (Ha ez nulla, akkor az argumentum a polinom
gyodke. )
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3.4 Betiinkénti kédolas

A kédolés a legaltaldnosabb értelemben az iizentek halmazdnak egy masik halmazba valé leképzését
jelenti. Gyakran az iizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibdl alkotott sorozattal adjuk meg. Ekkor
az lizenetet felbontjuk elére rogzitett olyan elemi részekre, hogy minden iizenet egyértelmiien elédlljon
ilyen elemi részek sorozataként. A kddoldshoz megadjuk az elemi részek kodjat, amelyet egy szétar
tartalmaz. Az ilyen kédolast betlinkénti kédoldsnak nevezziik.

A kédolandé ilizenetek egy A dbécé betlli, és egy-egy betli kédja egy madsik, B abécé (kédabécé)
betiiinek felel meg. Tegyiik fel, hogy mind két abécé nem {ires és véges.

Egy A abécé betiiibdl felithaté szavak halmazat At-szal jeldljiik, mig az iires széval kiterjesztettet
A*-gal.

Ez alapjan a betiinkénti kdédolast egy ¢ : A — B* leképezés hatdrozza meg, amelyet kiterjesz-
thetiink egy ¢ : A* — B* leképezéssé, aldbbi médon: Ha ajas...c, = a € A, akkor « kdédja (o) =
p(ar)e(as)...o(as). Nyilvdn ha ¢ nem injektiv (vagy az {ires sz6 benne van az értékkészletében), akkor
a 1 kédolas sem injektiv, azaz nem egyértelmiien dekédolhaté. Emiatt feltehetjiik, hogy ¢ injektiv, és
BT-ba képez.

3.5 Shannon- és Huffman-kod

Alapfogalmak
e Gyakorisag, relativ gyakorisag, eloszlds
Az informéciéforrdas n lizenetet bocsajt ki. A kiilonboz6 iizeneteket jeloljik aq,- -+ , ap,-mel.
a; uUzenet k;-szer fordul el6, melyet gyakorisignak nevezziik. Az a; relativ gyakorisidga a
pi = ki/n. A pi, -, pp szdm m-est az tizentek eloszldsdnak nevezziik. (> 1~ p; = 1)

e Informaciétartalom
Az a; tizenet egyedi informdcidtartalma I; = —log, p;, ahol r > 1 az informécié egysége. (r = 2
esetén az egység a bit).

e Entropia
Az tzenetforras altal kibocsatott atlagos informécidtartalmat nevezziik entrépidanak:

m
He(p1,-++ ,pm) = — Y_ pilog,pi
=1

e Prefix, szuffix, infix
Legyen «, 3,7 € A szavak. Ekkor az a7y szénak « prefixe, 8 infixe, v pedig szuffixe.

e Kédfa
A betiinkénti kédolashoz egyértelmiien adhaté meg egy szemléletes irdnyitott, élcimkézett fa.
Legyen ¢ : A — B* a betlinkénti kédolas. Készitsiink el egy olyan fat, melynek a gyokere az
iires sz6 és ha 8 = ab (b € B)-re, akkor a-bdl hizdédjon olyan él 8-ba, melynek b cimkéje
van. Ekkor minden azonos hosszi szé egy szinten lesz. Azokat a cstucsokat, melyekb6l minden
b € B cimkével vezet ki €l teljes csicsnak nevezziik, kiilénben csonka csicsok.

e Prefix kdd, egyenletes kdéd, vesszos kod
A ¢ : A — BT injektiv leképezés altal meghatdrozott ¢ : A* — B* betiinkénti kédolés

felbonthaté (egyértelmiien dekédolhatd), ha ¢ injektiv

prefix kéd, ha ¢ értékkészlete prefixmentes.

egyenletes kéd (fix hosszisagu), ha ¢ értékkészletében minden elem megegyezd hosszi

Ll

vesszds kéd, ha 39 € BT vesszd, hogy 9 szuffixe minden kédszénak, de sem prefixe, sem
infixe semelyik kédszénak.

° Atlagos sz6hosszUsag B
Legyen A = {a1, -+ ,a,} a kédoland6 dbécé. Az a; kédjanak hossza ;. Ekkor I = Y0 | pil;
a kod atlagos szohosszisaga.

e Optimalis kod
Ha egy adott elemszami abécével és adott eloszlassal egy felbonthaté betiinkénti kéd atlagos
széhoszisaga minimalis, akkor optimélis kédnak nevezziik.
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Shannon-kéd
Shannon kéd egy optimédlis kéd (r elemszamu dbécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovetkezd
modon allitunk el6.
1. Rendezziik a betiiket relativ gyakorisdgaik alapjan csokkend sorrendbe.

2. Hatarozzuk meg az lq,--- , [, szohosszisagokat a kovetkezd mddon:
rl < pp < pmhitt

3. Osszuk el az dbécé elemeit az egyes helyiértékeken.

Példa:
Legyen a kédébécé a 0,1, 2 halmaz, az kédolandé betiik és gyakorisdgaik pedig a kovetkezok:
a b c d e f g h i j
0,17 | 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
A relativ gyakorisagok rendezése utan:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Hat4rozzuk meg széhossziisdgokat. Az f, a, h és ¢ esetében: 372 = r—h < p; < r~b+!l = 371 Teh4t
azok szohosszisdga 2. A tobbi esetben is igy jarunk el:
f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5

Ezek alapjan f kédszava a 00, a kddszava a 01, h-hoz a 02 tartozik, mig c-hez 10. A j-hez ezek utdn
11 tartozna, de mivel az 3 hosszi, igy 110. A kdédszavak tehat a kévetkezoképp alakulnak:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5
00 01 02 10 | 110 | 111 | 1120 | 1121 | 1122 | 12000

A kédfat 1. dbrén lathatjuk.

PR S T
< A*<>\ /
AN, ;

AR T
v

abra 1: Shannon-kéd példa kodfaja

Huffman-kéd
A Huffman-kéd is optimadlis kéd (r elemszdmi dbécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovetkezd
modon allitunk el6.

1. Rendezziik a betiiket relativ gyakorisdgaik alapjan csokkend sorrendbe.

2. Annak érdekében, hogy csak egy csonka cstcs keletkezzen
m=n modr—1
kongruencianak teljestilnie kell, ahol m az egyetlen csonka cstcs kifoka. Ami ekvivalens azzal,

hogy m =2+ ((n —2) mod r —1). Tehét osszuk el n — 2-t r — 1-gyel, és igy m a maradék+2
lesz.
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3. Az els§ 1épésben a sorozat m utolsé betiijét dsszevonjuk (dj jelolést/betiit adunk neki), és
ennek a relativ gyakorisiaga a tagok relativ gyakorisaganak osszege lesz. Rendezziik a sorozatot.
Ezen 1épés utdn mar a betiik szama kongruens r — 1-gyel, igy a kovetkezo redukcids lépésekben
mindig teljes cstcsokat tudunk késziteni.

4. Az utolsé r betlit vonjunk Gssze, helyettesitsiik egy Uj betiivel és relativ gyakorisdg legyen a
relativ gyakorisdgok Osszege.

5. A 4-beli redukcids 1épést addig ismételjiik mig r db betli nem marad. Ekkor rendre minden
betlihoz a kodabécé egy-egy betilijét rendeljiik.

6. Ha redukalt elemmel taladlkozunk szétbontjuk, majd az 6 elemeihez is a kédabécé betiiit ren-
deljiik, de konkatenaljuk az elézovel.

7. A 6-beli 1épést addig ismételjiik mig marad redukalt elem.

Példa:
A Shannon-kédnél latott forrdst kédoljuk be ugyanigy {0, 1,2} kéddbécével.

a b ¢ d e f g h i j
0,17 | 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
Rendezziik relativ gyakorisag szerint:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Osszuk el n — 2-t 7 — 1-gyel: 10 —2 = 4% (3 —1) 4+ 0. igy m a maradék+2, azaz m = 2. Az utols6
m betlit Gsszevonjuk, és rendezziik a sorozatot:
f a h c j i (ge) | b d
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,03 | 0,02 | 0,02
Innentdl kezdve minden redukcids 1épésben az utolsé r db azaz 3 betiit vonjuk Gssze:
FTa [0 [ c [ [(@hbd]
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 0,07 0,06
Ezt addig ismételjiik, mig r darab betd marad:
(ahe) | £ | (3,((ge),b,d),i)
0,47 | 0,31 0,22

A szétbontéds alapjan a 2. dbran lathat6 fat tudjuk Gsszedllitani.

abra 2: Huffman-kéd példa kodfdja

Ezek alapjan a kodtabla:
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betli | gyakorisdg | kdéd
f 0,31 1
a 0,17 00
h 0,17 01
c 0,13 02
j 0,09 20
i 0,06 22
b 0,02 211
d 0,02 212
g 0,02 2100
e 0,01 2101

3.6 Hibajavité kédok, kédtavolsag

Hibakorlatozé kédolas
A hibakorlatoz6 kédokat két csoportba sorolhatjuk: hibajelz6 és hibajavité kédok. Mindkét esetben
az lzenetekhez kdédszavakat rendeliink, amik alapjan az atvitel soran keletkezd hibakat kezelni
tudjuk. Ha az tizenet konnyen ismételhet6 hibajelzd, ha nehezen ismételheté hibajavité kdédot
alkalmazunk. A hibakorldtoz6 kédoknal mindig azonos hosszisidgi kédszavakat hasznalunk.

Koédok tavolsaga, sulya
A kédabécé u és v szavanak Hamming-tavolsidga d(u,v) az azonos pozicidéban levé, eltéré jegyek
szama. A Hamming-tavolsiag rendelkezik a tavolsag szokdsos tulajdonsagaival, vagyis Yu, v, z:

e d(u,v) >0

o dlu,v) =0 <= u=v

e d(u,v) =d(v,u) - szimmetria
(u, 2)

A kéd tavolsdga d(C) = m;n d(u,v) (u,v e C)

Amennyiben az A kédédbécé Abel-csoport a 0 nullelemmel. Ekkor egy u sz6 Hamming-stulya (w(w))
a széban szereplé nem nulla elemek szdma. Ekkor a kéd silya w(C) = m;rolw(u)
u

Hibajavité kéd
Amikor egy olyan szét kapunk, ami nem kdédszd, a hozza legkisebb Hamming-tavolsdgi kédszora
javitjuk.
A K kéd t-hibajavité, ha egy legfeljebb ¢ helyen megvaltozott kédot helyesen javit. A K kéd
pontosan t-hibajavité, ha t-hibajavité, de nem t 4 1-hibajavito.
Megjegyzés: d minimdlis tdvolsdgi kdd esetén d/2-nél kevesebb hibdt biztosan egyértelmien tudunk
javitani.

Hamming-korlat
Egy q elemii 4bécé n hosszi szavaibdl 4116 C' kdd t-hibajavit6. Ekkor barmely két kodszora a toliink
legfeljebb t tavolsagra 1év6 szavak halmazai diszjunktak.

Mivel egy kédsz6tdl j tévolsdgra pontosan ('7) (g — 1)7 826 van, gy a Hamming-korldt a kédszavak

szamara adott t-nél:
n .
#0) Y (M- <o

=0

Amennyiben egyenléség 4all fent tokéletes kddrol beszéliink.

3.7 Linearis kodok

Definicié
A véges test és A™ linearis tér. Minden K < A™ alteret linedris kédnak nevezziik. Ha az altér k
dimenzids, a kéd tdvolsdga d és #(A) = ¢, akkor az ilyen kédot [n, k, d], kédnak nevezziik.

Egy linedris kédnal feltessziik, hogy kédoland6 iizenetek K* elemei, azaz a kédabécé elemeibdl
képzett k-asok.
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Generatormatrix
K véges test feletti [n,k,d], linedris kédolast vélasszuk egy (kélesondsen egyértelmil) linedris
leképezésnek:
G: K" — K"

Ezt egy matrixszal, az igy nevezett generatormatrixszal jellemezhetjiik.

Polinomkédok
Egy linedris kéd esetén az lizeneteket megfeleltethetjiik I, (¢ elemi véges test) feletti k-ndl alac-
sonyabb foku polinomoknak.

k—1
(ap, a1, -+ ,ak-1) > ap + a1z + -+ ap_1

Legyen g(x) rogzitett m-edfokd polinom. A p(z) polinomot (iizenet) g(z)-szel szorozva linedris
kédoldst kapunk (mivel a p — pg kolesonosen egyértelmii). Ekkor a kddszavak hossza n = k + m.
Az ilyen tipusu linearis kédolast polinomkédoldsnak nevezziik.

Megjegyzés: Feltehetjik, hogy g(x) fépolinom (egyiitthatdja egység), illetve a konstans tag nem nulla

(ha nulla lenne, a szorzatban kiesne a konstans tag, igy a kédban a nulla indexd betd soha nem
hordozna informdcidt)

CRC - Cyclic Redundancy Check
Ha egy polinomkdédban g(x)|z™—1, akkor ciklikus kédrél beszélink. Ekkor, ha agay - - - a,—1 k6dszd,
akkor a,_1aq---an_o is az, mivel:

An-1+apr + -+ ano2" "t = x-(ag+arx4an 12" —a,_q(z" — 1)

oszthaté g(x)-szel.

A CRC az Fq feletti ciklikus kédokat foglalja magédba. Csak hibajelzésre alkalmas, a kddoléds a
kovetkezd: Vegyiik p(x)z™ = (0,0, ,0, am, Gmt1, -+ ,an—1). Ezt osszuk el g(z)-el maradékosan.
p(z)z™ = q(z)g(z) + r(x). Ekkor a kddszé legyen: p(z)a™ — r(z) = q(z)g(z), amely oszthatd
g(x)-szel és magas fokszdmokon az eredeti lizenet betiii helyezkednek el. A vett sz6 ellendrzése
egyszerii: Megnézziik, hogy oszthaté-e g(x)-szel, ha nem, hiba tortént.
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