Zarévizsga tételsor
5. Valészinliségszamitdasi és statisztikai alapok

Fekete Déra

Valészintliségszamitasi és statisztikai alapok
Diszkrét és folytonos valdsziniliségi valtozok, nagy szamok térvénye, centralis hatareloszlas tétel. Statisztikai
becslések, klasszikus statisztikai prébék.

1 Kolmogorov-féle valésziniiségi mezo6
(Q, A, P) harmas, ahol:
Q) nem fires halmaz, eseménytér, w elemi esemény.

A Q részhalmazainak egy rendszere, A C 2, A € A események, A o-algebra.
o-algebra:

1.Qe A
2. Ac A= A=Q\Ac A
3. Ay, As... EA:>U21A1‘€.A

P : A — [0,1] halmazfiiggvény, valészintiség, amelyre P(Q2) = 1, P(4) > 0,VA € A-ra, pdronként
kizérd (A; - Aj = 0,1 # j) A1, As... € A eseményekre P(| ;o A;) = Y oo P(A;).

2 Diszkrét és folytonos valdsziniiségi valtozok

o Valdszindségi vadltozs: & : Q@ — R mérhet fiiggvény, azaz amire {w : {(w) < 2} € A,Vz € R, ahol
A az eseménytér () részhalmazainak egy rendszere. (w € 2 elemi esemény).

o Valdszindiségi vdltozo eloszldsa/eloszldsfigguénye: Fe(x) = P(§ < x), Vo € R.
Tulajdonsagai:

1. 0 S Fg(m) S 1

2. monoton névé

3. balrdl folytonos

4. 1ll>r_noo Fe(x) =0, xlglgo Fe(z) =1

2.1 Diszkrét valészintiségi valtozék

Ertékkészlete legfeljebb megszamlalhatéan végtelen, azaz {x1...z,...} elemekbdl &ll. Ekkor eloszldsa:
pr = P(& = xy).



Név Ertelmezés Eloszlas EX DX
indikator Egy p valdszinliségli | P(X =1)=p P p(1—p)
Ind(p) esemény  bekovetkezik-e | P(X =0)=1—p
vagy sem.
geometriai (Pas- | Hdnyadikra  kovetkezik | P(X = k) = p(1 — p)*~! % 1;2”
cal) be elészor egy p | k=1,2..
Geo(p) valészinliségli esemény.
M — M
hipergeometriai | Visszatevés nélkilli | P(X =k) = (")((N)”‘) nfd | nd(1- 41— 24
Hipgeo(N, M,n) | mintavétel. k=0,1,...n "
binomialis Visszatevéses mintavétel. | P(X = k) = (Q)p"(1 — | np np(l — p)
Bin(n,p) p)nk
k=0,1,...n
negativ bi- | Hényadikra  kovetkezik | P(X = k) = (*2])p(1— | 2 np)
nomidlis be n. alkalommal egy p | p)k—n
Negbin(n,p) valdsziniliségli esemény. k=nn+1,..
Poisson Ritka esemény. P(X =k)= }\c—?e_k A A
Poi(X\)

2.2 Folytonos valdszintiiségi valtozok

Egy ¢ val6szintiségi véltozé abszolit folytonos, ha létezik olyan f(z) fiiggvény, amelyre F(z) = [ f(t)dt.
Ilyenkor f(z) striségfiggvény. (F(x) pedig az eloszlasfiiggvény.)

Miésik megfogalmazds: Va < b-re Pla < £ < b) = f; f(t)dt, Fe(x) = P(€ < z)

2 F()dt.

Struségfiiggvény tulajdonsagai:

L f(z) = F'(a)

lim Pla<&b) =
a—r — 00

2 fl@) =0
3. [% f@)de =1
Név Eloszlasfiiggvény Struségfiiggvény EX | D?°X
0 r<a 1
= L <
egyenletes —e a<z<b { oo GSTS ’ ot (bIS)Q
E(a,b) 1 b< 2 0 otherwise
exponenciglis L™ v =0 Ao 20 1 1
E:Sp()\) 0 otherwise 0 otherwise A A%
z—m)2
normalis 21770' o reR m o2
N(m,o?)
1_2
standard normélis O(z) = \/%6_7 rzeR 0 1
N(0,12)
1 ya,.a—1_—Az
gamma F(a)/\ e 20 a 3
T, \) 0 otherwise A A

2.3 Fogalmak

o Konvolucio: X,Y fluggetlen valdsziniiségi valtozdk, konvoluciéjuk az X +Y v. v.

e Figgetlenség: P(& < x1,...,&, < zn) = [[1n) P(& < ;) vagy diszkrét esetben: P(&1)zq,....& =

e Virhato érték: (Q, A, P) valészintiségi mez8, X : Q — R val6sziniiségi valtozé, EX = [, XdP, ha
ez létezik. Diszkrét esetben EX =", xy, - pg, ha abszolit konvergens. Abszolit folytonos esetben
EX = [*_x- f(z)dz, ha abszolit folytonos.

o Sxérdsnégyzet: D*°X = E((X — EX)?) = EX? — E2X




e I. momentum: EX' = [, z!dP, ha létezik.
Szérds: DX = v D2X

e Kovariancia: cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY) = E(XY) - EX - EY. Ha cov(X,Y) = 0,
akkor X és Y korreldlatlan. (Megjegyzés: ha két v.v. fliggetlen, akkor cov(X,Y) = 0, vagyis
korreldlatlanok; illetve cov(X, X) = D2X.)

Korreldcié: R(X,Y) = cggg([’f;), két v.v. linedris kapcsolatat méri. R > 0 — pozitiv, R < 0 —

negativ; R? ~ 1 — erés, R? ~ 0.5 — kozepes, R? ~ 0 — gyenge.

3 Nagy szamok torvénye

3.1 Gyenge torvény

X1, X, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < oo.
p(Ftats _gp > g) - 0 (n — 00) Ve > 0-ra (sztochasztikus konvergencia).

3.2 Erds torvény

X1, Xy, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastak, EX; = m < 0o, D?X; = 0?2 < 0.
% —m (n — 00) 1 valészinliséggel.

Megjegyzés: Csebisev-egyenlStlenséggel bizonyitjuk. (7‘:—; — 0 (n = 0))

3.2.1 Csebisev-egyenl6tlenség
EX véges.

Ekkor P(|X — EX| > \) < 22X
Megjegyzés: Bizonyitas Markov-egyenlGtlenséggel.

3.2.2 Markov-egyenl6tlenség

X >0,c>0.
Ekkor P(X >¢) < £X

C

3.3 Konvergenciafajtak
&, — &, vagyis € konvergens.
o sztochasztikusan: ha Ve > O-ra P(|§, —&| > €) = 0 (n — 00).
o 1 valésziniséggel (majdnem mindenditt): ha P(w : &,(w) — {(w)) = 1.
o LP-ben: ha E(|&, —&|P) = 0 (n — o0) (p > 0 rogzitett).
e eloszldsban: ha Fy (x) — F¢(z) (n — 00) az utébbi minden folytonosségi pontjaban.

Kapcsolataik: 1 valészinliségli és LP-beli a legerdsebb, ezekbdl kovetkezik a sztochasztikus, ebbdl pedig
az eloszlasbeli.

4 Centralis hatareloszlas tétel

X1, Xo, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastiak, EX; = m < oo, D?X| = 0% < oo.

Ekkor W — N(0,1) (n — o0) eloszlasban, azaz P(W <z)—= d(x) (n — 00).

5 Statisztikai mezo

(Q, A, P) hdrmas, ha P = {Py}yeco és (2, A, Py) Kolmogorov-féle valdsziniliségi mez6 V¢ € O-ra.



5.1 Fogalmak
o Minta: § = (&1,...,8n) : 2 — E € R, (& valdsziniiségi valtozo)
e Mintatér: =, minta lehetséges értékeinek halmaza, gyakran R™, Z".
e Minta [realizicidja]: x = (x1, ..., Tn), konkrét megfigyelés.
o Statisztika: T : = — RF.

o Statisztika alaptétele: (Glivenko—Cantelli-tétel) &1, &s, ... fliggetlen, azonos eloszldsi F eloszlasfiiggvénnyel.
Ekkor az F,, tapasztalati eloszlésfiiggvényre teljesiil, hogy sup_ . <o |[Fn(z) — F(z)] = 0 (n —
00) 1 valdszintiséggel.

6 Statisztikal becslések

(Q, A, P) statisztikai mez6, 9 € ©, Py(&1 < x1,...,&n < ) = Fy(x)

T(€) a v becslése, ha T : R" — ©.

T(€) a h(V) becslése, ha T : R™ — h(O).

Torzitatlansdg: T (&) torzitatlan becslése h(v)-nak, ha EyT'(£) = h() Vi € ©.

Aszimptotikusan torzitatlan: T () aszimptotikusan torzitatlan a h(v)-ra, ha EyT(§) — h(J) (n — oo)

v € 0.

A T torzitatlan becslés hatdsosabb T torzitatlan becslésnél, ha D129T1 < D129T 5 Vi € O.

Hatéasos, ha minden mas torzitatlan becslésnél hatasosabb. Ha van hatdsos becslés, akkor az egyértelmii.
Py(¢ =2) diszkr.

o Mazimum-likelihood becslés: Likelihood figgvény: L(d,z) = { £ {(x) absz. folyt

Fliggetlen esetben: L(J,z) = { H%Fi ?jf&x:)%) abszd;s;l]gj:.
vy foe (2 . )

U a ¥ ismeretlen paraméter maximum-likelihood becslése, ha L(1§, §) = maxyee L(V,§).

e Momentum-mddszer becslés: ¥ = (U1, ...,0%), &1, -, &n,y . momentum: M;(9) = Ey&!, tapasztalati

~ n 1
{. momentum: M; = Z%lg

9 a ¥ momentum médszer szerinti becslése, ha megoldésa az M, ¥ = M;, | = 1.k egyenletrendsz-
ernek.

7 Hipotézisvizsgalat

Feltesziink egy hipotézist, és vizsgdljuk, hogy igaz-e. Elfogadjuk vagy elutasitjuk. Lehet paraméteres

vagy nem paraméteres, vizsgalhatjuk varhaté értékek, szérasok egyezOségét, értékét, teljes eseményrendszerek
fliggetlenségét. Illeszkedésvizsgalattal megallapithatjuk, hogy a valésziniiségi valtozdk adott eloszlasfiiggvénytiek-
e, homogenitasvizsgalattal pedig azt, hogy ugyanolyan eloszlast-e két minta.

Hy: nullhipotézis, ¢ € O¢; Hy: ellenhipotézis, ¥ € ©1; © = Oy O;.

Eqgy- és kétoldali vizsgdlat: Kétoldali ellenhipotézisnél a nem egyezdséget tessziik fel, egyoldalindl valami-

lyen relaciét. Kétoldalindl a proba értékének abszolut értékét vizsgaljuk, hogy az elfogadasi tartomanyon

beliil van-e, ekkor példaul az u-prébanal az adott hibaszdzalékot meg kell felezni a szamitashoz, hiszen a

® fliiggvény szimmetrikus az y tengelyre.

o Statisztikai préba: = = Z.|JEi (diszjunkt halmazok) elfogaddsi és kritikus tartomédny. Ez a
felbontas a statisztikai proba. Ha a megfigyelés eleme a kritikus tartomanynak, akkor elutasitjuk
1 T EZ

a nullhipotézist, ha nem eleme, akkor elfogadjuk. T'(z) = { 0 otherwise

o Elséfaji hiba: Hy igaz, de elutasitjuk. Valdszintisége: Py(§ € Eg), ¥ € Oy.

o Madsodfaji hiba: Hy hamis, de elfogadjuk. Valészintisége: Py(§ ¢ Zx), ¥ € O1.
Az a cél, hogy ezek a hibak minél kisebbek legyenek. Egymas karara javithaté a két valdsziniiség,
ha a megfigyelések szama rogzitett.

e Proba terjedelme: o a préba terjedelme, ha Py(§ € Ex) < a, ¥ € Oq.
a a préba pontos terjedelme, ha supyee, Py(§ € Ex) = a.



8 Klasszikus statisztikai prébak

e u-proba: Feltételezziik, hogy a minta normélis eloszlasi (&; ~ N(m,0?)), i = 1..n, és hogy a sz6rds
ismert.

— Egymintds: A nullhipotézis az, hogy a varhaté érték megegyezik-e egy konkrét értékkel (my),
masképpen fogalmazva azt vizsgaljuk, hogy a mintabeli dtlag nem tér-e el szignifikansan mg-
t6l. Tehdt Hy : m = myg, és kétoldali esetben Hy : m # myg, egyoldaliban pedig példdul
Hy:m >mg vagy Hy : m < mg.

Az u-préba értéke: u = \/ﬁ% Ha igaz a nullhipotézis, akkor ez kozel standard normalis
eloszlas.

¢ hibavaldszin{iséggel vizsgaljuk a hipotézist, ehhez szitkséglink van a ®(uj_.) = 1 — e értékre.
Kétoldali esetben Ho-t elutasitjuk, ha [u| > uj_¢, és elfogadjuk, ha |u < wu;_c.

Egyoldali esetben u > u;_. (jobb) ésu < uj_. (bal) esetét vizsgaljuk, ezen esetekben utasitjuk
el Ho-t.

— Kétmintds: Ttt a feltételek a kovetkezdk: & ~ N(mq,0?), i

j = 1.m. A szdérésok szintén ismertek. Hy : mqp = mo, és u =

fels6 (jobb?) oldali, Hy : my < ma pedig az alsé (bal?) ellenhipotézis.

e t-préba: Ennél a prébandl nem ismert a szérds, viszont ugyanugy normaélis eloszlast feltételeziink,
mint az u-prébanal. & ~ N(m,o0?), i = 1..n.

E—mo
0—2

— Egymintds: Hgy : m = mg. Ellenhipotézis az u-prébdhoz hasonléan. ¢t = \/n , ahol 02 a

korrigélt tapasztalati szérdsnégyzet, amit a mintabdl szdmithatunk ki. (Megjegyzés: n helyett
n — 1-gyel osztunk a képletben.) Ez az érték t-eloszldst Hy esetén, ami n — 1 szabadsdgfokd.
Mas néven szokés ezt a probat Student-prébanak is nevezni.

— Kétmintds: & ~ N(mq,0%), i = 1.n és nm; ~ N(ma,03), j = 1l.m. Ez esetben sem is-
mert a szoras, viszont feltételezziik, hogy a két minta szérasa megegyezik. Ekkor ¢,1.,,—2 =
nm(n+m=2) Sl n +m — 2 a préba szabadsagfoka.

M- (n—m)?

f-proba: Két minta esetén hasznalhaté. Ez a préba szorasok egyeziségének vizsgalatara alkalmas,
tehat itt Hy : 01 = 0. Ha a két minta szérasnégyzete megegyezik, akkor a hanyadosuk 1-hez tart.

2 2
fo—tm—1 = maz(%, Z—%) A két szabadsagi fok koziil az elsd az f szdmldléjahoz tartozé minta

elemszama —1, a masodik a nevezdjéhez.

Welch-préba: Mas néven d-préba. Hasonld, mint a kétmintds t-préba, de itt a szorasok egyezéségét
nem kell feltenni. Szabadsagi foka bonyolult képlettel szamithato.

szekvencidlis probak: 'V, = Hﬁgii = i;%% fo a nullhipotézis szerinti strtségfiiggvény, f1 az

ellenhipotézis szerinti. Adott egy A és egy B érték, A < B. Ha V,, > B, akkor elutasitjuk H-t,
ha V,, < A, akkor elfogadjuk, és ha A < V,, < B, akkor 1j mintaelemet vesziink.
Stein tétele szerint N 1 valdszintiséggel véges. N = min{n:V, < AVV, > B}.

Mindség-ellendrzés: ny elemet néziink, ¢; < cg és c3 hatarértékek. Ha X; < ¢, akkor elfogadjuk
Hp-t, ha Xy > co, akkor elutasitjuk. Ha ¢; < X; < c¢g, akkor megnéziink no elemet, és ha
X1+ X5 < 3, akkor szintén elfogadjuk Hy-t. A varhaté mintaelemszam méri a hatékonysdgat.

x2-proba: Hy : Ay, ..., A, teljes eseményrendszer. P(A;) = p;,i = 1..n, v; a gyakorisag. Ha teljesiil
a nullhipotézis, akkor “t ~ p;.

2
2= %. Ez x? eloszlasd, aminek r — 1 szabadsigfoka van. r az Gsszeadott csoportok
szdma. (Megjegyzés: ha tul kicsi lenne 1-1 csoportban a gyakorisdg, akkor azokat dsszevonjuk.)
x2-prébat hasznalhatunk illeszkedés-, homogenitds- és fiiggetlenségvizsgalatra is. (Megjegyzés: més

képlet van mindhez.)

Eqgyéb probdk:

— Kolmogorov—-Szmirnov-préba: 2 tapasztalati eloszlasfiiggvény megegyezik-e (homogenitdsvizsgélat),
vagy 1 minta esetén megegyezik-e valamilyen eloszlasfiggvénnyel. D,, , = max, |F,(z) — G (2)].
X; F eloszlasfliggvénnyel, Y; G-vel. Hy : F' = G.



— Eldjel-proba: Hényszor teljesiil, hogy valami pozitiv.

— Wilcozon-préba: (rangstatisztika), P(X > Y) = % tesztelésére Gsszeszamoljuk, hogy hény
parra teljesiil, hogy X; > Y;.



