11. Formalis nyelvek

Formalis nyelvtanok és a Chomsky-féle nyelvosztalyok

Q>

Alapfogalmak
Abécé, sz6

o Abécének nevezzik egy tetszoleges véges szimbolumhalmazt.

o Az dbécé elemeit betiiknek hivjuk.

o Egy V abécé elemeibdl képzett véges sorozatokat V feletti szavaknak.

e Adott v € V sz6 hossza a benne szerepld betiik szama. Jelolése: [(v) vagy |v].
o AV &bécé feletti e szét dires szénak nevezziik, ha [(¢) = 0.

o V0:={c}

o VN =V xV"l n>1

e A V dbécé feletti szavak halmazat (beleértve az iires szot is) V*-gal jeloljiik.

V= Vi=VoUVlu...aV dbécé lezdrtja.
i=0

e A nemiires szavak halmazat V*-szal jeloljiik (VT := V*\{e}).

V= Vi=VIUV2U...aV dbécé pozitiv lezdrtja.

=1

Példa: V := {a,b}
V*:={e,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, ...}
V+t .= {a,b,aa,ab,ba,bb,aaa, aabd, ...}

Szavak konkatenacidja

A

azt a szimbolumsorozatot, amelyet a két sz6 szimbdélumainak egymés utan flizésével kapunk.
Jelolése: ww.

Példa: V ={a,b,c}, u= abb,v = cbb. Ekkor uv = abbcbb.
A konkatendcié asszociativ, de nem kommutativ mivelet, melynek egységeleme ¢.

fgy V* a konkatenacioval mint miivelettel és e-nal egységelemes félcsoportot alkot.

o /* zart a konkatendciora.

u,v€eV = uw eV”
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e ¢ egységelem V*-gal és a konkatenacioval:

ueV =>useV* éscuecV”

Legyen v € V*

e v = ¢ (bdrmely sz6 nulladik hatvanya az iires sz0)

n n—1

o V' =1 (n > 1) (barmely sz6 n. hatvanya a szé n-szeres konkatendcidja)

Egyéb definiciék

e u,v € V. Az u sz6t a v részszavdnak nevezzik, ha v = zuy, (z,y € V) teljesiil.
Ha még xy # ¢, akkor u valddi részszo.

Példa: v = aabbbcc € V' Az u = abbbc valédi részszava v-nek.
o v=zuy (z,y,u,v € V). Ekkor:

o Ha x = ¢, akkor u-t a v sz6 prefixének nevezziik
Példa: v = aabbbce. Az u = aabbb sz6 prefixe v-nek.

o Ha y = ¢, akkor u-t a v sz6 szufixének nevezziik
Példa: v = aabbbcc. Az u = bbbee sz6 szufixe v-nek.

e Egy u € V sz6 tiikkorképe alatt a szimbolumai forditott sorrendben valé felirdsat értjiik.
(Jelolése: u™') Legyen uw = ay ...a,, a; € V, 1 < i < n, ekkor

ul= Ay ... 071
a9
Formalis nyelvtanok és a Chomsky-féle nyelvosztalyok
Nyelv

A V* valamely részhalmazat (2" valamely elemét) a V 4bécé feletti nyelvnek nevezziik.
Jelolése: L. (L C V*).

Az iires nyelv (egy sz6t sem tartalmaz) jele: ()

L nyelv véges nyelv, ha véges szamu szot tartalmaz, kiillonben végtelen nyelv.

L= {a, b,g} véges nyelv, Ly = {aibi

0< z} végtelen nyelv.

Megjegyzés: A formélis nyelv nem mas, mint egy adott ABC jeleibdl alkotott tetszéleges hosszu
szavak halmazanak részhalmaza, vagyis a formélis nyelv egy adott ABC jeleibél alkothatd, meg-
hatarozott szavak halmaza. A formalis nyelv allhat véges sok sz6bdl, allhat végtelen sok szobdl
és tartalmazhatja az iires szot is.

Nyelvek valamely Osszességét nyelvosztalynak, nyelvesaladnak hivjuk. Jelolése: L; .
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Nyelvekre vonatkoz6 miuveletek

. L1UL2:{U\ uEL1Vu€L2}:aleéngnyelvuniéja
° Llﬂng{u\ we LiANu€ Ly } : az Ly és Lo nyelv metszete

o [ —Ly= { ul ueLiANué¢ Ly } : az Ly és Lo nyelv kiilonbsége
o L =V*—L:az L CV* komplementere

o 1L, = { Uy | uy € Ly, us € Lo } : az Ly és Lo nyelv konkatenacidja

Minden nyelvre fennall: 0L = L) = () illetve {e¢}L = L{c} = L
o L' : az L nyelv i-edik hatvanya, és
0 10— {2)
o L' =L (1>1)

o L*=J L': az L nyelv iterativ lezdrtja
i>0

o LT = J L nyelvet értjiik
i>1

Az unio, konkatendcio és iterdcio lezardsa miiveleteket requldris miveleteknek nevezziik.

Nyelvekre vonatkozo6 leképezések

Legyen Vi, V5 abécé.
A h: Vi — V; leképezést homomorfizmusnak nevezziik, ha

h(uv) = h(u)h(v) Vu,v eV
Valamint minden u = ajas...a, szora, ahol a; € V, 1 < i < n fenall, hogy
h(u) = h(ay)h(as) ... h(a,)
Legyen h : V; — V5 homomorfizmus. A h homomorfizmus c-mentes, ha
h(u) # €, Yu € V|" széra, ahol u # ¢

Egy h homomorfizmust tzomorfizmusnak nevezziik, ha barmely Vu,v € V|* széra teljesiil,

hogy
h(u) = h(v) =u="wv

Példa: izomorfizmus (decimédlis szamok bindris reprezentaciéja):

Vi = {0,1,2,...,9}, V, = {0,1}
h(0) = 0000, A(1) = 0001, ..., h(9) = 1001
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Nyelvek megadasa

A formalis nyelvek megadési mddszereitol elvarjuk, hogy a leirds véges legyen.

A formalis nyelv megadhato:
1. felsorolédssal (csak véges nyelvek esetén).

2. a szavakat alkoto szabdly szoveges leirdséval.
Példaul: Legyen Lo a pdratlan szdmok nyelve.

3. a szavakat alkoto szabdly matematikai leirdsaval.
Példaul: V := {a,b} és legyen L :={u | u=a"b" An € N}

4. generativ grammatika segitségével.

Grammatika

A nyelveket megadhatjuk nyelvtanukkal is, vagyis egy szabédlyrendszerrel, aminek a felhasznélasaval
a nyelv mondatai levezethetok. Egy generativ nyelvtan a jelsorozatok transzformacios szabélyait
leir6 szabdlyok halmazabdl all. A nyelvet alkoto jelsorozatok létrehozasahoz sziikséges, hogy
legyen egy egyedi , kezdd” szimbolum, ezutan csak a szabalyokat kell egymas utan alkalmazni
(barhényszor, tetszés szerinti sorrendben) a kezd6 szimbdlum atalakitasara. A nyelv azokbdl a
jelsorozatokbdl all; amelyeket az emlitett modon el lehet allitani.

Tegyiik fel példaul, hogy egy abécéhez a 'a’ és a 'b’ szimbolumok tartoznak, a kezd6 szimbdélum
pedig legyen az 'S’ és adottak a kovetkezd szabalyok:

e S — aSh
e S —ba

Kezd6 szimbélumunk az ’S’, de ezutan kivalaszthatjuk, hogy melyik szabalyt alkalmazzuk a
jelsorozat kovetkez6 elemének eloallitasahoz.

Példa:

e Ha az 1-es szabdlyt valasztjuk, akkor annak alapjén az 'S’ szimboélumot a 'aSh’-al helyet-
tesitjiik, eredménytil tehdt a ”aSb” jelsorozatot kapjuk.

e Ha most ismételten az 1-es szabdly alkalmazéasat valasztjuk, akkor helyettesitjiikk az ’S’
szimbdélumot a 'aSb’-vel, és akkor a "aaSbb” jelsorozatot kapjuk.

e bzt az eljarast addig ismételhetjiik, amig az abécé szimbolumai megengedik.

e Befejezve a példat, most valasszuk a 2-es szabdlyt, helyettesitsiik az ’S” szimbdélumot a 'ba’
jelsorozattal, eredményiil pedig a "aababb” jelsorozatot kapjuk, és ezzel be is fejeztiik.

A nyelvtan altal meghatarozott nyelv nem lesz mas, mint az Gsszes olyan jelsorozat halmaza,
amelyeket ezzel az eljarassal el6 tudunk allitani:

{ba, abab, aababb, aaababbb, . . . }
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A G generativ nyelvtan egy <N ,T.,P,S > négyest értiink, ahol:
e N és T diszjunkt abécék, a nemterminalis (V) és termindlis (7") szimbdlumok abécéi.
e § € N a kezd6szimbo6lum.

e P az (z,y) rendezett parok halmaza, ahol z,y € (NUT)* és x legaldbb egy nemterminélis
szimbolumot tartalmaz.
A P halmaz elemeit atirdsi szabalyoknak nevezziik.

Megjegyzés: N N T = és az (x,y) jelolés helyett az x — y jelolést alkalmazzuk.

Példa: N = {S,B}, T = {a, b,c}
P:
(1) S —aBSc
(2) S — abe
(3)

(4) Bb - bb

Ba — aB

Es S € N nemterminalis kezd6szimbélum.

Ekkor L(G), a G grammatika altal generélt nyelvben generélt néhdny szimb6lumsorozat.
S — (2) abe
S — (1) aBSc — (2) aBabcc — (3) aaBbcec — (4) aabbec

S — (1) aBSc — (1) aBaBScc — (2) aBaBabcce — (3) aaBBabece — (3) aaBaBbcee —
(3) aaaBBbcee — (4) aaaBbbece — (4) aaabbbece

(zardjelben az adott 1épésre alkallmazott szabdly azonositdja, a helyettesithetd rész pedig ki-
emelt termindlis, nem termindlis).

A G grammatika &dltal leirt nyelv: L(G) := {anb”c”

n>0}.

Levezetés

Mondatforma: Mondatforménak nevezziik termindlis és nemtermindlis szimbdélumok véges
sorozatat: (N UT)*.

Kozvetlen levezetés

G = <N ,T,P,S >, ésu,v € (NUT)*. A v mondatforma kozvetlentil (egy 1épésben) levezethetd

u mondatformabdl G-ben, ha
u = wiXwy, v =w1yws, aholx =y € P (wy,wy € (NUT)Y)

Jelolése: u E) v
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Kozvetett levezetés

Azt mondjuk, hogy a v mondatforma kozvetetten levezetheté az u mondatformabdl G-ben, ha
létezik olyan (N 3 k > 0) szdm és xg, 21, ..., 2, € (N UT)* mondhatformdk tgy, hogy

U = =Xy

és T, — x4 1<i<k-—1
v = i Tt I<i< )

Masképp: A v mondatforma levezethet$ az u mondatformabdl G-ben (jele: u ?* v), hau=wv

vagy Jz € (N UT)* mondatforma, hogy u E)* z és z ? v

Generalt nyelv

A G formalis nyelvtan altal generédlt nyelv szavai a kezdoszimbolumbdl levezethetd szavak.
L(G)aG = <N7 TP, S> grammatika dltal generalt nyelv, ha:

L(G):{wGT*|SE>*w}

¢ > Ekvivalens nyelvtanok: A G; és Gy nyelvtanok ekvivalensek, ha L(G1) = L(Gs), azaz ugyanazt a
nyelvet generdljak. Jelolése: G ~ Gs.

Kvazi ekvivalens nyelvtanok: A G; és G2 nyelvtanok kvézi ekvivalensek, ha L(G1)\{e} = L(G2)\{e}, azaz

legfeljebb az iires sz6 tartalmazasaban kilonboznek. Jelolése: G ];Vv Gy <9

Generativ nyelvtanok osztalyozasa

A generativ nyelvtanok osztalyozasat a szabalyok alakja alapjan tehetjiik meg.

G = <N, T,P,S> generativ grammatika i-tipusi (i = 0,1,2,3), ha P szabalyhalmazdra a
kovetkezok teljesiilnek:

e Mondatszertd grammatika (i=0)

Tetsz6leges, azaz pAq — B alaku, ahol, A€ N, p, q, B€ (NUT)*

o Kornyezetfiiggé grammatika (i=1)

pAq — pBgq alaki, ahol, A€ N, p, q, Be€ (NUT)*
és B # ¢, kivéve az S — ¢ szabdly (ha létezik), ekkor S nem fordul el egyetlen szabaly
jobboldalan sem.

Itt az A nemterminalis szimbolum adott p, ¢ szavak esetén helyettesithetd egy pAg mon-
datformaban egy B € (N UT)' széval. Azaz, az p = q = ¢ kivételével A helyettesitése
B-vel, fiigg A kornyezetétdl.

Tovabba minden w; — we € P szabdlyra (kivéve S — ¢): l(w1) < [(ws)

e Kornyezetfiiggetlen grammatika (i=2)

A—q,ahol A€ N, g€ (NUT)*".
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e Reguldris grammatika (i=3)
A — vB vagy A — v alaku, ahol, A,B € N, v e T".

A 3. tipusu grammatikakat ill. nyelveket jobb linedrisaknak is nevezziik, mivel minden szabdly
jobb oldalan legfeljebb egy nemterminalis allhat és az is csak a jobb oldal végén.

A kiilonbo6z6 tipusi nyelvtanok Osszességét nyelvtani osztdlyoknak hivjuk és G; jeloljik.
Gg; = {i. tipusi nyelvtanok}
A definiciok alapjan: Gz C Gy C Gy C G.
A nyelvtani osztalyozast felhasznalva a nyelveket is osztdlyozhatjuk:
L;:= {L | L nyelv, és van olyan G € G;, amelyre L(G) = L}
Az el6z6 nyelv hierarchia alapjan L3 C Lo C L1 C Lj az un. Chomsky-féle hierarchia.
Igaz a hierarchia er6sebb véltozata is: L3 C Lo C L1 C L.

Tétel. Nem minden nyelv irhaté le nyelvtannal.
9> Miért érdekes a Chomsky-féle osztdlyozds?

Az algoritmusok - mint ismeretes - problématipusok (problémaosztalyok) megolddsara szolgald 1épéssorozatok.
A generativ grammatikdkkal kapcsolatban tobb, szamitégéppel (esetleg) megoldhaté probléma meriil fel, me-
lyekre algoritmusok készithet6k. Nagyon fontos annak eldontése, hogy ha egy konkrét generativ grammatika
egy konkrét problémdjanak megolddsara kifejlesztett algoritmus alkalmazhaté-e méas grammatika ugyanazon
problémajara, illetve mennyi médositassal alakithatd at.

Amennyiben a két grammatika ugyanazon Chomsky-osztalyba tartozik, ugy egy jol megfogalmazott algoritmus
vaza a paraméterektol eltekintve elvileg alkalmazhaté lesz.

Masik fontos indok, ami miatt fontos ismerni egy grammatika Chomsky-osztalydt, hogy igazolhaté bizonyos

problémakorokrsl, hogy nem készithetd hozzd altaldnos érvényti megoldé algoritmus. < @

Az L; (1 = 0,1,2,3) nyelvosztalyok mindegyike zdrt a nyelveken végezheté miveletekre nézve.
Tehat valahdnyszor L-beli nyelveken végezziik el a miiveletet, mindannyiszor L-beli nyelvet
kapunk eredményiil.

Tétel. (Kis Bar-Hillel lemma): TetszOleges L € L3 nyelvhez In(L) > 0 € Z, hogy Yu €
L, l(u) > n:u=xyz a kivetkez6 tulajdonsagokkal bir:

e yFe
o [(zy) >n
e Vi=0,1,...:2y'z € L

Azaz L nyelv minden szavanak elég hosszu részszavaban létezik elég rovid, nem fires, beiteral-
hato részszé. pl. K-BHL = HE & L3. HE: A {(,)} abécé feletti helyes zérdjelezések halmaza.
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Tétel. (Zdrtsdg): Lz zart az unid, konkatenaci6, lezards, komplementerképzés, metszet,
kiilonbség és szimmetrikus differencia muveletekre nézve.

Q> Zsdkutca: Olyan nyelvtani jel, melybdl az adott 2. tipusu nyelvtanban nem vezethetd le terminélis sz6.

Nem elérheté nyelvtani jel: Olyan nyelvtani jel, mely az adott 2. tipusi nyelvtanban semmilyen, a
kezdészimbolumbdl torténd levezetésben nem szerepel.

Lancszabaly: Egy G grammatika egy x — y € P szabdlya lancszabdly, ha z, y € N, azaz nemterminalisok.
Lancszabalymentes nyelvtan: Egy nyelvtan lancszabalymentes, ha nincs lancszabélya.
Epszilon-szabdly: Egy G grammatika egy x — y € P epszilon-szabdly, ha y = ¢.

Korlatozott epszilon-szabély (KeS): Egy G = <N ,T,P,S > nyelvtanra teljesiil a korlatozott epszilonszabdly,
ha nincsenek epszilonszabdlyai az S — € szabdly esetleges kivétel, de ez esetben minden = — y € P szabdlyra
y € (NUT\{S})* (azaz semelyik szabdly jobboldala sem tartalmazza a kezdészimbdélumot). < @

Epszilonmentes nyelvtan: Egy nyelvtan epszilonmentes, ha teljesiil ra az epszilon-szabaly.

Automatak

Formalis nyelvek megadasa nemcsak generativ, hanem felismerd eszkozokkel is lehetséges, azaz
olyan szamitasi eszkozok segitségével, amelyek szavak feldolgozésara és azonositasara alkal-
masak. Ilyen eszkoz példaul az automata, amely egy sz6, mint input hatasira kétféleképpen
viselkedhet: vagy elfogadja, vagy elutasitja.

Véges automatak

Definicié. A véges automata egy rendezett 6t0s,

A= <Q,T, 5. qO,F>

e () - allapotok véges, nemiires halmaza

e T - bementi szimbdlumok &bécéje (véges)

0:Q xT — @ - allapot-atmeneti fliggvény

qo € @ - kezdoallapot
o F' C () - végallapotok halmaza
Miikodése:

A véges automata diszkrét idéintervallumokban végrehajtott 1épések sorozata altal miikodik.
Minden egyes 1épés soran az automata elolvassa a kovetkez6 input szimbélumot és atmegy egy
olyan dllapotba, amelyet az dllapotdtmeneti fliggvény meghataroz (az aktudlis dllapot és input
szimbo6lum alapjén).

Kezdetben az A véges automata a ¢y kezdballapotban van és az olvaséfej az input szalagon levo
u € T sz6 elso betiijét dolgozza fel. FEzutan a véges automata lépések sorozatat végrehajtva
elolvassa az input u szo6t; betiirél betiire haladva olvas és 1ij allapotba keriil.
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Miutan az u input sz6 utolsd betiijét is elolvasta a véges automata, vagy q € F, azaz elfogadd
allapotba keriil, és akkor az u szét az automata elfogadja, vagy az 1j allapot nem lesz eleme
F-nek, és ekkor az automata a szét nem fogadja el.

Automata altal felismert nyelv: Az automata altal felismert nyelv azon szavak halmaza,
amelyekre a kezd¢ allapotbdl valamelyik végallapotba jut, azaz

L(A) = {u eT ( 5(qo, u) € F}

Az automata megadasi mddszerei

o Atmeneti grdf: Olyan irdnyitott graf, melynek pontja az allapotok, és A allapotbdl t-vel
cimkézett él fut B allapotba, ha 0(A,t) = B.

o Tdblazat: egyik tengelyén az allapotok, a masikon a terminalisok talalhatok
- lényegében az atmeneti graf matrixreprezentacioja.

o Képlet: a o fiiggvény megadasa valamilyen zart szamitasi képlettel, formulaval.

VDA - Véges determinisztikus automata

A ¢ fiiggvény egyértéki, ezért minden egyes (q,a) pérra, ahol (¢,a) € Q x T egyetlen olyan s
allapot létezik, amelyre 6(q,a) = s teljesiil. Ezért ezt a véges automatéat determinisztikusnak
nevezziik.

VNDA - Véges nemdeterminisztikus automata

Ha tobbértékid allapot-atmeneti fiiggvényt is megengediink, azaz 6§ : Q x T — 29, akkor
nemdeterminisztikus véges automatérdl beszéliink. (Ebben az esetben aktuélis dllapotnak egy
allapothalmaz valamely elemét, mintsem egyetlen allapotot tekinthetiink.)

Ez azt jelenti, hogy a kezdeti allapot helyettesitheto egy Qo C @ kezdéallapot halmazzal.
(Es az is el6fordulhat, hogy egy a input szimbdélum esetén 6(q,a) iires az aktudlis allapotok
mindegyikére.)

Tulajdonsagok

Az éllapot-atmeneteket
qa —p

alaku szabalyok formajaban is frhatjuk p € 6(q, a) esetén. Jeloljik Ms-val az A = <Q, T, 0, Qo, F>
nemdeterminisztikus véges automata o allapot-atmenet fiiggvénye altal az elébbi médon szarmazd
szabalyok halmazat.

Ha minden egyes (¢, a) pérra egyetlen qa — p szabély van Ms-ban, akkor a véges automata
determinisztikus, egyébként nemdeterminisztikus.

e Kozvetlen redukcio:
Legyen A = (Q,T,0,qo, F') egy véges automata és legyenek u,v € QT* szavak. Azt
mondjuk, hogy az A automata az u szt a v széra redukalja egy lépésben /kozvetleniil.
Ha van olyan qa — p szabdly Mjs-ban, és van olyan w € T* sz, amelyre u = gaw és
v = pw teljesiil.
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e Redukcié:
Az A = (Q,T,9,qo, F) véges automata az u € QT sz6t a v € QT szora redukalja
(u =% v), ha u =0, vagy 3z € QT™*, amelyre u =% z és z =>4 v teljesiil.

Az automata altal elfogadott nyelv:
Az A= <Q, T,96,qo, F> véges automata altal elfogadott/felismert nyelv alatt az

L(A) = {ueT*] Qou =4 Dp, qo€ Qo éSpEF}

szavak halmazat értjiikk. (Az tires szd, akkor és csak akkor van benne az automata dltal elfoga-
dott L(A) nyelvben, ha Qo N F # ().

Tétel. Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk adni egy 3-tipusu G
grammatikat igy, hogy L(G) = L(A) teljestil.

Tétel. Minden 3-tipusu G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges automatat gy, hogy
L(A) = L(G) teljestl.

Ezek utan fenall a kérdés: Létezik-e olyan reguldris nyelv, amely VNDA-val felismerhet6, de
nem ismerhet6 fel VDA-val?

Valasz: Nincs.

Tétel. Minden A = (Q, T, 6, Qo, F)) VNDA-hoz meg tudunk konstrudlni egy A" = (Q', T, ¢, ¢, ")
VDA-t dgy, hogy L(A) = L(A’) teljesiil.

Automata konstrukcigja 3. tipusi nyelvb6l. A fentihez hasonlo, forditott konstrukcidval
készithetd 3. tipusu nyelvtan alapjan automata, ez azonban nem mindig lesz determinisztikus
- ha nemdeterminisztikus allapotatmeneti fiiggvényt kapunk, az automatat még determiniszti-
kussa kell tenntink.

Veremautomatak

Definicié

Az egy veremmel rendelkezé (1-verem) automatét a kovetkezd hetessel azonositjuk
A= <Q7T7 27 67 QO7007F>

ahol

Q - az allapotok véges halmaza

T - input abécé

Y - vereméabécé

§:Q x (T xU{e}) x ) — 29%%" 16(q,t,0)| < oo - dtmeneti fiiggvény

qo € Q - kezdoallapot

0o € 2 - a verem kezddszimbodluma,

o [ C (@ - az elfogadd allapotok halmaza
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Q> A veremautomata egy iitemben kiolvassa a kozponti egység allapotét, az input szé aktudlis szimbélumét
és a verem tetGelemét, ennek fiiggvényében 1j allapotba kertil, a verem tetéelemét feliilirja egy vagy tobb jellel
(azaz egy szoval), az input szé kovetkezd betlijére &all az olvaséfej (kivéve e-mozgds) és a tetémutaté az 1]
tetGelemre &ll.

A veremautomata konfigurdcidja alatt egy ug alaki szét értiink, ahol u € Z* a verem aktudlis tartalma és ¢ € @
az aktualis allapot.
A kezdeti konfiguracié ogqp.

Miikodés:

Tegyiik fel, hogy az A veremautomata olvaséfeje az a inputszimbdélumon &ll, a veremautomata ¢ allapotban
van, valamint a verem tetején levé szimbdélum z. Legyen 0(z,q,a) = (u1,71),..., (un,Ty), ahol u; € Z* és
r € Q,1 < i < n. Ekkor A kdvetkezé allapota valamely r; lesz és egyidejiilleg z-t helyettesiti az u; széval,
tovabba az olvaséfej egy cellaval jobbra lép az input szalagon.

Ha §(z,q,€) nem {ires, akkor in. e-dtmenet hajthaté végre.

Ha az input szalag a w € T* szbt tartalmazza és a zgqy kezdeti konfiguraciébdl kiindulva a 1épések sorozatét
végrehajtva az A veremautomata egy up konfigurdciéba ér, ahol p elfogadé allapot, akkor azt mondjuk, hogy
A elfogadta a w sz6. < @

A veremautomata elfogadja a szét, ha tires a verem, és elfogadd allapotban van.

Tulajdonsagok

e Kozvetlen redukcio:
a, b€ QT
Az A veremautomata az « sz6t a ( széra redukélja egy lépésben (« =>4 3), ha:

€7 pqgeQ, acTU{e}, rnue Z" ésweT”

hogy:
(U,p) < 6(Z7 q, (l) és o = rzqaw és B = rupw

e Redukcié:
Az A veremautomata az « szét a ( széra redukdlja (¢« =% f), ha vagy o = f3, vagy
v, Y € ZFQT™ szavakbdl allo véges sorozat, hogy a = v, 6 ="7,, és
Yi=aVir1 ({=1,...,n—1)

e A veremautomata altal elfogadott nyelv:
Az A veremautomata altal (elfogadé édllapottal) elfogadott nyelv:

L(A) = {w € T*| zoqow =" up, ahol u € Z* p € F}

e Determinizmus:
A ) leképezést szabalyok forméjaban is megadhatjuk. Az igy nyert szabalyhalmazt M;s-val
jeldljiik. Tehat
1. zqa — up € M;s ha (u,p) € §(z,q,a)
2. zq — up € Ms ha (u,p) € 0(z,q,¢)

Az A = (Z,Q,T,0, 2, q, F') veremautomatédt determinisztikusnak mondjuk, ha minden
(z,q9) € Z X Q pér esetén:
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1. VaeT:|6(z,q,a)] =16és6(z,q,6) =10
vagy
2. |(z,q,¢)| =1ésVaeT:(z,q,a) =1

e Ures veremmel elfogadott nyelv:
Az N(A) nyelvet az A veremautomata iires veremmel fogadja el, ha

N(A) = {w € T*| zoqow =" p, ahol p € Q}

Tétel. Tétel. Az 1-verem automatakkal felismerhet6 nyelvek osztalya megegyezik a 2. tipusu
grammatikak altal generdlt nyelvek osztalyaval, azaz Ly = L.

Regularis nyelvek tulajdonsagai és alkalmazasai

Regularis nyelv: Regulédris nyelveknek nevezziik az aldbbi harom tulajdonsaggal definialt
(Lreg) nyelvosztély elemeit:

(1) Lgpe tartalmazza az elemi nyelveket: 0, {e}, {a} (a € U) (U: univerzélis abécé)
(2) Lgrpe zart az unid, konkatendcio és a lezdrds miiveletekre.

e Lrrc a legszitkebb olyan nyelvosztaly, mely az (1), (2) feltételeknek megfelel.

Q>

Regularis kifejezés: A regularis kifejezések a regularis nyelvek egyszeriisitett leirdsat jelentik, ahol:
e az elemi reguldris kifejezések: 0, ¢,a (a €eU)
e ha R; és Ry reguldris kifejezések, akkor (R U Ra), (R1R2), R is V 4bécé feletti reguldris kifejezések

e a reguldris kifejezések halmaza a legsziikebb, melyre az elébbi két pont teljestil

V 4bécé feletti reguldris kifejezések (rekurziv definicid)
e az elemi reguldris kifejezések: 0, ¢, a (aeV)
e ha Ry és Ry V &bécé feletti reguldris kifejezések, akkor (R; U Rs), (R1R2), Ry is reguldris kifejezések

o a V 4bécé feletti regularis kifejezések halmaza a legsziikebb, melyre az elébbi két pont teljestil

V 4bécé feletti altalanositott regularis kifejezések (rekurziv definicid)
e az elemi reguldris kifejezések: 0, ¢, a (aeV)

e ha Ry és Ry V &bécé feletti dltalanositott kifejezések, akkor (R; U Ra), (R1R2), R}, (R1 N Ry), Ry is V
abécé feletti altalanositott regularis kifejezések

e a V abécé feletti dltaldnositott regularis kifejezések halmaza a legsziikebb, melyre az el6bbi két pont
teljestl

Reguldris kifejezések szemantikdja (rekurziv definicio)
e az (), e, a reguldris kifejezések rendre az (), {e}, {a} nyelveket reprezentdljdk

e ha Ry az Ly és Ry az Ly nyelvet reprezentdlja, akkor (R;URs), (R1R2), Rj rendre az Ly ULy, LiLo, L}
nyelveket reprezentilja

Regularis kifejezések altaldnositott szemantikdja (rekurziv definicid)
e az (), e, a reguldris kifejezések rendre az (), {e}, {a} nyelveket reprezentaljdk

e ha Ry az Ly és Ry az Lo nyelvet reprezentdlja, akkor (Ry URy), (RiRy), R}, Ry rendre az L; U
Lo, L1Lo, L7, L1 nyelveket reprezentalja
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Axiéomak
P, Q, R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a kovetkezé tulajdonsagok:

o Asszociativités:
P+(Q+R)=(P+Q)+R

P-(Q R)=(P-Q)-R

e Kommutativitas:

P+Q=Q+P
e Disztributivités:
P-(Q+R)=P-Q+P-R
(P+Q)-R=P-R+Q-R

o FEgységelem:
e-P=P.ce=P
P*=e¢+ P -P*
P*=(e+ P)*

A fenti axiémdk azonban még 6nmagukban nem elegendéek az Osszes reguldris kifejezés eldéllitdsara (helyet-
tesités segitségével). Szlikség van még az aldbbi inferencia szabdlyra:

P=R+P-Q N e¢Q = P=R-Q"

Vegyiik még hozzd az () szimbdlumot a reguldris kifejezések halmazdhoz, amely az iires nyelvet jeloli. (Ebben
az esetben nincs sziikségiink az e szimbdlumra, mivel 0* = {e}). Igy, a definiciéban helyettesithetjitk az e
szimbdlumot az @) szimbSlummal. Ekkor helyettesitjiik e-t a megel6z8 axiéma rendszerben (0))*-gal és még egy

tovabbi axiémat tekintiink:
0-P=P-0=0

A fenti szabdlyok elégségesek ahhoz, hogy levezessiink minden érvényes egyenléséget reguléris kifejezések kozott.

Regularis kifejezések és regularis nyelvek

Minden reguldris kifejezés egy reguldris (3-tipusit) nyelvet jelol, és megforditva, minden reguléris nyelvhez meg-
adhato egy, ezen nyelvet jelolo regularis kifejezés.

a@Q

Tétel. (Kleene-tétel): Lrpc = L3, azaz a regularis nyelvek osztdlya megegyezik a véges deter-
minisztikus automataval eléallithato nyelvek osztalyaval.

Tétel. Az L3 nyelvosztaly zart a komplementer, a metszet, a kiilonbség és aszimmetrikus
differencia miiveletekre, a zartsagi tétel miatt pedig zart az unid, konkatenacié és a lezaras
miiveletekre is.

Regularis nyelvek felhasznalasi teriiletei

Bar a reguléris nyelvtanok az 0sszes nyelvek viszonylag sziik osztédlyat jelolik ki, konnyti kezel-
hetoségiik miatt gyakorlati alkalmazasuk rendszeres.

Lexikdlis elemzd (scanner): A forditéprogramok legalsé szintjén, a lexikélis elemek fel-
deritésében nagy szerepet jatszanak a 3. tipusu nyelvtanok: altaldban regularis kifejezésekkel
azonositjak a nyelv lexikalis elemeit.
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Mintaillesztés: Mintaillesztési feladatokban (pl. adatok kozott/szovegben torténd keresés)
regularis kifejezéssel irhato le az illesztend6 minta. Ebbol dltalaban véges determinisztikus au-
tomatat (példaul Knuth-Morris-Pratt automatét) generalnak.

Q>

Linearis grammatikak és nyelvek
Definicié
Egy <N ,T,P,S > kornyezetfiiggetlen grammatikat linearisnak neveziink, ha minden szabalya:

1. A—»u, AeNueT*
2. A—uBus, A,B€ N,uj,us €T*

Tovabba G-t bal-linearisnak, illetve jobb-linearisnak mondjuk, ha u; = ¢, illetve uy = € minden 2. alaku
szabalyra.

Egy L nyelvet linearisnak, bal-linedrisnak, illetve jobb-linearisnak mondunk, ha van olyan G linedris, bal-linearis,
illetve jobb-linedris grammatika, amelyre L = L(G) teljesiil.

Linearis és regularis grammatikak, nyelvek

A jobb-linedris grammatikdk azonosak a reguldris grammatikdkkal (3-tipusiak).
Tétel. Minden bal-linedris grammatika reguléris (3-tipusi) nyelvet general.

a@

Kornyezetfiiggetlen nyelvek tulajdonsagai és elemzésiik

Kornyezetfiiggetlen grammatikak normalformai

Kornyezetfiiggetlen grammatikak normalformai olyan grammatikai transzformaciéval eléallitott
grammatikak, melyek:

e bizonyos szintaktikai feltételeknek/tulajdonsagoknak tesznek eleget
e (4ltaldban) valamilyen szempontbdl egyszeriibbek, mint az eredeti grammatikak
e ugyanazt a nyelvet generdljak (igy ugyanazon tipusba tartoznak)

Tétel. Minden <N T, P, S > kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrualni egy
vele ekvivalens G’ = <N’ ,T,P', S > kornyezetfiiggetlen grammatikdt gy, hogy: G’ minden

szabédlyanak jobboldala nemiires sz6 [kivéve azt az esetet, mikor ¢ € L(G), ekkor §' — ¢
az egyetlen szabaly, melynek jobboldala az tires szé és ekkor S’ nem fordul elé G’ egyetlen
szabdlydnak jobboldaldn sem.]

e-mentes grammatika

A G grammatika e-mentes, ha egyetlen szabalyanak jobboldala sem az tires szd.

Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen G grammatikdhoz meg tudunk konstrualni egy G’ e-mentes
kornyezetfiiggetlen grammatikat, amelyre L(G') = L(G) — {€} teljesiil.
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Chomsky normalforma

AG= <N T, P, S > kornyezetfiiggetlen grammatikat Chomsky-normalforméjinak mondjuk,
ha minden egyes szabdlya:

e X —»a,ahol X € NaecT

e X Y7 ahol XY, Z € N

Tétel. Minden e-mentes <N T, P, S > kornyezetfliggetlen grammatikdhoz meg tudunk konst-
rudlni egy vele ekvivalens G/ = <N LT, P S > Chomsky-normalforméji kornyezetfiiggetlen

grammatikat.

Tétel. (az el6z kovetkezménye): Minden G kornyezetfiiggetlen grammatika esetében eldont-
hetd, hogy egy u szd benne van-e G grammatika altal generalt nyelvben.

Redukalt grammatika

e A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisét inaktivnak/nem aktivnak ne-
vezziik, ha nem vezetheto le bel6le terminalis szo.

e A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisat nem elérhetének nevezziik, ha
nem fordul el6 egyetlen olyan széban sem, amely a kezddszimbolumbdl levezetheto.

e Az, hogy egy A nemtermindlis elérheté-e vagy aktiv-e, az eldonthetd.

o Fgy kornyezetfiggetlen grammatika redukdlt, ha minden nemterminalisa aktiv és elérhetd.

Elemzés

A kornyezetfiiggetlen nyelvtanok segitségével szintaxisfat épithetiink. Sikeres szintaxisfafelépités
esetén az elemzés sikeriilt, kiillonben szintaktikai hibat taldlunk. Modszerek: legbal levezetés,
legjobb levezetés.

Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen grammatikahoz meg tudunk konstrualni egy vele ekvivalens
redukalt kornyezetfiiggetlen grammatikat.

Levezetési fa

A kornyezetfiiggetlen grammatikdk levezetéseit fakkal is jellemezhetjik. A levezetési fa egy
sz6 elballitasanak lehetéségeirdél ad informacidkat. A levezetési fa egy iranyitott graf, amely
specialis tulajdonsagoknak tesz eleget:

e A gyokér cimkéje: S
e A t0bbi cstcs cimkéje (N U T) valamely eleme

A levezetési fa nem minden esetben adja meg a levezetés soran alkalmazott szabélyok sorrendjét.
Két levezetés lényegében azonos, ha csak a szabdlyok alkalmazasanak sorrendjében kiillonbozik.

Egy kornyezetfiiggetlen grammatika minden levezetési faja egy egyértelmii (egyetlen) legbalol-
dalibb levezetést hataroz meg. A legbaloldalibb levezetés soran minden levezetési 1épésben a
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legbaloldalibb nemterminalist kell helyettesiteniink.

Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen grammatikarol eldonthetd, hogy az altala generdlt nyelv az
iires nyelv-e vagy sem.

Bar-Hillel Lemma

Minden L € L, (kornyezetfiiggetlen nyelvhez) meg tudunk adni két nyelvfliggd p és q egész
konstanst (p = p(L), ¢ = ¢q(L)), amelyekre ha u € L és |u] > p, akkor u — nak létezik a
kovetkezo felbontasa

U = TYz0Ww (u, z,w,y,v € T"), melyre

° [yzv] = ¢,
e |yv| >0,
o 1y zviw € L (Vi > 0)

A Bar-Hillel lemma azt mondja ki, hogy egy végtelen kornyezetfiiggetlen nyelvben minden elég
hosszu széhoz végtelen sok "hasonlé szerkezetii sz6” van.

G generalt L nyelv esetén, ha |N| = [, akkor L-beli szavak hossza legfeljebb 2.
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Kiegészités

Minden kornyezet fiiggetlen nyelv felismerheté veremautomatéval

Minden kornyezet fiiggetlen nyelv felismerheté 1 veremmel

Minden 3. tipusu nyelv felismerheté VNDA-val

Minden 0-veremautomata véges determinisztikus automata

Minden rekurziv nyelv rekurzivan felsorolhato

Minden (kiterjesztett)3. tipust nyelvtan 1. tipusd nyelvtan

Minden nyelvtannal leirt nyelv parcidlisan rekurziv

Minden rekurzivan felsorolhato nyelv parcidlisan rekurziv

Minden Chomsky 1. tipusu nyelv rekurziv nyelv

Minden Chomsky 2. tipusu nyelv rekurzivan felsorolhaté nyelv

Minden Chomsky 2. tipusu nyelv rekurziv nyelv

Minden parcialisan rekurziv nyelv kornyezetfiiggd

Minden parcialisan rekurziv nyelv regularis

Minden nyelvtannal leirt nyelv rekurzivan felsorolhato

Minden nyelvtannal leirt nyelv regularis

Minden nyelvtannal leirt nyelv rekurziv

Minden nyelvtannal leirt nyelv felismertetheté VDA-val

Minden Chomsky 1. tipusu nyelv felismerheto 1 veremmel

Minden Chomsky 1. tipusu nyelv felismerhet6 VDA-val

Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv regularis

@ I® ® B ® B I ® ® |~ & |8 |8 |8 s |8 s s s s
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