12. Logika és szamitaselmélet

Logika

Alapfogalmak

A logika targya az emberi gondolkodési folyamat vizsgalata és helyes gondolkodési formak ke-
resése, illetve létrehozésa.

Fogalmak:

1. Allitas: Olyan kijelentés, melynek logikai értéke (igaz volta) eldonthetd, tetszoleges kon-
textusban igaz vagy hamis. Azt mondjuk, hogy egy allitas igaz, ha informaciétartalma
megfelel a valésagnak (a tényeknek), és hamis az ellenkez6 esetben.

A mindennapi beszédben hasznalt kijelenté mondatok legtobbszor nem allitasok, mivel
a mondat tartalmaba a kontextus is beleszamit: idépont, kérnyezet allapota, altalanos
miiveltség bizonyos szintje, stb. (pl. nem &llitds az, hogy "ma reggel 8-kor siitott a nap”,
de éllitas pl. az, hogy "minden péros szam oszthatd 2-vel”).

2. Gondolkodasi forma: Gondolkodasi forma alatt egy olyan (F, A) part értiink, ahol A
allitas, F' = {Aq, Ag, ..., A, } pedig éllitdsok egy halmaza.

A gondolkodésforma helyes, ha minden esetben, amikor F' minden allitasa igaz, akkor A
is igaz.

3. Igazsagérték: Az igazsagértékek halmaza L = {igaz, hamis}.

Ttéletkalkulus
Az itéletlogika szintaxisa
Az itéletlogika abécéje

Az itéletlogika dbécéje Vo =V, U{(,)} U {—,A,V, D}.
Tehat V| tartalmazza az

o itéletvaltozokat V,
o zardjeleket {(,)}

e logikai miiveletek jeleit {—, A, V,D}.

Az itéletlogika nyelve
Az itéletlogika nyelve (Lg) itéletlogikai formuldkbdl all, amelyek a kévetkez6képpen éllnak eld:

1. Minden itéletvaltozé itéletlogikai formula (jff). Ezek az ugynevezett primformuldk (vagy
atomi formuldk).

2. Ha A itéletlogikai formula, akkor —A is az.

3. Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor (A A B), (AV B) és (A D B) is itéletlogikai
formuldk.

4. Minden itéletlogikai formula az 1-3. szabalyok véges sokszori alkalmazéasaval all elo
(Jol formélt formuldk).
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Literal: Ha X itéletvaltozé, akkor az X és —X formulak literdlok, amelyek alapja X.
Részformula: Legyen A € L egy itéletlogikai formula.

Ekkor A részformuldinak halmaza a legsziikebb olyan halmaz, melynek
1. eleme az A formula, és
2. ha a C formula eleme, akkor C kozvetlen részformulai is elemei.
Kozvetlen részformula:
e Primformuldnak nincs kozvetlen részformulaja.
e — A kozvetlen részformuldja A.

e Ao B (o az A,V,D binér 6sszekdtdjelek egyike) kozvetlen részformuldi:

o A (bal oldali) és
B (jobb oldali)

O

o Egy formulanak részformulédja a kozvetlen részformulaja.

o Egy formulanak részformuldi minden részformulajanak kozvetlen részformulai is.

Szerkezeti fa: Egy C formula szerkezeti faja egy olyan véges rendezett fa, melynek csicsai
formulak,

1. gyokere C,
2. a = A csucsanak pontosan egy gyermeke van, az A,
3. a Ao B csucsanak pontosan két gyermeke van, rendre az A és B formuldk,

4. levelei primformulék.

1. 4bra. Példa szerkezeti fara.

Logikai Osszetettség 1(X)
Egy formula logikai 6sszetettsége a benne taldlhaté logikai 6sszekotojelek szama.

e Ha X itéletlogikai valtozé, akkor I(X) =0
e Hal(—-X)=1(X)+1
o [(XoY)=1UX)+1Y)+1
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Mivelet hataskore: Egy miivelet hataskore a formula részformuléi koziil a legkisebb logikai
osszetettségli, melyben az adott mivelet el6fordul.

Fo logikai 6sszekotojel: Egy formula 6 logikai Osszekotojele az az Osszekotojel, amelynek
hataskore maga a formula.

Precedencia: A logikai 6sszekotojelek precedenciaja csokkend sorrendben a kovetkezd: =, A, V, D.

A definicidk alapjan egyértelmii, hogy egy teljesen zdrojelezett formuldban mi a logikai
osszekotbjelek hataskore és mi a f6 logikai 0sszekotojel.

Zardjelek elhagyasa

Nézziik, hogy egy formulaban milyen esetekben és mely részformulédkat hatarolo zardjelek hagy-
hatoak el ugy, hogy a logikai osszekotéjelek hataskore ne valtozzon.

A részformuldk koziil a primformulaknak és a negacios formuldknak nincs kiilso zardjelparja,
ezért csak az (A o B) alaki részformuldkrol kell eldonteniink, hogy irhaté-e helyettitk A o B.
A zéréjelek elhagydsat mindig a formula kiils6 zaréjelparjanak (ha van) elhagydsaval kezdjiik.

Majd ha egy részformuldban mar megvizsgéltuk a kiils6 zardjelelhagyéas kérdését, utana ezen
részformula kozvetlen részformulainak kiilsé zardjeleivel foglalkozunk. Két eset lehetséges:

1. A részformula egy negécids formula, melyben az (Ao B) alaki kézvetlen részformula kiilsé
zardjelei nem hagyhatok el.

2. A részformula egy (AeB) vagy AeB alaku formula, melynek A és B kozvetlen részformuldiban
kell donteni a kiilsé zardjelek sorsarol.

e Ha az A formula A; o Ay alaki, akkor A kiils6 zardjelparja akkor hagyhaté el, ha o
nagyobb precedencidji, mint e.

e Ha a B formula By o By alakt, akkor B kiils6 zardjelparja akkor hagyhaté el, ha o
nagyobb vagy egyenld precedencidji, mint e.

3. Ha egy (A A B) vagy A A B alaku formula valamely kozvetlen részformuldja szintén
konjunkcio, illetve egy (AV B) vagy AV B alaku formula valamely kézvetlen részformuldja
szintén diszjunkcio, akkor az ilyen részformulakbdl a kiilsé zardjelpar elhagyhato.

Formulalancok: A zardjelek elhagyasara vonatkozé megallapodasokat figyelembe véve
ugynevezett konjunkcios, diszjunkcids, illetve implikaciés formulalancokat is nyerhetiink.

Ezek alakja AiA...NA,, Ai1V...VA,, illetve Ay D ... D A,.

Ezeknek a lancformuldknak a {6 logikai osszekotéjelét a kovetkezo zardjelezési megallapodassal
fogjuk meghatarozni:

(AlA(AQ/\(...A(An_l/\An))...)>, (Alv(Ag\/(...\/(An_lvAn))...)>

illetve

<A13 (A2 D (...D(An_lDAn))...)>
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Az itéletlogika szemantikaja

Bazis: A formula itéletvéltozdinak egy rogzitett sorrendje.

Interpretacio: L, interpretaciéjan egy Z : V,, — L fliggvényt értiink, mely minden itéletvaltozéhoz
egyértelmiien hozzérendel egy igazsdgértéket. Pl. Z(X) = igaz.

Boole-értékelés: Ly-beli formulak Z interpretaciobeli Boole-értékelése a kovetkezo
Br: Ly — L fiiggvény:

1. ha A primformula, akkor Bz(A) = Z(A)
2. Br(~A) legyen ~Bz(4)
Bz(A A B) legyen Bz(A) A Bz(B)
Bz(AV B) legyen Bz(A) V Bz(B)
5. Bz(A D B) legyen Bz(A) D Bz(B)

Egy By igazsagkiértékelés kielégit egy F' formulahalmazt, ha B; az F' elemeihez az igaz értéket
rendeli, vagyis a formulahalmaz elemei az [ interpretacioban igazak.

Igazhalmaz, hamishalmaz: Egy A formula igazhalmaza (A") azon interpretaciék halmaza,
melyen a formula igazsdgértékelése igaz. Az A formula hamishalmaza (A") pedig azon interp-
retaciok halmaza, melyekre a formula igazsagértékelése hamis.

Szemantikus fa: Egy formula kiilonb6z6 interpretaciéit szemantikus fa segitségével
szemléltethetjiik. A szemantikus fa egy olyan binaris fa, amelynek i. szintje (i >= 1) a bdzis
1. 1téletvaltozojahoz tartozik, és minden csicsabol két él indul, az egyik a szinthez rendelt
itéletvaltozdval, a masik annak negéltjaval cimkézve. Az X itéletvaltozd esetén az X cimke
jelentse azt, hogy az X igaz az adott interpretaciéban, a =X cimke pedig azt, hogy hamis az
adott interpretacioban.

A szemantikus fa minden dga egy-egy lehetséges interpretaciot reprezental. Egy n valtozos
formula esetén minden ag n hosszi, és a fanak 2™ aga van és az Osszes lehetséges interpretaciét
tartalmazza.

Igazsagértékelés fiiggvény: Olyan fiiggvény, amely minden formulahoz hozzarendeli az igaz-
halmazat (pA’) vagy a hamishalmazit (@A").
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Legyen A egy tetszoleges itéletlogikai formula. Hatarozzuk meg A-hoz az interpretacidira vo-
natkozé pA?, illetve @ A" feltételeket a kovetkezéképpen:

1. Ha A primformula, a @A? feltételt pontosan azok az T interpretéaciok elégitik ki, melyekre
T(A) = igaz, a pA" feltételt pedig pontosan azok melyekre Z(A) = hamis.

2. A p(—A)* feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha teljesiilnek a A" feltételek.

3. A (AN B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a oAl és a B! feltételek egyszerre
teljestilnek.

4. A p(AV B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA! vagy a B! feltételek tel-
jestilnek.

5. A p(A D B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a AP vagy a pB! feltételek
teljestilnek.

Tétel: Tetszbleges A itéletlogikai formula esetén a pA? feltételeket pontosan az A’-beli interp-
retaciok teljesitik.

Igazsagértékelés-fa: Egy A formula @A, illetve p A" feltételeket kielégitd interpretaciéit az
igazsagértékelés-fa segitségével szemléltethetjiilk. Az igazsagértékelés-fat a formula szerkezeti
fdjanak felhasznaldsaval allitjuk eld.

A gyokérhez hozzarendeljiik, hogy A melyik igazsdgértékre vald igazsagértékelés-feltételeit ke-
ressiik, majd a gyokér ala A kozvetlen részformuldi kertilnek a megfelel6 feltétel-elGirassal, az
aldbbiak szerint:

©(A A B)!
l
p(=A) pA* p(Av B) ¢(AD B)
l l /N 7N\
pA® pB’ PA? @B | Al pB'
p(Av B)" @(AD B)"
l l
p(~A)" @(AAB)" pA" pA
| /N i l
PA? pAh pB" ©B" ©B"

Ezutan a gyokérhez a v (feldolgozott) jelet rendeljiik. Az eljarast rekurzivan folytatjuk, amig
egy agon a fel nem dolgozott formulak

e (a) mind {téletvaltozék nem lesznek, vagy

e (b) ugyanarra a formuldra egymasnak ellentmondé el6irds nem jelenik meg.

Az (a) esetben az dgon el6forduld téletvaltozéknak az dgon rogzitett igazsagértékeit tartalmazo
n-esek mind elemei @A’ gyokér esetén a formula igazhalmazanak, @ A" gyokér esetén a formula
hamishalmazanak.

A (b) esetben nem 4all el§ ilyen igazsagérték n-es.
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2. abra. Példa igazsagértékelés fara.

Az elobbi példdban a formula igazhalmaza az igazsagértékelés-fa alapjan:

{(i,i,h), (h,i,i), (h,i,h), (h, h,i)}

Igazsagtabla: Egy n valtozés formula igazsagtablaja egy n + 1 oszlopbdl és 2™ sorbdl allo
tablazat. A téblazat fejlécében az i. oszlophoz (1 <= i <= n) a formula bazisanak 1.
itéletvaltozdja, az n + 1. oszlophoz maga a formula van hozzarendelve. Az elsé n oszlop-
ban az egyes sorokhoz megadjuk rendre a formula kiilonboz6 interpretaciéit, majd a formula
oszlopaba minden sorba beirjuk a formula - a sorhoz tartozé interpretaciébeli Boole-értékeléssel
kapott - igazsagértékét.

A logikai miuveletek igazsagtablaja:

XY | X X|Y|XAY Xl'Y|XVY XY|XDY
i|i h i i i i i i i|i i
il h h ilh h i|h i il h h
h | i i h | i h h|i i h|i i
h | h i h | h h h | h h h | h i

Kiterjesztett igazsagtabla: Egy igazsagtablaban a formula igazsiagértéke kiszamitasanak
megkonnyitésére vezették be a kiterjesztett igazsagtdablat. A Kkiterjesztett igazsdgtdblaban az
itéletvaltozékhoz és a formulahoz rendelt oszlopokon kiviil rendre a formula részformulaihoz
tartozo oszlopok is megjelennek. Tulajdonképpen a szerkezeti faban megjelend részformulak
vannak felsorolva.

X|\Y|Z|YVZ | -X|ZD-X|(YVZ)N(ZD—X)
vt l h h h
ili]h i h i i
| h| l h h h
i | h|h h h l h
h{i]|h i i i i
hihla v v v ?
h|h|h h 7 7 h
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Formula kielégithet6sége, modellje: Egy A itéletlogikai formula kielégithets, ha 1étezik
olyan Z interpretacio, melyre Z |=¢ A, azaz a Bz Boole-értékelés A-hoz igaz értéket rendel. Egy
ilyen interpretaciot A modelljének neveziink. Ha A-nak nincs modellje, akkor azt mondjuk,
hogy kielégithetetlen.

Ha A igazsagtabldjaban van olyan sor, amelyben a formula oszlopaban igaz érték szerepel,
akkor a formula kielégithetd, kiilonben kielégithetetlen. Ugyanigy, ha @A® nem iires, akkor
kielégitheto, kiilonben kielégithetetlen.

ftéletlogikai torvény, tautoléogia: Egy A itéletlogikai formula itéletlogikai torvény vagy
masképpen tautoldgia, ha Ly minden interpretaciéja modellje A-nak. (jelolés: ¢ A)

Eldontésproblémak

Eldontésprobléma: Eldontésproblémanak nevezziik a kovetkezd feladatokat:

1. Dontsiik el tetszoleges formularél, hogy tautoldgia-e!

2. Dontstik el tetszéleges formulardl, hogy kielégithetetlen-e!

Tautologikusan ekvivalens formulak: Az A és B itéletlogikai formuldk tautologikusan ek-
vivalensek (jelolés: A ~g B), ha Ly minden Z interpretaciéjaban Bz(A) = Bz(B).

Formulahalmaz kielégithetdsége, modellje: L, formuldinak egy tetszéleges I' (gamma)
halmaza kielégithetd, ha van Ly-nak olyan Z interpretaciéja, melyre: VA € I' : 7 =y A. Egy
ilyen Z interpretacié modellje I'-nak. Ha I'-nak nincs modellje, akkor I' kielégithetetlen.

Lemma: Egy {A;, Ao, ..., A, } formulahalmaznak pontosan azok az Z interpretacidk a modell-
jei, amelyek a A; A Ay A ... A A, formuldnak. Kovetkezésképpen {Aq, Ao, ..., A,} pontosan
akkor kielégithetetlen, ha az A; A As A ... A A, formula kielégithetlen.

Szemantikus kovetkezmény: Legyen I' itéletlogikai formuldk tetszoleges halmaza, B egy
tetszoleges formula. Azt mondjuk, hogy a B formula tautologikus kovetkezménye a I’
formulahalmaznak (jelolés: T' |=¢ B), ha minden olyan interpretdcié, amely modellje I'-nak,
modellje B-nek is. A T'-beli formulédkat feltételformuldaknak, vagy premisszaknak, a B formulat
kévetkezményformulanak (konkliziénak) hivjuk.

Tétel: Legyen I itéletlogikai formuldk tetszoleges halmaza, A,B,C tetszoleges itéletlogikai for-
muldak. Ha T’ ):0 A, r ):0 B és {A, B} ):0 C, akkor I ):0 C.

Tétel: (Eldontésprobléma tétele (1)) Legyenek A, A, ..., A,, B tetszbleges itéletlogikai
formuldk. {A;, As,..., A,} o B pontosan akkor, ha a {4, Ay, ..., A,, 7B} formulahalmaz
kielégithetetlen, azaz a

AT NAs AL AN A, A B formula kielégithetetlen.

Tétel: (Dedukcids tétel) Legyenek Ay, Ay, ... A,, B tetszoleges itéletlogikai formuldk.
{A1, Ay, ..., An} Eo B pontosan akkor, ha {4, As,..., A} D B.

Tétel: (Eldontésprobléma tétele (2)) Legyenek Aj, Ao, ..., A,, B tetszoleges itéletlogikai
formuldk. {A;, As, ..., A,} Eo B pontosan akkor, ha =9 Ay D Ay, D ... D A, D B.
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Ekvivalens atalakitasok
Fogalmak:

e Egy primformulat (itéletvaltozot), vagy annak a negéltjat kozos néven literdlnak ne-
veziink. A primformula a literdl alapja. Egy literalt bizonyos esetekben egységkonjunkcionak
vagy egységdiszjunkcionak (egységkloznak) is hivunk.

o Flemi konjunkcio az egységkonjunkcio, illetve a kiilonbozo alapt literalok konjunkcidja
(A kapcsolat a literdlok kézott).

o FElemi diszjunkcio vagy kloz az egységdiszjunkcio és a kiilonbozé alapt literalok diszjunk-
cidja (V kapcsolat a literalok kézott).

e Egy elemi konjunkcio, illetve elemi diszjunkcié teljes egy n-véaltozos logikai miiveletre
nézve, ha mind az n itéletvaltozé alapja valamely literaljanak.

o Diszjunktiv normdlformdnak (DNF) nevezziik az elemi konjunkciék diszjunkci6jét.
o Konjunktiv normdalformanak (KNF) nevezziik az elemi diszjunkcidk konjunkcidjat.

e Kitiintetett diszjunktiv, illetve konjunktiv normalforméakrél (KDNF, ileltve KKNF) beszéliink,
ha a benniik szerepl6 elemi konjunkcidk, illetve elemi diszjunkcidk teljesek.

Tetszoleges logikai miiveletet leir6 KDNF, KKNF el6allitasa: Legyen b : L™ — L egy
n-valtozés logikai miivelet. Adjuk meg b miivelettabldjat.

Az els6 n oszlop fejlécébe az X1, X, ... X, itéletvaltozdkat irjuk.

A b-t leir6 KDNF eléallitasa:

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a miivelettablaban, ahol az adott igazsdgérték n-eshez b igaz
értéket rendel hozzéa. Legyenek ezek a sorok rendre sq,s9,...,s,. Minden ilyen sorhoz
rendeljiink hozza egy XA XyA.. . AX] teljes elemi konjunkci6t tigy, hogy az X7 literdl X;
vagy —.X; legyen aszerint, hogy ebben a sorban X; igaz vagy hamis igazsdgérték szerepel.
Az igy nyert teljes elemi konjunkciok legyenek rendre ks, ks,, . . ., ks

e

2. Az igy kapott teljes elemi konjunkciokbol készitstink egy diszjunkcios lancformulat:

ko, Vs, VooV Ky,

Ez a formula lesz a b miivelet kitiintetett diszjunktiv normélformdja (KDNF).

X|Y|Z|b a teljes elemi konjukcidk
Tl h

Tt [ h| 7| XANY N-Z

v h|di|h

i | h|h|:1 XANY AN-Z
hlidili|zq X=-ANYNZ
h|{i|h|h

hlh|i]|: “XAN-YANZ
h|h|h]|:? “XAN-Y-ANZ

A fenti példa b miveletének kitiintetett diszjunktiv normélformaja a kovetkez6 formula:

(XAYAN-Z)V(XAYA-Z)VEXAYANZ)V (X AYAZ)V (X AY N-Z)
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A b-t lefréd KKNF eldéllitésa:

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a mivelettablaban, ahol az adott igazsagérték n-eshez b
hamis értéket rendel hozza. Legyenek ezek a sorok rendre sy, s9,..s,.. Minden ilyen sorhoz
rendeljiink hozza egy X1V X5V...VX] teljes elemi diszjunkciét gy, hogy az X7 literal X;
vagy —.X; legyen aszerint, hogy ebben a sorban X; hamis vagy igaz igazsdgérték szerepel.
Az igy nyert teljes elemi diszjunkciok legyenek rendre dy,, ds,, ..ds, .

2. Az igy kapott teljes elemi diszjunkciokbdl készitsiink egy konjunkcios lancformulat:
doy Ndgy A ... Nd,

Ez a formula lesz a b miivelet kitiintetett konjunktiv normalforméja (KKNF).

X|Y|Z|b a teljes elemi diszjunkciok
il ||| hx —“XV-YvVv-Z
vt | hd

v h|i|h|x -XVYV-Z

v h|hl|:

hli|hl:i

hlh|il|h]|x XVYV-—-Z
h|h|hl|:i

A fenti példa b miveletének kitiintetett konjunktiv normalforméja a kovetkezd formula:
(CXVYVaZ)AN(XVYVaZ)AN(X VY VZ)

KNF, DNF egyszertsitése: Egy itéletlogikai formula logikai Gsszetettségén a formuldban
szerepld logikai Osszekotdjelek szamat értettiik. Ugyanazt a logikai miiveletet leird formulak
koziil azt tekintjik egyszeriibbnek, amelynek kisebb a logikai Gsszetettsége (azaz kevesebb lo-
gikai 6sszekotéjelet tartalmaz).

Legyen X egy itéletvaltozd k egy az X-et nem tartalmazd elemi konjunkcid, d egy X-et nem
tartalmazo elemi diszjunkci6. Ekkor az

e (a) (XAEk)V (=X AEk)~gkés

e b) (XVAANEXVd) ~d
egyszerisitési szabalyok alkalmazasaval konjunktiv és diszjunktiv normalformakat irhatunk at
egyszeriibb alakba.
Klasszikus Quine—McCluskey-féle algoritmus KDNF egyszertisitésére:

1. Soroljuk fel a KDNF-ben szereplo osszes teljes elemi konjunkciét az Ly listaban, j := 0.

2. Megvizsgaljuk az L;-ben szerepld Osszes lehetséges elemi konjunkciépért, hogy alkalmaz-
haté-e rajuk az (a) egyszertisitési szabaly. Ha igen, akkor a két kivalasztott konjunkciét
v'-val megjeloljiik, és az eredmény konjunkciét beirjuk a L;;; listdba. Azok az elemi
konjunkciok, amelyek az L, vizsgdlata soran nem lesznek megjelolve, nem voltak egy-
szerlisithetdk, tehat bekeriilnek az egyszertisitett diszjunktiv normélformaba.

3. Ha az L, konjunkcidlista nem tres, akkor j := j 4+ 1. Hajtsuk végre 1jbdl a 2. 1épést.

4. Az algoritmus soran kapott, de meg nem jel6lt elemi konjunkcidokbdl készitstink egy disz-
junkcios lancformuléat. Igy az eredeti KDNF-el logikailag ekvivalens, egyszertisitett DNF-
et kapunk.
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Rezolucié

Legyenek Aj, A, ..., A,, B tetszoOleges itéletlogikai formulak. Azt szeretnénk bebizonyitani,
hogy {A1, As, ..., A} Eo B, ami ekvivalens azzal, hogy {A;, As, ..., A,, 7B} kielégithetetlen.

frjuk at ez utobbi formulahalmaz formulait KNF alakba.
Ekkor a
{KNFs,,KNFy,,....,KNFy, ,KNF_ g}

formulahalmazt kapjuk, ami pontosan akkor kielégithetetlen, ha a halmaz formuldiban szerepld
kl6zok halmaza kielégithetetlen.

A Kklézokra vonatkozo egyszeriisitési szabdly szerint ha X itéletvéaltozo, C' pedig X-et nem
tartalmazé kléz, akkor
(XVO)YAN(=XVCO)~ C

Az X és a =X egységklézok (azt mondjuk, hogy X és =X komplemens literalpar) konjunk-
cidjaval ekvivalens egyszeriibb.

Egyetlen literdlt sem tartalmazdé kloz az tires kloz, melyet a [ jellel jeloliink és definicié szerint
minden interpretdciéban hamis igazsagértékii.

Legyenek most C és Cs olyan klézok, melyek pontosan egy komplemens literdlpart tartalmaz-
nak, azaz C; = C]V Ly és Cy = C) V Lo, ahol Ly és Ly az egyetlen komplemens literalpar (C]
és O iires klozok is lehetnek). Vilagos, hogy ha a két klgzban a komplemens literdlparon kiviil
is vannak literalok, és ezek nem mind azonosak, az egyszerisitési szabdly alkalmazhatdésagi
feltétele nem all fenn.

Tétel: Ha C) = OV Ly és Cy = CLV Lo, ahol Ly és Ly komplemens literdlpar, akkor
{C1, Ca} 0 C V Gy

Rezolvens: Legyenek C) és C5 olyan klozok, melyek pontosan egy komplemens literalpart
tartalmaznak, azaz C} = C V Ly és Cy = C5 V Lo, ahol Ly és Ly a komplemens literdlpar, a
C7 Vv Ch klozt a (Ch, Cy) kldzpar (vagy a Cy V Cy formula) rezolvensének nevezziik.

Ha C) = L, és Cy = Ly (azaz Cf és C} iires klézok), rezolvensiik az iires kléz (O).
Az a tevékenység, melynek eredménye a rezolvens, a rezolvdlds.

klozpar | rezolvens
XVY, " YVZ)|XVZ
(X V=Y, =Y V Z) | nincs: mindkét azonos alapt literdl negélt
(X V=Y, ZV-=V) | nincs: nincs azonos alapu literdl
)
X)

(=X VY, X VY VZ) | nincs: két komplemens literalpar van
(X, O

Tétel: Ha a C kléz a (C1,Cy) klézpar rezolvense, akkor azon Z interpretacick a {C,Cy}
klézhalmazt nem elégithetik ki, amelyekben C' igazsagértéke hamis, azaz Bz(C') = hamis.
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Rezolucios levezetés: Egy S klozhalmazbol a C' kloz rezolicids levezetése egy olyan véges
ki, ko, ..., kyn (m > 1) klézsorozat, ahol minden j =1,2,... m-re

1. vagy k; € S,

2. vagy van olyan 1 < s,t < j, hogy k; a (ks, k) klézpar rezolvense,
és a klozsorozat utolsé tagja, k,,, éppen a C kloz.
Megallapodéasunk szerint a rezoliucids kalkulus eldontésproblémadja:

levezethetd-e S-bol az .

A rezolicios levezetés célja tehat [J levezetése S-bol. Azt, hogy [J levezethetd S-bol, gy is ki
lehet fejezni, hogy létezik S-nek rezolucids cafolata.

Példa: Probaljuk meg levezetni
O-taz S={-XVY,-YVZ, XVV,-VVYVZ -Z}

klozhalmazbol. A levezetés barmelyik S-beli kl6zbdl indithato.

1. =VVYVZ [eS]
2. =Z (€S ]
3. AV VY [ 1,2 rezolvense |
4. YV Z [€ 5]
5. Y [ 2,4 rezolvense |
6. -V [ 3,5 rezolvense |
7. XVV [e:
8. X [ 6,7 rezolvense |
9. =X VY [€ 5]
10. Y [ 8,9 rezolvense |
11. O [ 5,10 rezolvense |

Lemma: Legyen S tetszoleges klézhalmaz. S-bol torténd rezolticios levezetés esetén barmely
S-bol levezetett kloz tautologikus kovetkezménye S-nek.

A rezolicios kalkulus helyessége: A rezoltciés kalkulus helyes, azaz tetszoleges S klozhalmaz
esetén amennyiben S-bol levezetheto [, akkor S kielégithetetlen.

A rezolaciés kalkulus teljessége: A rezolicios kalkulus teljes, azaz barmely véges, ki-
elégithetetlen S klézhalmaz esetén S-bol levezetheto L.

Levezetési fa: Egy rezolicids levezetés szerkezetét levezetési fa segitségével szemléltethetjiik.
A levezetési fa csicsai klozok. Két csucsbol pontosan akkor vezet él egy harmadik, kozos
csucsba, ha az a két kléz rezolvense.
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ﬂV\/Y\/Z ﬂY\/Z

\/\/

—|V\/Y

\ / X\/V
\ / ﬂX\/Y
-Y \ /
5\D/10

3. dbra. Példa szerkezeti fara.

Rezolucios stratégiak:

o Linedris rezolicio: Egy S klozhalmazbol valé linedris rezolicids levezetés egy olyan
ki, ly, koyloy .o ko1, L1, ky Tezolticids levezetés, amelyben minden j = 2,3,...,m-re
kj a (kj_1,l;—1) klézpar rezolvense. A k; klézokat centrdlis klozoknak, az [; kl6zokat
mellékklézoknak nevezziik.

Tetszoleges rezolicios levezetés atirhato linedrissa, azaz a linedris rezolicios kalkulus tel-

jes.

e Linedris inputrezolucio: Egy S klézhalmazbdl valo linedris inputrezolicids levezetés
egy olyan kq,ly, ko, lo, ... km_1,lm_1,kn linearis rezoliciés levezetés, amelyben minden
j=12,...,m—1rel; €S, azaz a linedris inputrezolicios levezetésben a mellékkl6zok
S elemei. Nem teljes (kivéve Horn-kl6zok).

o Fgységrezolicio: Egy S klézhalmazbdl valé egységrezolicios levezetés egy olyan
ki,..., kny rezolicids levezetés, ahol minden j = 1,2,... ,m-re k; € S, ha k; € 5,
akkor k; két olyan 6t a levezetésben megel6z0 kg, b kléznak a rezolvense, amelyek koziil
az egyik egségkloz. Nem teljes.

A linedris inputrezolicids stratégia nem teljes, de megadhaté olyan formulaosztaly, melyre az.
A legfeljebb egy negalt literalt tartalmazo klézokat Horn-klozoknak nevezziik, a Horn-formulak
pedig azok a formulak, melyek konjunktiv normalformdja Horn-klézok konjunkcioja.

A linearis inputrezolicids stratégia Horn-formuldk esetén teljes.

Predikatumkalkulus

Els6rendii logikai nyelvek szintaxisa

Egy elsérendii logikai nyelv abécéje logikai és logikan kiviili szimbdélumokat, tovabba elvalasztojeleket
tartalmaz. A logikan kiviili szimbdélumhalmaz megadhaté < Srt, Pr, Fn,Cnst > alakban, ahol:

1. Srt nemiires halmaz, elemei fajtakat szimbolizalnak,
2. Pr nemiires halmaz, elemei predikatumszimbolumok,
3. Fn halmaz elemei fiiggvényszimbdélumok,

4. Cnst pedig a fiiggvényszimbdélumok halmaza.
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Az < Srt, Pr, Fn,Cnst > abécé szignaturija egy < vy, Vs, 3 > harmas, ahol

1. vy a VP € Pr predikdatumszimbolumhoz annak alakjat,

2. vy aVf € Fn figguényszimbolumhoz annak alakjdt,

3. v3 Ve € Cnst konstansszimbolumhoz annak fajtdjdt,

rendeli.

Logikai jelek az itéletlogikdaban is hasznalt logikai 6sszekotdjelek, valamint az univerzélis (V) és
egzisztencidlis (3) kvantorok és a kiilonbozé fajtaju individuumvéltozok.

Egy elsérendli nyelv dbécéjében minden 7 € Srt fajtdhoz szimbdlumoknak megszamlélhatéan
végtelen v], vl ... rendszere tartozik, ezeket a szimboélumokat nevezziik 7 fajtaju valtozoknak.
Elvalasztojel a nyitd és csuko zardjelek, és a vesszo.

Az elsérendii logikai nyelvekben az elvédlasztdjelek és a logikai jelek mindig ugyanazok, viszont a
logikan kiviili jelek halmaza, illetve ezek szignaturaja nyelvrol nyelvre 1ényegesen kiilonbozhet.
Ezért mindig megadjuk a < Srt, Pr, Fn,Cnst > négyest és ennek < vy, 15, v3 > szignaturajat,
amikor egy elsorendil logikai nyelv abécéjére hivatkozunk.

Jelolése V[V, ], ahol V,, adja meg a < vy, v, v3 > szignatirdja < Srt, Pr, Fn,Cnst > négyest.

Termek: A V[V,] dbécé feletti termek halmaza L[V, ], ami a kovetkez6 tulajdonsdgokkal bir:

1. Minden 7 € Srt fajtaju véltozd és konstans 7 fajtaji term.

2. Ha az f € F'n figgvényszimbdélum (mq, 7o, ..., 7, m) alaki és 1, 1o, . .., tx — rendre
T, T2, . . ., T fajtaju — termek, akkor az f(s1, sq, ..., Sx) egy 7 fajtdji term.

3. Minden term az 1-2. szabdlyok véges sokszori alkalmazasaval all el6.

Formuldk: A V[V,] dbécé feletti elsérenddi formuldk halmaza L[V, ], ami a kovetkezd tulaj-
donséagokkal bir:

1. Haa P € Pr predikdtumszimbdlum (my, o, ..., ) alaki és az tq1, ta, . .., tx — rendre
T, T2, . .., T fajtdju — termek, akkor a P(tq,ta,...,t;) s20 egy elsérendd formula.

Az igy nyert formulakat atomi formuldknak nevezziik.
2. Ha S elsérendt formula, akkor —S' is az.

3. Ha S és T els6rendil formuldk és o binér logikai 6sszekotdjel, akkor (S o T) is elsérendii
formula.

4. Ha S eleme elsérendii formula, @ kvantor (V vagy 3) és = tetszéleges véltozd, akkor QxS is
elsérendli formula. Az igy nyert formulakat kvantalt formulaknak nevezziik, a VxS alaku
formulak univerzélisan kvantalt formuldk, a dxS alakd formuldk pedig egzisztencidlisan
kvantalt formulak. A kvantalt formulakban Qx a formula prefixe, S pedig a magja.

5. Minden elsérendii formula az 1-4. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all eld.
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A V[V,] abécé feletti elsérendti logikai nyelv L[V, ] = L;[V,| U L[V, ], azaz L[V,] minden szava
vagy term, vagy formula.

A negécids, konjunkcids, diszjunkeiés, implikdcids (ezek jelentése ua., mint nulladrendben) és
kvantalt formulak Osszetett formulak.

Az elsorendii logikai nyelv primformuldi az atomi formulak és a kvantalt formuldk.

Valtozoel6fordulas fajtai: Egy formula x valtozdjanak egy eléforduldsa:

e szabad, ha nem esik z-re vonatkozé kvantor hatdskorébe,

e kotott, ha x-re vonatkozo kvantor hataskorébe esik.
Valtozé fajtai: Egy formula x vdltozdja:
e szabad, ha minden el6fordulasa szabad,

e [otott, ha minden el6fordulasa kotott, és

e vegyes, ha van szabad és kotott eléfordulasa is.
Formula zartsaga, nyiltsaga: FEqgy formula:

e zart, ha minden valtozdja kotott,
e nyilt, ha legalabb egy valtozdjanak van szabad el6fordulasa és

e kvantormentes, ha nincs benne kvantor

Megjegyzés: a zart formuldk elsérend(i allitdsokat szimbolizalnak (egy elsérendii &llitds nem
maés, mint elemek egy halmazara megfogalmazott kijelenté mondat).

Az els6rendii logika szemantikaja

Matematikai struktara: Matematikai strukturan egy <U, R, M, K > négyest értiink, ahol:

1. U =J U, nem iires alaphalmaz (univerzum),

K

2. R az U-n értelmezett logikai fiiggvények (reldcidk) halmaza,
3. M az U-n értelmezett matematikai fiiggvények (alapmiiveletek) halmaza,

4. K az U kijelolt elemeinek (konstansainak) halmaza (lehet iires).

Interpretacié: Az interpretacio egy <U, R, M, K > matematikai struktira és
1= <ISrt;IPraIFnyzCnst> fﬁggvénynégyes, ahol:
o az ZLg, : m— U, fiiggvény megad minden egyes m € Srt fajtahoz egy U, nemiires halmazt,

a 7 fajtaju individuumok halmazat,

e az Ip, : P — P7T fiiggvény megad minden (my, 7o, ..., m) alakia P € Pr
predikdtumszimbdélumhoz egy P : Uy, x Uy, X ... x Uy, — L logikai fiiggvényt (reldciot),
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o az Ip, : [+ fT fiiggvény hozzarendel minden (7,7, ..., T, 7) alaki f € Fin
fliggvényszimbélumhoz egy P? : Uy, X Uy, X ... X Uy, — U, matematikai fiiggvényt
(miiveletet),

o az Tons - ¢ — ct? pedig minden 7 fajtdji ¢ € Cnst konstansszimbélumhoz az U, indivi-
duumtartoménynak egy individuumat rendeli, azaz ¢ € U,.

Valtozdkiértékelés: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpreticidja, az interpretacié univer-
zuma legyen U és jelolje V a nyelv valtozéinak halmazat. Egy olyan x : V' — U leképezést,
ahol ha = 7 fajtaju véltozd, akkor k(z) € U,, Z-beli vdltozdkiértékelésnek neveziink.

L[V,] szemantikaja: Legyen az L]V, ] nyelvnek Z egy interpretédcidja és k egy Z-beli valtozdkiértékelés.
Az L]V,] nyelv egy 7 fajtaju t termjének értéke Z-ben a k véltozdkiértékelés mellett az alabbi
— |t|F<-val jelolt — U,-beli individuum:

1. ha ¢ € Cnst 7 fajtdji konstansszimbélum, akkor |¢|** az U.-beli ¢ individuum,
2. ha z 7 fajtaju valtozd, akkor |z[2* az Ur-beli k() individuum,

3. ha t1,t9,...,t; rendre my, mo, ..., T fajtaju termek és ezek értékei a k valtozokiértékelés
mellett rendre az Uy, -beli [t;[7%, az Uy,-beli |to|2" ... és az Uy, -beli |t;|** individuumok,
akkor egy (7, o, ..., g, ) alakd f € Fn fiiggvényszimbolum esetén |f(t1,to, ..., )57
az Up-beli fZ2(|t)55, [taF5, ..., [t[2") individuum.

Valtozokiértékelés r-variansa: Legyen x egy valtozo. A k* véaltozokiértékelés a k valtozokiértékelés
z-varidnsa, ha k*(y) = y minden x-t6l kiillonboz6 y véltozd esetén.

Els6rendii logikai formula logikai értéke: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpretaciéja és
Kk egy Z-beli véltozdkiértékelés. Az L]V, ] nyelv egy C' formuldjahoz Z-ben a k valtozokiértékelés
mellett az alabbi — |C|%*-val jelolt — igazsdgértéket rendeljiik:

1. [ igaz P[] P, t[PR) = igaz
| hamis : kiilonben

L. |P(t17t2a s 7tk>

2. |—|A|I’“ legyen —||A|Iv'$

3. |[AN B[** legyen [A["* A |BIF*

4. |AV B|** legyen |A|F* Vv |B|F*

5. |A D BJ** legyen |A[2F O |BJE*
) : U ; S . ;

6. [VeA[Tn = 1992 | Al igaz Kk minden K* x variansara
hamis : kiilonben
y . Ir* _ 5 _— . ,

7. BrAfEs = W90 |A| igaz K valamely K* x-variansira
hamis : kiilonben

Els6rendii formula kielégithet6sége: Egy A elsorendli formula kielégitheto, ha van olyan
T interpretdci6 és x véltozokiértékelés, amelyre |A|F* = igaz (ekkor azt mondjuk, hogy az T
interpretacid és k valtozdkiértékelés kielégiti A-t), kiillonben kielégithetetlen.

Amennyiben az A formula zart, igazsagértékét egyediil az interpretacié hatarozza meg. Ha
|A|* = igaz, azt mondjuk, hogy az T kielégiti A-t vagy mésképpen: Z modellje A-nak (Z = A).
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Logikailag igaz els6rendii formula: Egy A elsérendii logikai formula logikailag igaz, ha
minden Z interpretaciéban és Z minden x valtozékiértékelése mellett |A|2" = igaz.
Jelolése: = A.

Szemantikus kovetkezmény: Azt mondjuk, hogy a G formula szemantikus kovetkezménye
az F formulahalmaznak, ha minden olyan Z interpretaciéra, amelyre Z |= F fenndll, Z = G is
igaz (jelolés: F = G).

Tétel: Legyenek Ay, As, ..., A,, B (n > 1) tetszdleges, ugyanabbdl az elsérendii logikai nyelvbél
val6 formuldk. Ekkor

{A1, Ay, ... AL} EBS A NAy A .. A A, A =B Kkielégithetetlen

Rezolucio: Elsérendii predikatumkalkulusban is végezhet6 rezolucid, raadasul a médszer he-
lyes és teljes is. Nehézséget a klézok kialakitdsa okozhat, amelyek zart, univerzalisan kvantalt
literdlok konjunkciéjabdl allnak. Ehhez eszkozeink a prenex-, illetve skolem-formak.

Szamitaselmélet
Kiszamithatosag
Problémak mint formalis nyelvek

Kiszamitdsi problémdnak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfogalmazott kérdést,
amire egy algoritmussal szeretnénk megadni a valaszt. A gyakorlati élet szinte minden
probléméjiahoz rendelhetd, megfelel6 absztrakciét hasznélva, egy kiszamitasi probléma.

Egy problémat a hozza tartozé konkrét bementettel egylitt a probléma egy példainydanak
nevezzik.

Specidlis kiszamitési probléma az eldontési probléma. Ilyenkor a problémaval kapcsolatos
kérdés egy eldontendo kérdés, tehat a probléma egy példanyara a valasz "igen” vagy "nem” lesz.

Egy kiszamitasi probléma reprezentalhaté egy f : A — B fliggvénnyel. Az A halmaz tartalmaz-
za a probléma egyes bemeneteit, jellemzden egy megfelel6 abécé feletti széban elkddolva, mig a
B halmaz tartalmazza a bemenetekre adott valaszokat, szintén valamely alkalmas dbécé feletti
szoban elkodolva. Ertelemszeriien, ha eldontési problémarol van szé, akkor az f értékkészlete,
vagyis a B egy két elemi halmaz: {igen,nem}, {1,0}, stb.

Kiszamithato fiiggvény: Egy f : A — B fiiggvényt kiszamithatonak neveziink, ha minden
xr € A elemre az f(x) € B fliggvényérték kiszamithaté valamilyen algoritmikus modellel.

Megoldhatd, eldonthetd probléma: Egy kiszamitasi probléma megoldhatd (eldéntési probléma
esetén azt mondjuk, hogy eldonthetd), ha az dltala meghatarozott fiiggvény kiszdmithato.

Algoritmusok iddigénye: Legyenek f,g: N — N fiiggvények.
Azt mondjuk, hogy f legfeljebb olyan gyorsan né, mint g (jelolése: f(n) = O(g(n))), ha

Jdc>0, ng e N: f(n) <cx*xg(n) VYn > ny.
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Az f(n)
Az f(n)

Példa: 3n® + 5n2 + 6 = O(n?), nk = O(2") Vk > 0, stb.

Q(g(n)) jeldli azt, hogy g(n) = O(f(n)) teljesiil.
O(g(n)) jeldli azt, hogy f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)) is teljesiil.

Tétel: Minden polinomidlis fliggvény lassabban no, mint barmely exponencialis fiiggvény, azaz
minden p(n) polinomhoz és ¢ > 0-hoz Ing egész szdm, hogy Vn > ng esetén p(n) < 2"

Kiszamitasi probléma megfeleltetése eldontési problémanak: Tekintsiink egy P kiszamitasi
problémat és legyen f : A — B a P altal meghatarozott fiiggvény.

Ekkor megadhaté P-hez egy P’ eldontési probléma gy, hogy P’ pontosan akkor eldonthetd,
ha P kiszdmithat6. Allitsuk parba ugyanis minden a € A elemre az a és f(a) elemeket, és
kédoljuk el az igy kapott parokat egy-egy szoban.

Ezek utan legyen P’ az igy kapott szavakbdl képzett formalis nyelv.

Nyilvanvalé, hogy ha minden a € A és b € B elemre az (a,b) € P’ tartalmazis eldénthetd
(azaz P’ eldonthetd), akkor P kiszdmithaté és forditva. E megfeleltetés miatt a tovabbiakban
jellemzoen eldontési problémaékkal foglalkozunk.

Az algoritmus fogalmanak pontos megfogalmazasaval a milt szazad elsé felében tobben is
probalkoztak. Ennek eredményeképpen tobb, egymastdl kiilonbozo fogalom is megsziiletett,
mint példaul a lambda-fiiggvények, rekurziv fliggvények, Markov-gép és a Turing-gép. Ezek a
fogalmak egyenrangiiak egymassal, egymasbol kifejezhetok. A gyakorlatban leginkdabb a Turing-
gép fogalma terjedt el.

Turing gépek

Hasonlbéan a véges automatdhoz vagy a veremautomatdahoz, a Turing-gép is egy véges sok
allapottal rendelkez6 eszkoz.

A Turing-gép egy két iranyban végtelen szalagon dolgozik.

A szalag celldkra van osztva, tulajdonképpen ez a gép (korldtlan) memoéridja. Kezdetben a sza-
lagon csak a bemené szé van, minden cellan egy betii. A szalag tobbi celldja egy ugynevezett
blank vagy szokoz (L) szimbdélumokkal van feltoltve. Kezdetben a gép tigynevezett iré-olvaso
feje a bemenod sz6 elso betiijén all és a gép a kezddallapotaban van.

A gép az ir6-olvaso fejet tetszolegesen képes mozgatni a szalagon. Képes tovabba a fej poziciéjaban
a szalag tartalmat kiolvasni és atirni.

A gépnek van két kitlintetett allapota, a ¢; és a ¢, allapotok. Ha ezekbe az allapotokba keriil,
akkor rendre elfogadja illetve elutasitja a bemeno szot.

A vezérls (legaldbb az) egyik dllapota végéllapot, s ha a gép ebbe keriil, akkor megéll. Az egyik
kijelolt szalag tires jelektdl kiilonb6zo részét tekintjitk a gép kimenetének (output). A vezérld
egy kijelolt allapotat kezddallapotnak nevezziik, s a Turing-gép induldsakor a gép ebben az
allapotban van.
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Szokés ilyenkor azt mondani, hogy az adott Turing-gép elfogadta ezt az inputot. A Turing-
gépeket felhasznalhatjuk fiiggvények kiszamolasara, azaz az argumentumokat a bemeneti sza-
lagra irva, a gépet elinditva a Turing-gép a kimeneti szalagra a fiiggvény végeredményét irva
megall.

Felhasznalhatjuk a Turing-gépeket nyelvek felismerésére is. Szavaknak nevezziik az A abécé
betiibol alkotott véges sorozatokat. Nyelvnek nevezziik szavak egy halmazat. A T Turing-gép
altal felismert LT nyelv pontosan azokbdl a szavakbdl all, melyekkel mint bemenettel inditva a
Turing-gép megall.

Egy L nyelvet rekurzivan felsorolhaténak neveziink, ha van olyan Turing-gép amely altal fel-
ismert nyelv éppen az L. Egy L nyelv rekurziv, ha létezik olyan Turing-gép, mely tetszoleges
inputra megéll, és a szbhoz tartozd végallapot pontosan akkor egyezik meg az egyik elore ki-
jelolt allapottal, ha a sz L-beli. Az f fliggvény parcialisan rekurziv, ha létezik olyan Turing-gép,
amely kiszamolja. Az f fliggvény rekurziv, ha létezik olyan Turing-gép, amely kiszamolja; és az
output minden bemenetre definidlva van.

Algoritmusmodellek

o Godel: rekurziv fiiggvények (primitiv rekurziv fiiggvények 1931-ben, majd dltaldnosabb
1934-ben)

e Church: M-kalkulus, A-definialhaté fiiggvények: ekvivalensek a rekurziv fiiggvényekkel
(bizonyitott)

e Turing: Turing-gép (1936), a A-definidlhat6 és a Turing-géppel kiszamithato fliggvények
megegyeznek (bizonyitott)

Church-Turing tézis: A kiszamithatosag ismert matematikai modelljei ekvivalensek az ef-
fektiven kiszdmithat6 fliggvények osztalydval(, azaz nem ismeriink a Turing gép &ltal repre-
zentdlt algoritmus modellnél erésebb eszkozt). A tézis nem tétel, mert elemeit nem tudjuk
formalisan definialni.

Azaz, ami algoritmussal kiszamithato, az Turing-értelemben kiszamithato:
e Az f parcidlis fiiggvény akkor és csak akkor kiszamithato, ha f parcidlisan rekurziv.
o Az f fliggvény akkor és csak akkor kiszamithato, ha f rekurziv.

e Az L nyelvhez tartozas problémaja algoritmussal csak akkor és akkor eldonthetd, ha L
rekurziv.

Ezekben az allitasokban két fajta kiszamithatosagrol esik sz6. A Turing-értelemben kiszamithatosag
jol definialt fogalom, mig az algoritmussal kiszamithatésdg nem az. Ennek megfeleléen ez a
tétel nem bizonyithatd, viszont a gyakorlati tapasztalatokkal egybevag.

Allitas. Van olyan nyelv, mely nem rekurziv felsorolhato.
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Formaélisan a Turing-gépet a kévetkezo mdédon definialjuk.

A Turing-gép formadlis definiciéja: A Turing-gép egy olyan M = (Q, %, T, 0, qo, ¢i, gn) rend-
szer, ahol:

e () az allapotok véges, nem iires halmaza,

® 40, Gis qn € Q,
o qo a kezddéallapot,
o q; az elfogado allapot,
o ¢, pedig az elutasito allapot,

e X és I' dbécék, a bemend jelek és a szalagszimbolumok dbécéje gy, hogy X CTI'és ' — X
tartalmaz egy specidlis L szimbdélumot,

e §:(Q—{4i,q}) xT = Q xT x{L, R, S} az dtmenetfiiggvény.

Ugy mint a veremautomatdk esetében, egy M Turing-gép miikodésének fazisait is konfiguracidkkal
irhatjuk le.

Turing-gép konfiguracidja: Az M Turing-gép konfiguracidja egy olyan uqv szé, ahol ¢ € Q)
és u,v € I'*, v # e. Ez a konfiguraci6 az M azon allapotét tiikkrozi amikor a szalag tartalma uv
(uv el6tt és utdn a szalagon mar csak Ll van), a gép a ¢ allapotban van, és az iré-olvasé fej a v
els6 bettijére mutat. M osszes konfigurdcidjanak halmazat Cy,-el jeloljiik.

Turing-gép kezdokonfiguracidja: M kezddkonfiguraciéja egy olyan goull) szo, ahol u csak
Y-beli betiiket tartalmaz.

Turing-gép konfiguraciéatmenete: M konfigurdciéatmenete egy olyan - C Cy; X Cyy relacio,
amit a kovetkezdképpen definidlunk.

Legyen uqav egy konfiguracié, ahol a € I' és u, v € I'*. A kovetkezd harom esetet kiillonboztetjiik
meg:

1. Ha 6(q,a) = (r,b,S), akkor ugav - urbv.
2. Ha d(q,a) = (r,b, R), akkor ugav - ubrv’, ahol v" = v, ha v # ¢, kiilénben v’ = L.

3. Ha §(q,a) = (r,b, L), akkor ugav - u'rcbv, ahol ¢ = u valamely v’ € I'*-ra és ¢ € T'-ra,
ha u # ¢, egyébként pedig v’ = ¢, ¢ = L.

Azt mondjuk, hogy M wvéges sok lépésben eljut a C konfigurdciobdl a C' konfigurdcidba (jele
C' +* "), ha létezik olyan n > 0 és C1,...C, konfigurdciésorozat, hogy C; = C, C,, = C" és
minden 1 <i < n-re C; = Cjyy.

Ha q € {4, ¢.}, akkor azt mondjuk, hogy az uqv konfiguricié egy megdlldsi konfigurdcio.
Tovabbd, g = ¢; esetében elfogadd, mig g = ¢,, esetében elutasitéo konfigurdciordl beszéliink.

Turing-gép altal felismert nyelv: Az M Turing-gép éltal felismert nyelv (jelolése L(M))
azoknak az u € X* szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy qoull H* zq;y valamely =,y € T',
y # € szavakra.
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4. dbra. Egy, az L = {u#u | u € {0, 1}+} felismer6 Turing-gép.

Turing-gépek ekvivalenciaja: Két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a
nyelvet ismerik fel.

Turing-felismerhet6 nyelv, rekurzivan felismerheté nyelvek osztalya: Egy L C >*
nyelv Turing-felismerhetd, ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. A Turing-felismerhet6 nyel-
veket szokas rekurzivan felsorolhatonak is nevezni. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztalyat
RE-vel jeloljiik.

Turing-eldontheté nyelv, rekurziv nyelvek osztalya: Egy L C ¥* nyelv Turing-eldont-
heto, ha létezik olyan Turing-gép, amely minden bemeneten megallasi konfiguraciéba jut és
felismeri L-et. A Turing-felismerhet6 nyelveket szokds rekurzivnak is nevezni. A rekurziv nyel-
vek osztalyat R-rel jeloljiik.

Turing-gép futasi ideje, idéigénye: Tekintsiink egy M = (Q, %, T, 6, qo, ¢i, ¢n) Turing-gépet
és annak egy su € ¥* bemend szavat. Azt mondjuk, hogy M futédsi ideje (id6igénye) az u
széon n (n > 0), ha M a goul kezdSkonfiguraciébol n 1épésben el tud jutni egy megéllasi konfi-
guracioba. Ha nincs ilyen szam, akkor M futési ideje az u szon végtelen.

Legyen f : N — N egy fliggvény. Azt mondjuk, hogy M idéigénye f(n) (vagy azt, hogy M egy
f(n) idékorlatos gép), ha minden u € ¥* input széra M idéigénye az u szén legfeljebb f(I(u)).

Tobbszalagos Turing-gépek

A tobbszalagos Turing-gépek, értelemszertien, egynél tobb szalaggal rendelkeznek. Mindegyik
szalaghoz tartozik egy-egy iro-olvaso fej, melyek egymastol fliggetleniil képesek mozogni a sza-
lagon.

Tobbszalagos Turing-gép definiciéja: Legyen k > 1. Egy k-szalagos Turing-gép egy olyan
M = (Q,%,T,6,q0, g, q.) rendszer, ahol a komponensek a § kivételével megegyeznek az egy-
szalagos Turing-gép komponenseivel, § pedig a kovetkezdképpen adodik.

§:(Q—{gi,qn}) xTF - Q xT* x {L,R,S}"
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Legyenek q,p € Q, ay, a9, ...,ax,01,ba, ..., b €' és Dy, Dy, ..., Dy € {L,R,S}.
Ha d(q,a1,az,...,ax) = (p,b1,ba, ..., by, D1, Do, ..., Dy), akkor a gép akkor a gép a ¢ dllapotbdl,
ha a szalagjain rendre az

® a1,ao,...,a; betliket olvassa, at tud menni a p allapotba, mikozben az

® ay,as,...,a betiiket atirja a by, bs, ..., by betiikre és a szalagokon a fejeket

e Dy, D, ..., Dy iranyokba mozgatja.

A tobbszalagos Turing-gép konfiguracidja, a konfigurdcidatmenet valamint a felismert illet-
ve eldontott nyelv definicidja az egyszalagos eset értelemszerti altalanositasa. A tobbszalagos
Turing-gép idoigényét is az egyszalagoshoz hasonldéan definidljuk.

Tobbszalagos és egyszalagos gépek ekvivalencidja: Minden k-szalagos, f(n) id6korldtos
Turing-géphez van vele ekvivalens O(n * f(n)) id6korlatos egyszalagos Turing-gép.

Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép allapotfliggvénye a kovetkezo alaki

0:(Q—{4i,qn}) x P(' 5 Q xT' x {L, R})

Tehdt M minden konfiguraciéjabdl néhény (esetleg nulla) kiilénboz6 konfiguraciéba mehet at.
Ily médon M szamitasi sorozatai egy u szon egy faval reprezentalhatok.

A fa csucsa M kezdOkonfigurdcidja, a szogpontjai pedig M konfiguraciéi. A fa minden levele
megfelel M egy szamitési sorozatanak az u-n. M akkor fogadja el u-t, ha a fa valamelyik levele
elfogado konfiguracio.

Nevezzik ezt a most leirt fat az M nemdeterminisztikus szamitési fajanak az u-n. Az M altal
felismert nyelv a determinisztikus esethez hasonléan definidlhatd, a gép altal eldontott nyelv
pedig a kovetkezoképpen.

Nemdeterminisztikus Turing-gép altal eldontott nyelv: Azt mondjuk, hogy egy nemde-
terminisztikus M Turing-gép eldont egy L C I'* nyelvet, ha felismeri, és minden u € ¥* széra
M szamitasi sorozatai végesek és elfogadasi vagy elutasitasi konfiguracioba vezetnek.

Nemdeterminisztikus Turing-gép iddigénye: Legyen f : N — N filiggvény, M egy nem-
determinisztikus Turing-gép. Az M iddigénye f(n), ha egy n hosszi u bemeneten nincsenek
M-nek f(n)-nél hosszabb szamitasi sorozatai, azaz az M szamitasi fdja az u-n legfeljebb f(n)
magas.

Determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gépek ekvivalenciaja: Minden M
nemdeterminisztikus Turing-géphez megadhaté egy ekvivalens M’ determinisztikus Turing-gép.
Tovabba, ha M f(n) idSigényti valamely f : N — N fiiggvényre, akkor M’ 20U (™) idgigényti.

Eldonthetetlen problémak

A Turing-gép a lehetd legaltalanosabb algoritmus modell, mégis vannak olyan problémak, me-
lyek nem szamithatok ki Turing-géppel.
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Emlékeztets: A rekurzivan felsorolhaté (Turing-felismerhetd) nyelvek osztélyat RE-vel, a re-
kurziv (Turing-eldonthetd) nyelvek osztélyét R-rel jeldljiik.

Vilagos, hogy R C RE. A célunk az, hogy megmutassuk: az R valodi részhalmaza az RE-nek,
azaz van olyan nyelv (probléma) ami Turing-felismerhetd, de nem eldénthetd.

Csak olyan Turing-gépeket fogunk vizsgédlni, melyek bemend dbécéje a {0, 1} halmaz. Ez nem
jelenti az altaldnossdg megszoritasat, hiszen ha taldlunk egy olyan {0, 1} feletti nyelvet, me-
lyet nem lehet eldonteni ilyen Turing-géppel, akkor ezt a nyelvet egyaltalan nem lehet eldonteni.

Turing-gépek kdédolasa

A {0, 1} feletti szavak felsorolhatéak (vagyis megszamlalhatdéak). Valéban, tekintsiik azt a fel-
sorolast, amelyben a szavak a hosszuk szerint kovetik egymast, és két egyforma hosszu szé koziil
pedig az van elobb, amelyik az alfabetikus rendezés szerint megel6zi a mésikat. Ily médon a
{0,1}" halmaz elemeinek egy felsoroldsa a kovetkez6képpen alakul: w; = €, we = 0, w3 = 1,
wy = 00, ws = 01 és igy tovabb. Ebben a fejezetben tehat a w; széval a {0,1}" 7. elemét jeloljiik.

Legyen tovdbba M egy {0, 1} inputdbécé feletti Turing-gép. Van olyan k > 0 szdm, hogy Q-t
felithatjuk @ = {p1,...px} alakban, ahol p1 = qo, pr—1 = ¢, Pr. = G-

Tovébba, van olyan m > 0 szam, hogy I'-t felirhatjuk T' = { X3, ... X,,} alakban, ahol X; =0,
Xo =1, X3 =1, és Xy,...X,, az M tovabbi szalagszimbdélumai. Nevezziik végil az L, R, S
szimbdlumokat (amelyek irdnyokat jelolnek) rendre Dy, Dy és Ds-nak.

Ezek utan M egy 6(pi, X;) = (pr, X5, Dy) (0 <i,r <k, 1 <j,s <més 1<t <3) dtmenete
elkédolhaté a 0°10710710°10¢ széval. Mivel minden 0-s blokk hossza legalabb 1, az dtmenetet
kédolo szoban nem szerepel az 11 részszd. Tehat az M 0Osszes atmenetét kodold szavakat
osszeftizhetjiik egy olyan szova, melyben az datmeneteket az 11 részszo valasztja el egymastol.
Az igy kapott szd pedig magat M-et kddolja.

A tovabbiakban M;-vel jeloljiik azt a Turing-gépet, amelyet a w; sz6 kédol (i > 1). Amennyiben
w; nem a fent lefrt kodolasa egy Turing-gépnek, akkor tekintsiik M;-t olyannak, ami minden
input esetén azonnal a ¢, allapotba megy, azaz L(M;) = ().

A késébbiekben sziikségiink lesz arra, hogy elkédoljunk egy (M, w) Turing-gép és bemenet
pérost egy {0, 1} feletti sz6ban. Mivel a Turing-gépek kdédoldsa nem tartalmazhat 111-et, ezért
(M, w) kédja a kovetkezo: M kédja utan irunk 111-et, majd utdna w-t.

Egy nem rekurzivan felsorolhaté nyelv

Az L5 nyelv: Az Lgys nyelv azon {0,1} feletti Turing-gépek bindris kédjait tartalmazza,

melyek nem fogadjak el onmaguk kédjat, mint bemend szot, azaz

Lis = {wi

P> 1w ¢ L(MZ-)}

Tétel: Ldtlé Q_f RE.

12. tétel — 22. oldal



Egy rekurzivan felsorolhato, de nem eldonthet6 nyelv

Az L, nyelv: Tekintsiik azon (M, w) parok halmazat (egy megfelel$ binaris széban elkédolva),
ahol M egy {0,1} bemend abécé feletti Turing-gép, w pedig egy {0,1} feletti sz6 gy, hogy
w € L(M), azaz M elfogadja w-t.

Ezt a nyelvet jeloljik L,-val.

L,= {(wmwﬁ

ij > 1w, e L(M,-)}
Tétel: L, € RE.

Tétel: L, ¢ R.

Tovabbi tételek

1. Legyen L egy nyelv. Ha L,L € RE, akkor L € R.
Kovetkezmény: a rekurzivan felsorolhaté nyelvek nem zartak a komplementerképzésre.

2. Ha L € R, akkor L € R, azaz a rekurziv nyelvek zartak a komplementerképzésre.

Tovabbi eldonthetetlen problémak

Kiszamithat6 fiiggvény: Legyen ¥ és A két abécé és f X*bol A*-ba képzd fliggvény. Azt
mondjuk, hogy f kiszamithato, ha van olyan M Turing-gép, hogy M-et egy w € ¥* szdéval a
bemenetén elinditva, M gy dll meg, hogy a szalagjan a f(w) € A* sz6 van.

Eldontési problémak visszavezetése: Legyen L C ¥* és Ly C A* két eldontési probléma.
Ly visszavezetheté Lo-re (L; < L), ha van olyan f : ¥* — A* kiszamithaté fliggvény, hogy
minden w € ¥* széra w € L, pontosan akkor teljesiil, ha f(w) € Ly is teljesiil.

Tétel: Legyen L; C ¥* és Ly C A* két eldontési probléma és tegyiik fel, hogy L, visszavezet-
heté Lo-re. Ekkor igazak a kovetkezo allitasok:

1. Ha L, eldonthetetlen, akkor L, is.

2. Ha L, ¢ RE , akkor Ly ¢ RE.

A megillasi probléma: Legyen L, = {(M,w) | M megdll a w bemeneten}, azaz L; azon
(M, w) Turing-gép és bemenet parosokat tartalmazza elkédolva, melyekre M megall a w beme-
neten. L; eldonthetetlen (L, visszavezethet6é Ly-ra), viszont L € RE.

Az L. probléma: Legyen L., = {(M) | L(M) = @}.

Liires eldonthetetlen (L, visszavezethetO Lies-re), valamint Ly,..s ¢ RE.

Rekurzivan felsorolhat6 nyelvek (nem trividlis) tulajdonsdga: Ha P a rekurzivan felso-
rolhaté nyelvek egy halmaza, akkor P a rekurzivan felsorolhatoé nyelvek egy tulajdonsdga. Ha
P £ és P # RE, akkor P nem triviélis tulajdonsdga a rekurzivan felsorolhaté nyelveknek.

Rice tétele: Adott P tulajdonsagra jeloljik Lp-vel azon Turing-gépek kédjainak halmazat,
amelyek P-beli nyelvet ismernek fel. Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy nem trividlis
tulajdonsaga, akkor Lp eldonthetetlen.
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Post Megfelelkezési Probléma (ré6viden PMP): A PMP problémat a kévetkez&képpen de-
finidljuk. Legyen X egy legalabb két betiit tartalmazd abécé és legyen D = { [U—ll} ey [m] }

egy dominohalmaz, melyben n > 1 és uq, ..., u,,vy,...,v, € X7,

A kérdés az, hogy van-e egy olyan 1 < iy,...,4,, < m (m > 1) indexsorozat, melyre teljesiil,

U; Us,, s / sz , .. , s 7.
hogy a |:,U_111:| s [m} domindkat egymas mellé irva alul és felil ugyanaz a sz6 adodik, azaz

Uiy ..U, = Ui ... 0;, . Ebben az esetben a fenti domindsorozatot a D egy megoldasanak ne-

vezzik.

m m*

Formalis nyelvként a kévetkezéképpen definidlhatjuk a PMP-t:
PMP = {(D) | D-nek van megoldésa}. PMP eldénthetetlen.

Bonyolultsagelmélet

A bonyolultsagelmélet célja a megoldhaté (és ezen beliil az eldénthetd) problémak osztalyozésa
a megoldashoz sziikséges eréforrasok (jellemzden az id6 és a tar) mennyisége szerint.

Id6ébonyolultsagi fogalmak
TIME: Legyen f : N — N fliggvény.

TIME(f(n)) = {L ‘ L eldontheté O(f(n)) id6igényt Turing-géppel}

Tovabba
P = | | TIME(n")
k>1
Tehat P azon nyelveket tartalmazza, melyek eldonthetéek polinom idékorlatosdeterminisztikus
Turing-géppel. Ilyen példdul az ELERHETOSEG probléma, melynek bemenete egy G graf és
annak két kitiintetett csucsa (s és t). A kérdés az, hogy van-e a G-ben it s-bol t-be. Ha az
ELERHETOSEG problémdéra nyelvként tekintiink, akkor frhatjuk azt, hogy

Elérhetoség;:
{(G, s, t) ‘ G iranyitott graf s G-ben van 1t s-bol t-be}

Konnyen megadhaté az ELERHETOSEG problémdjat polinom idében eldonté determinisztikus
Turing-gép, tehdt ELERHETOSEG € P.

NTIME: Legyen f : N — N fliggvény.
NTIME(f(n)) = {L | L eldonthets O(f(n)) id6igényti nem determinisztikus Turing—géppel}

Tovabbé
P = | NTIME(n")

k>1

Az NP-beli problémak rendelkeznek egy kozos tulajdonsaggal az alabbi értelemben. Ha te-
kintjiik egy NP-beli probléma egy példanyat és egy lehetséges ”bizonyitékot” arra nézve, hogy
ez a példany "igen” példanya az adott problémanak, akkor ezen bizonyiték helyességének le-
ellendrzése polinom idében elvégezhetd. Ennek megfeleléen egy NP-beli problémat eldontd
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nemdeterminisztikus Turing-gép altalaban gy miikodik, hogy ”"megsejti” a probléma beme-
netének egy lehetséges megoldésat, és polinom id6ben leellenorzi, hogy a megoldas helyes-e.

Tekintsitk a SAT problémat, amit a kovetkezOképpen definialunk. Adott egy ¢ itéletlogikai
KNF. A kérdés az, hogy kielégitheté-e. Annak a bizonyitéka, hogy a ¢ kielégithetd, egy
olyan valtozo-hozzarendelés, ami mellett kiértékelve a ¢-t igaz értéket kapunk. Egy tetszoleges
valtozo-hozzarendelés tehat a ¢ kielégithetoségének egy lehetséges bizonyitéka .Annak leel-
lendrzése pedig, hogy ez a hozzarendelés tényleg igazza teszi-e ¢-t, polinom idében elvégezhetd.
A SAT NP-beli probléma.

Az a definiciokbdl kovetkezik, hogy fennall a P C NP tartalmazas.

Polinomialis idejli visszavezetések

Polinom iddben kiszamithato fiiggvény: Legyen ¥ és A két abécé és f ¥*bol A*-ba
képez6 fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f polinom id6ben kiszamithatd, ha kiszamithatd egy
polinom id6igényt Turing-géppel.

Eldontést problémdk polinom idejii visszavezetése: Legyen L C ¥* és Ly C A* két
eldontési probléma. L; polinom idében visszavezethetd Lo-re (L; <, Lo), ha L; < Ly és a
visszavezetésben hasznalt f fliggvény polinom idében kiszamithato.

Tétel: Legyen L, és Ly két probléma tgy, hogy Ly <, Ly. Ha Ly

1. P-beli, akkor L; is P-beli.
2. NP-beli, akkor L; is NP-beli.

P és NP zartak a polinom idejii visszavezetésekre.

12. tétel — 25. oldal



NP-teljes problémak

NP-teljes probléma: Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha
1. NP-beli, és
2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezetheto L-re.

Ha csak a masodik pont teljestil, akkor azt mondjuk, hogy L. NP-nehéz.

Tétel: Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Megjegyzés: Jelenleg NEM tudunk P-beli NP-teljes problémarol!

Tétel: Legyen L; egy NP-teljes, L, pedig NP-beli probléma. Ha L; <, Ly, akkor L, is
NP-teljes.

NP-teljes problémak

SAT azon konjunktiv normalformakat tartalmazza, egy megfelel6 abécé felett kddolva, melyek
kielégithetoek.

SAT = {(¢) ‘ ¢ kielégitheté konjuknktiv normalformaban adott formula}
Cook-Levin tétele: SAT NP-teljes.
Legyen k > 1. Ekkor kSAT a kovetkezd probléma:
ESAT = {(¢> ‘ ¢ minden tagjaban k literdl Van}
Tétel: 3SAT NP-teljes, ugyanis SAT <, 3SAT.
Teljes részgraf:
TELJES RESZGRAF:
{(G, k) ‘ G véges graf, k> 1, G-nek 3 k csucsu teljes részgréfja}
Tehat a TELJES RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza, megfeleld dbécé feletti szavakban
elkédolva, melyekre igaz, hogy G-ben van k csucsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben
barmely két cstcs kozott van él.

Figgetlen csicshalmaz:

{(G, k) ) G véges graf, k > 1, G — nek 3 k elemi fiiggetlen Csﬁcshalmaza}

Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k parokat tartalmazza, melyekre igaz, hogy
G-ben van k olyan cstucs, melyek kozil egyik sincs 0sszekotve a mésikkal.
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Csucslefedés:

(G R G véges graf, k > 1, G-nek van olyan £ elemi csicshalmaza,
’ mely tartalmazza G minden élének legalabb egy végpontjat

TELJES RESZGRAF, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ és CSUCSLEFEDES NP-teljesek
(TELJES RESZGRAF <, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <, CSUCSLEFEDES).

Utazdiigynok:

G véges iranyitatlan graf, az éleken egy-egy pozitiv egész sillyal és van
G-ben legfeljebb £ 0sszsulyt Hamilton kor

{n

Tarbonyolultsag

A tarbonyolultsagot egy specidlis, igynevezett offline Turing-gépen vizsgaljuk.

Off-line Turing-gép: Offline Turing-gépnek neveziink egy olyan tobbszalagos Turing-gépet,
mely a bemenetet tartalmazo szalagot csak olvashatja, a tobbi, in. munkaszalagokra pedig
irhat is. Az offline Turing-gép tarigényébe csak a munkaszalagokon felhasznalt tertilet szamit
be.

A tovabbiakban Turing-gép alatt offline Turing-gépet értiink.

Tarbonyolultsaggal kapcsolatos nyelvosztalyok

SPACE(f(n)):
{L ’ L eldéntheté O(f(n)) tarigényti determinisztikus Turing—géppel}
NSPACE(f(n)):
{L ‘ L eldontheté O(f(n)) tarigény nemdeterminisztikus Turing—géppel}
Ezek utan a P és az NP osztalyok tarbonyolultsagi megfeleloit az alabbi médon definialhatjuk.

Definici6. PSPACE = |J SPACE(n*) és NPSPACE = |J NSPACE(n")

k>0 k>0

A szublinearis tarbonyolultsagnak is van értelme, ezért valéjaban az alabbi tarbonyolultsigi
osztalyokra lesz sziikségilink.

Definicié. L = SPACE(log,n) és NL = NSPACE(log, n)

Egy nemdeterminisztikus Turing-gép determinisztikussal valé szimulacidja (jelenlegi tuddsunk
szerint) exponencidlis id6-igény romlast eredményez. A téarbonyolultsag esetében viszont bi-
zonyitott, hogy a determinisztikus Turing-gépek a tarbonyolultsag négyzetes romlasa aran
képesek szimulalni a legalabb logaritmikus tarbonyolultsagi nemdeterminisztikus Turing-gépeket.

Savitch tétele: Ha f(n) > logn, akkor
NSPACE(f(n)) € SPACE(f*(n))
Kovetkezmény. PSPACE = NPSPACE.
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