13. Alapveto algoritmusok és
adatszerkezetek

Egyszert adattipusok abrazolasai, miiveletei és fontosabb

alkalmazasai

A kovetkezo 6t kiilonbozé absztrakcios szintet kiilonboztetiink meg adattipusoknal:
1. Absztrakt adattipus (ADT)
2. Absztrakt adatszerkezet (ADS)
3. Reprezentacié (abrézolds)
4. Implementaci6 (fejlesztés, programnyelvi megvaldsités)

5. Fizikai (memdria) szint

Absztrakt adattipus (ADT)

Ez az adattipus leirdasanak legmagasabb absztrakcids szintje. Az adattipust gy specifikaljuk
ezen a szinten, hogy a szerkezetére (még) nem tesziink megfontolasokat. A leirasban kizarélag

matematikai fogalmak hasznalhatok. A specifikacié eredménye az absztrakt adattipus.

Az ADT szinti specifikdcié lehet formalis, de lehet informalis is: természetes magyar nyelven is
elmondhatjuk, hogy mit varunk el példaul egy veremtol. A lényeg nem a leiras formalizaltsaga,

hanem az, hogy a specifikdcidéban nem ldtjuk az adattipus belsé strukturajat.
Mire j6 az ADT szint1 leirds?

Ebben megadjuk a feladat allapotterén (A), illetve paraméterterén (B) a bemend adatokra
fennallé el6feltételeket (@), majd az utdfeltétel (R) formajaban megfogalmazzuk az eredményre
vonatkozo elvarasainkat. Az elo-, és utofeltétel lényegében statikus logikai allitasokat tartal-
maz, igy a specifikacié valoban nélkiilozi az algoritmikus elemeket.

9>

Az adatszerkezetek vildgaban is adédhatnak hasonlé természetii feladatok. Amikor példdul egy reprezentdlasi
mod megvalasztasa a kérdés, célszeri, ha ugy tudjuk leirni az adattipussal kapcsolatos elvardsainkat, hogy
nem tesziink megfontoldsokat a szerkezetre nézve. Ilyen példdul az els6bbségi (prioritdsos) sor hatékony meg-
valdsitasanak a probléméja. Mig a legtobben eleve tudjdk, hogy milyen a verem, vagy a sor adatszerkezet,
addig kevesen hozzak magukkal koznapi ismereteik részeként az elsobbségi sor reprezentélasarol szdélo tudast.

Mindenképpen hasznos tehat, ha szerkezeti osszefiiggések nélkiil definidljuk az els6bbségi sor fogalmat.

Az ADT szintl leirds kozvetiti az enkapszuldcié gondolatdt is. Ha valaki egy tipust implemental, akkor az ezt

tartalmazo modult varhatdéan gy irja meg, hogy magihoz az adatszerkezethez a felhaszndlé kozvetleniil ne

ELTE-IK 1 13. tétel



férhessen hozzd, hanem csak a miiveleteken keresztiil érhesse el azt. A maésik oldalrdl, ugyanebben a szellem-
ben, a program felhaszndaléja is elfogadja, hogy kozvetleniil nem nyul bele egy adatszerkezetbe, hanem csak a

miiveletein keresztiil hasznalja és médositja azt.

Alapvetden két leirdsi mod terjedt el:
1. az algebrai specifikdcid, amely logikai axiomak megadasaval definidlja az absztrakt adattipust, illetve

2. a funkciondlis specifikdcid, amely matematikai reprezentdcioval az el6-, utéfeltételes mddszerrel teszi
ugyanezt.

a9
Algebrai specifikacio

Ebben a specifikdciés modszerben eloszor megadjuk az adattipus miveleteit, mint leképezéseket,
az értelmezési tartomanyukra vonatkozé esetleges megszoritasokkal egytitt. Utana a miiveletek
egymasra hatasdnak értelmes Osszefiiggéseit rogzitjiik axiémék formajaban.

9>

A moédszer alkalmazésat a verem adattipus példajan mutatjuk be. A verem intuitiv fogalma ismer6s: olyan
tarol6 struktira, amelybdl az utoljara betett elemet tudjuk kivenni. Ehhez nyilvanvaléan szerkezeti kép is
tarsul, amelyrél most tudatosan elfeledkeziink atmenetileg.

Elészor megadjuk a verem miiveleteit, mint leképezéseket. Ezek koziil taldn csak az Ures miivelet értelmezése
lehet szokatlan: egyrészt létrehoz egy vermet, amely nem tartalmaz elemeket (lasd: deklaricié a program-
nyelvekben), mésrészt az lires verem konstans neve is. Az Ures tehat egy konstans, ezért, mint leképezés
nulla-argumentuma.

Az alabbi miiveleteket vezetjiik be:

Ures -V Ures verem konstans; az iires verem létrehozdsa
Ures-e V=L A verem fires voltanak lekérdezése

Verembe | V x E — V | Elem betétele a verembe

Verembdl | V — V x E | Elem kivétele a verembdl

Fels6 V->F A fels6 elem lekérdezése

Megadjuk a leképezések megszoritasait. A Verembél és a Fels6é miiveletek értelmezési tartomanyabol ki kell
venniink az iires vermet, arra ugyanis ez a két miivelet nem értelmezheto.
Dverembsl = Drelss = V\{UI‘GS}

Az algebrai specifikacié logikai axiémak megadasdval valésul meg. Sorra vessziik a lehetséges miivelet-parokat

és mindkét sorrendjiikrol megnézziik, hogy értelmes allitashoz jutunk-e.
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Az aldbbi axiémakat irjuk fel:

1. Ures-e (Ures) vagy v=Ures — Ures-e (v)

2. Ures-e (v) — v=Ures

3. = Ures-e (Verembe (v, €))

4. Verembdl (Verembe (v, e))=(v, e)

5. Verembe (Verembdl (v))=v

6. Fels6 (Verembe (v, €))=e

7. Fels6 (v)=Verembdl (v).2

e Az 1. axiéma azt fejezi ki, hogy az iires verem konstansra teljesiil az iiresség.
Ezt valtozé hasznélatdval egyenlOségjelesen is megfogalmaztuk.

e A 2. axiéma az iires verem egyértelmiiségét mondja ki.

e A 3. allitds szerint, ha a verembe betesziink egy elemet, akkor az méar nem iires.

e A 4-5. axiémapéar mindkét sorrend esetén leirja a verembe torténé elhelyezés és az elem kivétel
egymasutdnjanak a hatdsiat. Mindkét esetben a kiindulé helyzetet kapjuk vissza. (Az utébbiban a
Verembe miivelet argumentum-szdama helyes, ugyanis a belsé Verembél miivelet eredménye egy (verem,

elem) pér.) Az utolsé két allitds a fels6 elem és a vermet mddosité két miivelet kapcsolatét adja meg.

Egy ilyen axiémarendszertol elészor is azt varjuk, hogy helyes éllitdsokat tartalmazzon. Természetes igény
a teljesség is. Ez azt jelenti, hogy ne hidnyozzon az allitdsok koziil olyan, amely nélkiil a verem meghatarozasa
nem lenne teljes. Végiil, a redundancia kérdése is felvetheto: van-e olyan allitas a specifikacidoban, amely a
t6bbibdl levezethets?
a9

Funkcionalis specifikacio

A funkciondlis specifikdcié moédszerében eloszor megadjuk az adattipus matematikai rep-
rezentaciéjat, amelyre azutan az egyes miiveletek elo-, utéfeltételes specifikaldsa épiil.

o>
A médszer a kovetkezOképp néz példaul sor adattipus esetén. Absztrakt szinten gy tekinthetjiik a sort,
mint (elem, idépont) rendezett parok halmazét.

Az id6pontok azt jelzik, hogy az egyes elemek mikor keriiltek a sorba. Kikotjiik, hogy az idépontok mind
kiilonbozok. Ezek utan tudunk a legrégebben bekeriilt elemre hivatkozni.

A 1. 4bran szerepld absztrakt sornak 6t eleme van és el6szor (legrégebben) a 40-es érték keriilt a sorba. Ez
az absztrakt reprezentdcié a veremre is megfelel$ lenne! A verem esetén azt az elemet vélasztjuk ki, amelyikhez
a legnagyobb idépont tartozik, a sor esetében viszont éppen a legkisebb id6ponttal rendelkezé érték az, amely
aktudlisan kivételre kertil.
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« (70, 9:10)

« (50, 9:20)

- (80, 9:25)

« (40, 9:05)

« (20, 9:15)

1. dbra. A sor (és a verem) absztrakcidja, mint érték-idépont parok halmaza (ADT)

Formélisan ez példdul a kovetkez&képpen frhaté le (=nincs két eltérd elem azonos bekeriilési idével):
s={(e;,t;)|ie{l,....n}An>0AVje{l,...,n} i #j—t #t;}

Ha a sor miiveleteit szeretnék specifikalni, akkor azt most mar kiilon-kiilon egyesével is megtehetjiik, nem kell
az egymaésra valé hatdsuk axiémdiban gondolkodni. Definialjuk példdul a Sorbdl miiveletet, elé-, utéfeltételes
specifikacioval irjuk le formalisan, hogy ez a mivelet a sorbdl az elsckét betett elemet veszi ki, vagyis azt,
amelyikhez a legkisebb id&érték tartozik.

A=SxFE

s

Q=(s=s Ns #0)

R=(s=s\{(ej,t;)} eV Ne=re; AVi((es, t;) €V Ni#j):t; <t;)
a@Q

Absztrakt adatszerkezet (ADS)

Az ADS szinten megmondjuk azt, hogy alapvetden (esetleg nem teljes részletességgel) milyen
struktiraval rendelkezik a szoban forgé adattipus. Kozelebbrol ez azt jelenti, hogy megadjuk az
adatelem kozotti legfontosabb rakovetkezési kapesolatokat, és ezt egy iranyitott graf formdjaban
le is rajzoljuk. Az absztrakt adatszerkezetet egy szerkezeti graf és az ADT szinten bevezetett
miiveletek alkotjak egyitittesen.

Az ADS szinten az adattipus legfontosabb szerkezeti Osszefiiggéseit adjuk meg egy iranyitott
graffal. A graf csicspontjai adatelemeket azonositanak, az iranyitott élek pedig a kozottiik
fennallé rakovetkezési relaciot abrazoljak.

9>

A 2. abran egy nagyon egyszerli graf lathatd, amely egyetlen linedris élsorozatot tartalmaz. Ez egyarant
abrazolhat vermet, sort vagy listdt. A szovegkornyezet donti el, hogy melyik adattipus absztrakt szerkezetét
lathatjuk az dbran. Ha veremrdl van sz, akkor emlitésre keriil, hogy a 40-es a fels6 elem. Sor esetén a 40-es
az elsé, a 80-as pedig az utols6 elem. Ha egy lista ADS szinti dbrajat 1atjuk, akkor viszont az aktudlis elem

fogalmat kell széba hozni és meg kell mondani, hogy a melyik a lista aktudlis eleme; lehet az példaul a 20-as.
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s= |40 |70 |20 | 50 | 80

2. dbra. Lista (verem és sor) absztrakt szerkezeti dbraja (ADS)

Tegyiik fel, hogy most egy absztrakt sorral van dolgunk. Az dbrdn lathat6 kétféle megjelenités (az egzakt és
az informadlis) megfeleltetheté egymdsnak. Az utébbi a sor tombos dbrazoldsa felé mutat, mig az elsé a ldncolt
abréazolas kiindulépontjanak tekintheto.

Jellegzetes a bindris fa dbrdja ezen a szinten, amellyel gyakran taldlkozhatunk. A 3. dbran ldthaté (gyokeres)
bindris fa eredetileg irdnyitott éleket tartalmaz, 4m legtEbbszor az irdnyitds lemarad az dbrakrél. A rékdvet-
kezéseket mutatd nyilakat azonban odaértjik az élekre, sziil6-gyerek irdnyban mindenképpen, de esetleg a

forditott irdnyban is.

3. abra. Bindris fa absztrakt szerkezeti abraja (ADS)

Az ADS szint elényeit vegyiik réviden sorra.

e Ez a szint illeszkedik legjobban az ember kognitiv adottsdgaihoz. Ennek az lehet a magyarazata, hogy
éppen kelléen absztrakt: maér megjelenik a struktira, de még nem kell déntést hozni az abrazolas
médjardl.

o A szerkezeti Gsszefiiggések lényegét emeli ki, amelyeket majd a reprezentdcié szintjén tesziink teljessé.

e Az ADS szint szemléletes, ami nem csak a struktirdra, hanem adattipushoz tartozé miiveletek il-
lusztraldsara is vonatkozik.

a@
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Adatszerkezetek reprezentalasa

Ezen a szinten arrdl dontiink, hogy az ADS-szinten megjelend graf rakovetkezési relacioit —
kiegészitve azokat tovabbi sziikséges szerkezeti Osszefiiggésekkel — milyen moédon dbrazoljuk.
Egy adatszerkezetet tobbféle reprezentacidval is meg lehet valésitani (pl. prioritasos sor lehet
rendezetlen tomb, rendezett tomb, kupac). Két tiszta reprezentalasi médot alkalmazunk. Ezek
a kovetkezok:

e Aritmetikai (t6mbds) reprezentacio: takarékos abréazolas, elhelyezése, tetszéleges rakévet-
kezések, bejarasok, de ezeket meg kell adni.

e Léncolt (pointeres) abrazolas: minden pointer egy Osszetett rekord elejére mutat.

Az igy kapott dbrazolas mar az implementaciéhoz kozeli és a szamitégépes megvaldsitast mo-
dellezi.

Adatszerkezetek
Tomb

e A tombok legfontosabb tulajdonsaga az, hogy elemei — indexeléssel — kdzvetleniil elérhetdk.
Ezt ADT szintt tulajdonsagnak tekinthetjiik.

e A tombrol ADS szinten tombszeri képlink van, de az elemek rakovetkezosége alapjan
irdnyitott grafként is felfoghatunk egy tombot. Ez az absztrakcio a lancolt abrazolas felé

mutat.

o Az megvaldsitas soran, az ADS szinttel 6sszhangban, ritkan valasztjuk a tomb lancolt
abrézolasat (ahogyan- forditva — a listdk esetében sem gyakori a tombos megvaldsitas).

e A tombokrol nem konnyt megmondani a felhasznalds egy korében vagy konkrét esetében,
hogy sajat miiveletekkel rendelkez6 onallé tipusnak, vagy csupan a reprezentacié adat-

szerkezetének tekinthetok.

e A tombok dimenzidészammal rendelkeznek; a vektor egydimenzids, mig a matrix kétdimenzios
ismert struktira; de magasabb dimenziés tombok hasznalata sem ritka. A tomb erésen

szemléletes fogalom; harom dimenzidig konnyt elképzelni, lerajzolni a szerkezetiiket.

e Ma mar egy tobbdimenziés tomb, példaul egy matrix nem juttatja esziinkbe, hogy a
tovabbi lépésként egydimenzids tombbel kellene reprezentalni. Ez annak koszonheto, hogy
a programozasi nyelvek elemi lehetoségként kinaljak a tobbdimenzids tombok hasznalatat.
Erdemes azonban tudatositani, hogy tobbdimenziés tombok a szamitégép memoriaban
egydimenziésként abrazolédnak.

e Specialis tobb dimenziés tombok (példaul alséhdromszog-métrix) helytakarékos egydi-
menzios abrazolasarol olyakor magunk gondoskodunk.
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A tomb absztrakt adattipus

Legyen T az E alaptipus feletti k(> 1) dimenziés témb tipus. Vezessiik be az indexhal-
mazt [ =1y X ... x [, ahol [; =[1...n;] (1 <j <k).
(Megjegyezziik, hogy az indexelés 1 helyett kezd6dhetne altaldban m;-vel is, de az egyszertiség
kedvéért 1-et fogunk hasznélni.)

Az A € T témbnek igy n = nq-ny-. . .-n; elemet tarol, amelyek halmazét {as, ..., a,} jeloli. AT
tombhoz tartozik, mint a tipus meghatérozé komponense, egy f: I — [1 ...n| indexfiiggvény,
amely kolcsonosen egyértelmii leképezést létesit az indexhalmaz és az elemek halmazbeli inde-
xei kozott, ezaltal egyértelmii leképzést valosit meg az indexhalmaz és a tomb elemei kozott.
A tombelemek egyértelmiien és kozvetlentil elérhetové valnak az indexfliggvény alkalmazasdaval.

Bevezetjik az A[l..nq, 1.0y, ..., 1..ny] jelolést az A tombre, amely magéban foglalja az index-
halmazat és utal arra, hogy az indexkifejezések és a tombelemek kozotti kapcesolat is adott, igy
annak alapjan az elemekre — indexeléssel — lehet kozvetleniil hivatkozni.

Bevezetjik az Aliy,12, ..., i jelolést a tombelemek indexelésére. Ha a fenti indexfiiggvény
szerint f(iy, io, ..., i) = j, akkor ez az indexelés az a; elemet valasztja ki Aliy, 19, ..., ix] = a;.
Az indexelés mechanizmusat (absztrakt megkozelitésben) a 4. abra szemlélteti.

Indexhalmaz:
I=l xbLx.. x|,
1,=[1..n,]
I,=[1..n,]

I = [1..”;;]

Indexelés:
(ill ';Zr ] ‘Fﬂ) € "'

Kivalasztott
témbelem: Tomb:
A[i]_, fz, sy ITR] =aqj A[l..nl, 1..”1, Iy 1..”&]

4. abra. Tomb absztrakt adattipus

A tomb miiveleteinek kore szerény: a most bevezetett indexeléssel lekérdezhetjik a tomb ele-
meit, emellett médosithatjuk is azokat. A tomb a mérete nem véaltozik; nem lehet a tombbe egy
1j elemet beszirni, és nem lehet a tombbdl egy elemet kitordlni. A szokas elnevezések szerint
k =1 esetén a vektorrol, k = 2 esetén a matrixrol beszéliink.

A tomb absztrakt adatszerkezet
A tomboktdl elvalaszthatatlan a szerkezetiikrdl alkotott kép. Ezen a kép alapjan példaul egy

cellakbdl &ll6 linearis vagy négyzethdlés sémaban helyezziik el (az egy, illetve kétdimenzids)

tomb elemeit. A 5. abran egy matrix szokasos abraja lathaté.
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A[1.3,1.4] =

10 | -30 | 70 | 100

-50 | 120 | 40 | -20

-80 | 60 | 110 | -90

5. dbra. Tomb szemléletes képe (ADS)

Az absztrakt adatszerkezet bevezetésével a fenti f indexfiiggvény a hattérbe huzodik, hiszen
azt lehet mondani példaul a fenti kétdimenziés tomb esetén, hogy mondjuk az A[2,3]=40 elem

a 2. sor 3. eleme, vagyis az indexkifejezést vizudlisan megjelenitettiik az ADS szint{i sémé&val.

Szemléletiink szamara tehat a vektor egy beosztdsokkal ellatott szalag, a 2-dimenzids tomb egy
matrix, a 3-dimenziés tomb egy cellakra osztott téglatest alakjat olti gondolatainkban.

Az eloz6, bevezeto jellegli 2. fejezet szerint, az absztrakt adatszerkezetet altalaban egy olyan
irdnyitott graf szemlélteti, amelyben az élek az adatelemek kozotti rakovetkezéseket jelenitik
meg. Egy k-dimenzids tomb elemeinek altalaban, a dimenzidk hatarat kivéve, k szamu rakovet-
kezojiik van. Formalisan is bevezethetjiik a j szerinti rakovetkezés fogalmat:

kéVjA[’il, cey ij, ceey ik]:A[il, cey ij+1, cey Zk] (ij<n]~)

A 6. dbra egy kétdimenziés tomb, az A[1..3,1..4] matrix absztrakt grafszerkezetét mutatja. Ez
egy olyan ortogonalis struktira, amelyben minden csticsbdl két él vezet a tombbeli rakévet-
kezOokhoz.

A[l1.3,1.4]=

10 @

&)
©

6. abra. Tomb grafja (ADS)

5)
S/

o
9

e
X

&

Valéjaban a tombrol nem ilyen képet Orziink fejiinkben, ahogyan a verem sem egy linearis graf
formajaban rogziil a memériankban. Annyiban azonban mégsem folosleges a gréafos szemlélet,
mert kozelebb hozza a ritka matrixok lancolt abréazolasanak otletét.
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A tomb megvalésitasai

Aritmetikai reprezentacié

Egy adatszerkezet aritmetikai abrazolasa soran az adatelemeket egy tombben helyezziik el,

az eredeti strukturalis Osszefiiggéseket pedig fliggvények formajaban adjuk meg.

Az adatokat tarolé tomb lehet egy- vagy tobbdimenzids. Szemléletiink szamara egy tobbdimen-
zi6s tOmb mar annyira egyszeri adatszerkezet, hogy nem sziikséges mindig tjra meggondolni
az egydimenzios elhelyezés lehet6ségét. A programnyelvek is megerdsitenek ebben, hiszen a

tobbdimenziés tombok hasznalatat az alapveto lehetéségek kozott nyujtjak.

A tomb adattipus ismertetésekor azonban, legalabb ezen a helyen egyszer, érdemes széba hoz-
ni azt, hogy a tobbdimenziés tombok elemeit még el kell helyezni a szalagszerti egydimenzids

memoriaban.

A szekvencialis tarolast altalaban a sorfolytonos vagy oszlopfolytonos médszerrel szokas meg-
oldani. (Azzal még itt sem foglalkozunk, hogy a tarolds végallomasa egy béjtokbdl allé vektor,

és a bajtokat — még tovabb finomitva — bitek sorozata alkotja.)

A 7. abran a korabban is szereplé matrixnak az egydimenzids tarolast illusztrélja, mindkét

elhelyezési stratégia szerint.

60 | 110 | -90

B[1..12] =

‘ 10 !-30! 7u_|100 _-5a|1zn ‘ 40!-20!-&0_\ 60 | 100 -90

Ccl1..12] =

10 !-5nj-su_§-30! 1zo| 60 !70_\40 110 | 100_5-zn|_~90‘

7. abra. Kétdimenziés tomb egydimenzids tarolasa

A kapcsolatot az elemek métrixban elfoglalt pozicidja és az 1j helye kozott index-fiiggvényekkel
adjuk meg. Egy A[l...m,1...n| kétdimenziés témbre, példaul a sorfolytonos esetben ez a
kovetkezo:

ind(i,j)=(i—1)n+j

Lancolt abrazolas

Bizonyos (jobbara gazdasagi) problémak modellezése nagyméretii métrixok alkalmazdsahoz
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vezet. El6fordul azonban, hogy a matrix csekély értékes adatot tarol. Ilyenkor gondolhatunk
arra a reprezentalasi médra, amelyet a 8. abran lathatunk.

A ritka matrixok lancolt abrazolasaban csak az értékes elemek szerepelnek. Alkalmazhatunk
egyiranyu lancolast, amelyben minden elemtdl a sor- és oszlopbeli rakovetkezéjéhez irdnyit a
két tarolt pointer. A sorok és az oszlopok bejarataira, pontosabban az elsé benniik szerepld
elemre, egy-egy fejelem mutat, amelyek maguk is egy-egy listat alkotnak. A két fejelem lista
egy kozos fejelembdl érhetd el.

RM[1.3,1.4] =

70

120 -20

-90

i

[ELE—LE—EE—EE—E]
:i 1][3] 70

neiE 2[2[am A0ED
-

A3l 3]a] 50

8. abra. Ritka matrix lancolt abrazolasa

Az abra nem csak a helytakarékossag lehetéségét érzékelteti, hanem azt is, hogy ezzel az
abrazolasi méddal feladtuk az elemek kozvetlen indexelhetoségét és csak meglehetds nehézkességgel

tudunk eljutni az elemekhez.

Az elemek elérését, illetve a strukturaban valé mozgast valamelyest javitja, ha kétirdanyu lancolédst
alkalmazunk, mind a sorokban és az oszlopokban, mind pedig a két fejelem-listaban.

Azt a kérdést, hogy alkalmazzuk-e adott esetben ezt a tarolasi format, két szempont donti el.
Egyik a helytakarékossig kérdése: az értékes matrixelemek (varhatd) szamanak és méretének
ismerete esetén konnyen kiszamithato, hogy elonyosebb-e ez az dbrézolds, mint a hagyomanyos.
Ehhez csak a pointerek szamat kell meghatérozni, amelyet a memériacim helyfoglaldséval (ami

altalaban 2 vagy 4 bajt) szorozva kell a memoriaigény szamitdsdban figyelembe venni.

A maésik mérlegelend6é szempont az, hogy mennyire tamogatjak a feldolgozo eljardsok meg-
valosithatosagat a lancolt adatszerkezeten vald kozlekedés korlatozott lehetdségei.

A mai memériakapacitasok mellett lehet, hogy ez a sulyosabb szempont. Ha arra gondolunk
példaul, hogy hogyan kellene két ritka matrix 6sszegét eldallitani, akkor lathato, hogy a lancolt
abrazolas mellett a legegyszeriibb feladat megoldéasa is koriilményessé valhat.
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e Tomb: Azonos tipusu elemek sorozata, fix méreti.

e Verem: Mindig a verem tetejére rakjuk a kovetkezo elemet, csak a legfelsot kérdezhetjiik

le, és vehetjiik ki.

k:=0 return (k=0) return (k=n)
[ Verembe (v, d) ] { Verembél (v, x) }
Tele-e (v) Ures-e (v)
vlk+1] :=d x := v[k]
hiba = Kkl hiba := G
rue true
hiba := false hiba := false
[ Felsé (v, x) }
Ures-e (v)
hiba = xE=VIE
Exie hiba = false

9. dbra. Verem miuveletei

e Sor: Egyszeru, elsObbségi és kétvégii. A prioritdsos sornal az elemekhez tartozik egy
érték, ami alapjan rendezhetjiik ¢ket.
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Ures-e (s)

e, h:=1,0 return (h=0) ‘ return (h=n) ‘

[ Sorbdl (s, x) J
[ Sorba (s, d) ] l

] Ures-e (s)
Tele-e (s) x := s[e]
e+h<n / e=n
hiba :=
hiba = sle+h] :=d | sle+h-n]:=d Eron ex=1 | e:=e+1l
Exne hi=h+1 hi=h-1
hiba = false hibg = false
[ Elsé (s, x) ]
Ures-e (s)
hiba := X sle]
e hiba := false

10. 4bra. Sor miveletei

e Lista: Lancolt abrazolassal reprezentaljuk. 3 szempont szerint kiilonboztethetjiikk meg a
listdkat: fejelem van/nincs, ldncolds irdnya egy /kettd, ciklusossdg van/nincs. Ha fejelemes
a listank, akkor a fejelem akkor is létezik, ha tires a lista.
A lista node-okbdl all, minden node-nak van egy, a kovetkezére mutatd pointere, illetve
lehet az el6zore is, ha kétiranyu. Ezen kiviil van egy els6 és egy aktudlis node-ra mutato
pointer is, és az utolsé elem mutatéja NIL. A listat megvaldsithatjuk gy, hogy tetszdleges

helyre lehessen elemet beszurni, illetve torolni.

ELTE-IK 12 13. tétel



[ Ures (1) ]

new (/); | — mut :=NI1L;
akt :=NIL; hiba = false

[ Elsére (I) ]

Ures-e (/)
P akt ;= — mut
Lrue hiba = false

[ Utolso-e (/) J

return (akt#NIL and

akt — mut =NIL)

[ Ures-e () ]

|

return (/— mut=NIL)

[ Kévetkezére (1) J

akt = NIL
s akt := akt — mut
Erue hiba = false

[ vége-e (/) ]

return (akt=NIL)

Hiba-e (/)

[

h := hiba; hiba := false;

return (h)

11. 4bra. Lista miiveletei

ELTE-IK
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[ AktErték (I, x) J
|

i — akt=NIL
. x = akt —> adat hiba = akt — adat :=d
hiba = e -
true A Eaiee hiba = false

BeszurElsének (I, d) BeszdrUtdn (I, d)

!

new (p) akt =NIL
p — adat :=d new (p);
p — mut = — mut p— adat:=d;
hiba = p — mut := akt — mut;
e true akt — mut := p;
akt:=p akt = p;
hiba = false hiba := false
TorélAktudlis (1, x)
akt=NIL
p=!
p—mut # akt
hiba:= | p— mut = akt — mut;

true
x := akt—adat;

dispose (akt);
akt := p—»mut;
hiba = false

12. 4bra. Lista miuveletei

e [a: Egyszerii, bindris és specidlis (kupac, binéris kereséfa, AVL-fa). A bindris fat re-
kurzivan definidljuk: ¢ € T(F) [bin. fék tipusérték halmaza(alaptipus)| ¢ tires fa (jele:
), vagy t-nek van gyokéreleme, bal(t), jobb(t) részfdja. Lancoltan dbrazoljuk, témbdsen
csak teljes fék, illetve kupac esetén.

e Kupac: Olyan binaris fa, melynek alakja majdnem teljes és balra rendezett. Tombosen
abrazoljuk, mert pointeresen a bonyolult 1épkedést nem teszi lehetové, tombosen in-
dexosszefiiggésekkel konnyen megoldhaté.
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KupacbaBeszur(A[1.n]. k. d, hiba)

k=n

I N

hiba=igaz | k=k+1

AR =d

v=kdiv2

u=k

1<=v && A[v] < Afu]

Csere(A[v], A[u])

u=wv

v=vdiv2

hiba = hamis

13. dbra. Kupac miveletei

Hasitotabla

Grdf [Nem egyszer(i adattipus.|

Adatszerkezetek lehetséges miiveletei

Ures adatszerkezet létrehozdsa

Annak lekérdezése, hogy tres-e az adatszerkezet

Elem berakasa, itt ellenérizni kell, hogy nem telt-e még meg
Elem kivétele vagy torlése, itt ellendrizni kell, hogy nem tires-e

Adott tulajdonsigu elem (példdul maximum, veremben a felsd) lekérdezése, itt is el-
lendrizni kell, hogy tires-e az adatszerkezet

Bejarasok (preorder, inorder, postorder, szintfolytonos), listaknal az els6, el6zé vagy
kovetkezo elemre 1épés

Elem mdédositasa bizonyos adatszerkezeteknél (pl. listak)

Fontosabb alkalmazasai

Prioritasos sor: nagygépes programfuttatasnal az er6forrasokat a prioritas aranyaban osszuk el,

adott pillanatban a maximélis prioritdsut valasszuk. Siirgdsségi iigyeleten, grafalgoritmusoknal

is alkalmazhaté. B-fa: ipari méretekben adatbazisokban hasznaljak.
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A hatékony adattarolas és visszakeresés néhany megvalésitasa

Binaris keresofa

A binaris keresofa a kulcsos adatrekordok tarolasanak egyik elscként kialakult eszkoze. Egyszerti
tarolasi elvet valésit meg: a legelsd, a gyokérben elhelyezett rekord utani kulcsokat a kisebb bal-
ra, nagyobb jobbra elv alapjan illesztjik be a faba. A kiegyensulyozassal kiegészitve a tarolds
hatékony adatszerkezetét kapjuk (AVL-fa, piros-fekete fa).

A binaris keresofa nevezetes tulajdonsaga az, hogy inorder bejarassal a kulcsokat rendezett

sorozatként érjiik el. Ez kovetkezik az inorder bejaras azon tulajdonsagaibol, hogy
1. a gyokeret kozépen, a bal oldali és a jobb oldali részfa bejarasa kozott érintjiik,

2. a bal oldali részfa minden kulcsa kisebb, a jobb oldali minden kulcsa nagyobb, mint a

gyokérben tarolt kulcs és

3. mindkét oldali részfat inorder médon jarjuk be.

14. abra. Binéaris keresofa
t

o

| 40 [

ZZ
»| 30 | 110 |«
e iy
| 60 [« 120

15. dbra. Binaris kereséfa lancolt abrazolésa

Adjuk meg a binaris kereséfa definiciéjat. A felépités dinamikus szabalya utan statikus meg-
hatarozast kerestink. A ¢ bindris fat pontosan akkor mondjuk egytttal binaris kereséfanak, ha
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t barmely x csicsara igaz az, hogy amennyiben y az x bal oldali részfajanak egy cstcsa, illetve
ha a z pont az x jobb oldali részfajanak egy csicsa, akkor

kules(y) < kules(x) < kules(z)

Az adatfeldolgozasban altalaban nem engedjiik meg azonos kulcsok elofordulasat. Figyelni
kell arra, hogy nem elég csupan a fenti egyenlétlenségeket sziilo-gyermek szinten megkovetelni.
Ha rendezésre hasznalnank a binaris keresofat, akkor abban az alkalmazasban nevezhetnénk
rendez6fanak. Mivel a rendezendo elemek kozott lehetnek egyenlok is, a fenti definicioban <
jeleket alkalmaznank.)

Adott kulcsérték keresése

A bindris keres6fa miiveletei kozott alapveto egy adott k kulesi rekord megkeresése. A keresés
modja a keresofa felépitésének elvén alapul. A gyokérnél kezdve Osszehasonlitjuk a keresett
k értéket a csucsban tarolt kulccsal. Ha az aktudlis kulcs éppen megegyezik k-val, akkor
megtalaltuk a keresett rekordot. Ha k kisebb, mint az aktudlis kulcs, akkor balra lépve keresiink
tovabb, forditott esetben pedig a jobb oldalon folytatjuk a keresést. Ha olyan kulcsot kerestink,
amely nem talalhaté a faban, akkor az eljaras egy levélesicsba talalhaté NIL pointeren all
meg.

Keres (t, k)

pi=t

p#NIL and k # kulcs(p)

k < kulcs{p)

p = bal(p) p :=jobb(p)

return (p)

16. abra. A keresés miiveletének iterativ algoritmusa

A legkisebb kulcs keresése

Egy nem iires binaris keresofaban gy jutunk el a minimalis kulcsot tarolé csicshoz, hogy a
gyokértol indulva mindig a bal oldali pointeren lépiink tovabb. Ha mar nem vezet tovabb balra
ut, akkor megtalaltuk a legkisebb kulcsot.

p:=t
ballp) 2 NIL
p = bal(p)

return (p)

17. abra. A minimalis kulcs megkeresése
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A kovetkezo kulcsérték megkeresése

Altaléban, az adott ponthdl sziilé pointereken megytink addig, amig azok — a sziil6bol nézve —
jobb gyerekre mutaté pointerek (ez a sorozat lehet tires is). Utdna még egy 1épést kell tenniink
felfelé egy sziilé pointeren, amely — ismét a sziilo csicshoz viszonyitva — bal gyerekhez vezet.

A binaris faban taldlhaté maximalis kulcsnak nincs rakovetkezdje. Ilyenkor a keresés, ezzel

Kévetkezd (t, p)

osszhangban, NIL pointert ad vissza.

jobb{p) #NIL
s 1= sziil6(p)
T $#NIL and
(Minimum p = iobb(s)
(jobb(p))) pi=s
s 1= szUld(s)
return (s)

18. dbra. A nagysag szerint kovetkezd kulcs megkeresése

Adott kulcsérték beszurasa

A bindris kereséfaba tgy illeszthetiink be — csiics formajaban - egy 1j kulcsos rekordot, hogy
osszeallitjuk az 1j tartalmat egy pontosan olyan szerkezetii rekordban, mint amilyen tobbi
rekord. Az 1j rekord rendelkezik azzal a harom pointer mezével, amellyel a faban mindegyik
fel van szerelve; ezek a bal és a jobb gyerekre, valamint a sziilore mutatnak.
Az 1j rekordra mutaté pointert adjuk oda a beszurast végzo eljardsnak, amely a mar tobbszor
latott, balra-jobbra oOsszehasonlité és 1épegeté stratégiaval megkeresi az 1j kules helyét és
létrehozza a binaris kereséfa egy 1j levelét.

Ha a beillesztend6 kulces kiilonbozik a fa mindegyik kulesatol, akkor sikeres lesz az elhelyezés
(ezt az jelzi, hogy az eljards a p pointer étékét adja vissza), ha viszont megegyezik valamely
kulcsértékkel a faban, akkor a sikertelen beszurast a visszaadott NIL érték jelzi.
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| Beszdr (t, p) J

l

X =NIL;y=1

Yy #NIL and kulcs(p) # kules(y)

x:=y
kules(p) < kules(x)
y = bal(y) y := jobb(y)
¥y #NIL and kules(p) # kules(y)
r szlld(p) :==x
X £NIL

kules(p) < kules(x)

n balix):==p | jobb(x):=p |t:=p

return (p)

19. 4dbra. Kulcsos rekord beszurasa bindris keresofaba

A keres6fa miiveleteinek hatékonysaga

Ha sorra attekintjiik azt az négy miveletet, amelyet a bindris keresofakra bevezettiink, akkor
azt lathatjuk, hogy mindegyiknek a lényegi részét egy utvonal bejarasa adja a fiban. FEz az
utvonal egy olyan utnak részét képezi, amely a fa gyokerétol valamely levélig terjed. Ennek a
befoglalé utvonalnak a hossza attol fiigg, hogy milyen mélységben taldlhatd az a levél, amely-
ben végzodik. Minden esetre, a keresofa magassaga fels6 korlatjat képezi a teljes utnak, igy a
szoban forgd miivelet ithosszanak is.

A miveletek lépésszama lényegében megegyezik a faban bejart utvonal hosszaval, amelyhez
még hozzd szamitunk néhany (konstans szamu) 1épést. Azt mondhatjuk tehét, hogy bindris
keres6fa mindegyik op miiveletére érvényes az az allitas, hogy lépésszamat nagysagrendben a

fa (h(t)) magassaga feliilrol korldtozza:
Top(n) = O(h()).

A binaris fa a magassaganak az alsé korlatjat a majdnem teljes fa dsszenyomott allapotaban
veszi fel, a magassag legnagyobb értékét pedig egy lancszerli fa esetén kapjuk.
Ervényes a kovetkezé Osszefliggés:

|[logan]| < h(t) <n—1.
A két Osszefiiggés alapjan a binaris fa muveleteire a kovetkezdket allithatjuk az
e iltaldnos (tetszéleges egyedi) esetben: T,,(n) = O(n), valamint a
e legkedvezobb esetben: mT,,(n) = O(logn), illetve a
e legkedvezitlenebb esetben: MT,,(n) = O(n)

Az a cél, hogy a bindris kereséfa ne nytljon meg lancszertien, erre j6 az AVL-fa és a 2-3-fa.
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AVL-fa

Cél: a t bindris kereséfa magassdganak log,(n) kozelében tartdsa, azaz h(t) < c-log,(n), ahol
c elfogadhatoan kicsi. Az ilyen fat kiegyensilyozottnak nevezziik.

AVL: Adelszon-Velszkij, Landisz 1962-ben alkottak meg.

A t bindris kereséfat egyuttal AVL-fanak nevezzilk <= t minden z csicsara |h(bal(z)) —
h(jobb(z))| < 1.

Minden cstcsnak van egy cimkéje +, —, = (gyerekek magassigdnak kiilonbsége). A besziras
helyétol felfelé ellendrizziik ezeket, és ha kell, akkor modositjuk. Ha valahol ++ vagy —— alakul
ki, akkor ott elromlik az AVL-tulajdonsag, egy vagy tobb forgatdssal vagy atkotéssel konstans
miiveletigénnyel helyre lehet hozni.

Tébbféle séma is van: (++,+), (++, —), (++, =) és a titkorképeik.

2-3-fa és B-fa

2-3-fa kis méretben az elmélet szaméra jo, a B-fa a gyakorlati véltozat adatbazisban.

t 2-3-fa <= minden belso cstucsnak 2 vagy 3 gyereke van, a levelek azonos szinten helyezkednek
el, adatrekordok csak a levelekben vannak, bels6 pontokban kulcsok és mutatok, levelekben a
kulcsok balrdl jobbra nének.

Ha 4 gyerek lenne a beszuréas utan, akkor csicsot kell vagni. Ha torlésnél 1 gyerek lenne valahol,
akkor csucsosszevonasokat és gyerekatadast alkalmazunk.

B-fa nagyobb méretii, itt két hatdr koz6tt mozog a gyerekszdm: [] és r, ahol 50 < 7 < 1000.

Hasitas
Kulesos rekordokat téarol.

e Hasitds ldncolassal: a kulcstitkozést lancoldssal oldja fel. Van egy hasitéfliggvény: h :
U — [0..m — 1], elvérés vele kapcsolatban, hogy gyorsan szamolhaté és egyenletes legyen.
m-et gy valasztjuk meg n nagysdgrendjének ismeretében, hogy o = = lesz a véarhato
listahossz, ha egyenletes hasitast feltételeziink.

Példaul kétiranyu listat haszndlhatunk a hasitashoz. Miiveletek: beszuras, keresés, torlés.
Gyakorlatban érdemes m-et gy megvalasztani, hogy olyan primszam legyen, ami nem
esik 2-hatvany kozelébe.

e Hasitds nyitott/nyilt cimzéssel: A kulcsokat lehessen egészként értelmezni, ekkor vannak
jo hasitofiiggvények.
Prébélkozas éltalanos képlete: h(k) + h;(k) (mod M), 0 < i < M — 1. Egész addig
alkalmazza, amig iires helyet nem talal.

1. Linedris préba: h;(k) = —i (mod M), egyesével balra lépegetve keressiik az iires
helyet. Hatranya az elsodleges csomoésodas, ez jelent6s lassuldst okoz beszurasndl és
keresésnél.
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20. dbra. Nyilt cimzés lineéris probalkozassal

2. Négyzetes préba: hi(k) = (=1)'([£])? (mod M), a négyzetszamokkal lépegetiink
balra-jobbra, ezek az eltoldsok kiadjék {0,1,..., M — 1}-et. Hatrany: mdasodlagos

csomosodas.
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21. abra. Nyilt cimzés négyzetes probalkozéassal

E
L]

(1)

57|
L

(2)

3)

3. Kettds hash-elés: h;(k) = —ih'(k) (mod M), h'(k) a k-hoz tartozé egyedi 1épéskoz,
(W' (k), M) = 1 relativ primek. Ha az M elég nagy, akkor nincs csomédsodas.

B S ——

22. abra. Nyilt cimzés négyzetes probalkozassal

e Hasitofiigguények: Leggyakoribb: k egész, kongruencia relacio. Altaldnosan: h(k) =
(ak + b (mod p)) (mod M), az univerzalis hasitds csalddja. Tapasztalat: k egyenletesen
hasit.

Osszehasonlité rendezo6 algoritmusok

Buborékrendezés

A buborékrendezés az egyik legrégebbi ismert rendezés. Lényege az, hogy a maximalis elemet
cserékkel | felbuborékoltatjuk” a tomb végére, és igy visszavezetjik a problémat egy 1-gyel
rovidebb rendezési feladatra. A buborékoltatas gy miikodik, hogy parosdval (mintha egy két
elem szélességii ablakot léptetnénk) haladunk végig az elemeken és a rossz sorrendben 1év6
parokat megcseréljik. Ezt az eljarast a 23. abra szemlélteti.
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23. dbra. A buborékrendezés miikodése

Belathatd, hogy igy a legnagyobb elem eljut egészen a tomb végéig. (Ha tobb maximélis
elem is van a tombben, akkor koziiliik a jobboldali jut el a tomb végére, mert egy egyenld
elempar esetén nem hajtunk végre cserét.) A mdasodik felbuborékoltatdsnal mér a tomb utolsé
elemét nem kell figyelembe venniink, hiszen tudjuk, hogy az jo helyen van.

Indukcioval lathatd, hogy a k-adik felbuborékoltataskor az utolsé k — 1 elem a tomb jobb
szélén helyezkedik el, rendezve.

A rendezés algoritmusa a 24. dbran lathatd. (A miikodés leirdsaban sajéat ciklusszervezést
hasznaltunk.)

[ BuborékRendezés (A[1..n]) ]

isj-1

Ali] £ Ali+1]

SKIP | Csere (A[i], Ali+1])

=i+l

e

24. dbra. A buborékrendezés algoritmusa

Miiveletigény:
e Legrosszabb eset: ©(n?)

o Atlagos eset: ©(n?)
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Beszuro rendezés

A beszurd rendezés sok esetben a leggyorsabb négyzetes rendezés. Miikodése hasonld ahhoz,
mint amikor lapjainkat rendezziik egy kartyajaték soran. A rendezés f6 l1épése az, hogy az
asztalon 1évo rendezetlen sajat paklibdl elvessziik a felso lapot és beszurjuk a keziinkben tartott
rendezett lapok kozé. Kezdetben a rendezett rész az els6 felvett lapbdl all, majd n — 1 beszuiras
utan lapjainkat mar rendezett modon tartjuk a keztinkben.

A besziré rendezés még nem emlitett elénye az, hogy nem csak tombben tarolt elemek
rendezésére alkalmas, hanem a lancolt listakra is konnyen alkalmazhato.

Tombos megvalésitas

A tombben tarolt adatok rendezésére alkalmazott besziro rendezés miikodését, egy-egy jellemzé
lépés megjelenitésével a 25. dbra szemlélteti.
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25. abra. A beszird rendezés miikodése tombos megvaldsitas esetén

Tombos megvaldsitas esetén a rendezett részt a tomb elején taroljuk, a rendezetlent pe-
dig utana. Kezdetben csak a tomb els6é eleme rendezett. Minden iteraciéban a kovetkezonek
beszurandd elemet elmentjiik egy w valtozoba, majd az eddig rendezett rész nala nagyobb ele-
meit jobbra csusztatjuk egy pozicidval.

A megfelel6 szamu léptetés utan felszabadul a félretett beszirando elem szaméra a megfelelo
hely. Ezutan a beszirandé elemet w-bél beméasoljuk a megfelel6 helyre. A teljes algoritmus a
26. abran lathato.
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[ BeszuroRendezés (A[1..n]) ]

izlandA[l]>w

Ali+1] := A[]

i=i1

Ali+l] =w

J=+l

26. abra. A beszir6 rendezés algoritmusa tombos megvaldsitas esetén

Algoritmusunk egy kiils6 és egy belso ciklusbdl all. A kiilsé ciklus beszurdasonként 1ép egyet,
mig a belsé ciklus a beszuras kozbeni jobbra masolasokért felelos. A kiilsé ciklus addig halad,
amig minden elemet be nem illesztettiink a helyére, a belsé pedig addig, amig meg nem talaltuk

az aktualisan beszirando elem helyét.

A kiils6 ciklus mindig n — 1 alkalommal fut le, hiszen ennyi elemet kell beszirnunk a ren-
dezett részbe, ahhoz hogy az egész tomb rendezve legyen.

Miveletigény:
e Legrosszabb eset: ©(n?)

e Atlagos eset: O(n?)

Versenyrendezés

A versenyrendezés a versenyfa (tournament) adatszerkezetet haszndlja. A versenyfa olyan tel-
jes binaris fa, amelynek a leveleiben helyezkednek el a rendezend6 elemek. Szintfolytonosan
abrazoljuk témbosen. A 27. abran egy kitoltott levelekkel rendelkezd, de a belsé pontjaiban

még kitoltetlen versenyfat lathatunk.

27. dbra. Versenyfa, leveleiben a rendezend6 szamokkal
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A fa bels6 pontjait szintenként ugy toltjiik ki, ahogyan egy kieséses verseny halad el6re: minden
belsé pontban a gyerekei koziil a nagyobbnak az értéke keriil (mint egy mérkézés nyertese).
Végiil, a maximum (az abszolut gyOztes) a fa gyokerébe kertil. A kitoltott versenyfat a 28.

abra szemlélteti, n = 8 rendezendd szam esetére.

28. abra. Kitoltott versenyfa

A rendezés egy specidlis elsé menetet, majd azutdan még (n—1) egyszertibb iteraciés lépést hajt
végre. Az els6 menetben — a versenyfa imént leirt kitoltésével — kivalasztjuk a legnagyobb
elemet, amely felkeril a fa gyokerébe. Vegytik hozza ehhez még a legnagyobb elem kiirasat is,

a rendezés kimenetére. Ezt mar a kovetkezd 29. dbra tunteti fel.

m Ly, write (max)

29. dbra. Az els6 "djrajatszas” a gyoztes agan

A versenyfa kitoltését kovetéen keriil sor (n—1) egyszer(ibb menetre, a kovetkezd legnagyobb
clem kivélasztdsara. Példankban ez (8-1 = 7) iterdcidt jelent, amelyek koziil az elsé kettd
1épéseit mutatja be a 29. és a 30. abra.
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o __-» write (max)

30. dbra. A masodik "djrajatszas” a kovetkezo gyoOztes agan

Miutan a gyokérben megjelené legnagyobb elemet kiirtuk, lefelé haladva megkeressiik azt a
levelet, amelyben eredetileg ez az érték helyet foglal. A levélben taldlhat6 értéket (minusz
végtelen)-re cseréljiik, azaz egy abszolit vesztest tesziink a helyére. Utdna felfelé haladva ezen
az agon ujrajdatsszuk a mérkdzéseket. Ezeket a 1épéseket sorszamozott formaban lathatjuk a 29.
abran.

Az tjrajatszés eredményét mar a kovetkez6 30. dbra tiinteti fel. A masodik legnagyobb elem
megjelent a gyokérben. Ez altal azt is megtudjuk, hogy ki nyert volna, ha a gydztes nem indult
volna a versenyen. Ezen az dbran bejeloltiik a méasodik legnagyobb elem levélszintii helyének
a megkeresését és az ezt kovetd djrajatszas utvonalat.

fgy haladunk tovabb, minden menetben a kovetkezd legnagyobb elemet megkeresve és kiirva.
Mivel az elemeket csokkend sorrendben vettiik ki, az eljaras alkalmas a rendezés megvalositasara.

[ VersenyRendez (t) ’

h(t)<0
VFaKitélt (t)
5 n:=2".1 |
K h(t) <0 ht)=0
i nzil e
. ——— s VFakitélt(bal(t)) il
amviax e Fa
ey || 3| VEOKROIUOBBE) oo | o | s
write (gy I
p | O/0):= Max (gy(baflt)), gy(t) := Max (gy(bal(t),
n:=n-1 gy(jobb(t))) gy(jobb(t)))
31. dbra. Versenyrendezés
Miiveletigény:

e Legrosszabb eset: O(n - log n)

e Atlagos eset: O(n - log n)
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Kupacrendezés

A kupacrendezés algoritmusa két f6 részbol all. Az elsé részben felépiti az inputbdl a kupacot
(Kezd6Kupac), a masodikban pedig visszairja a kimenetbe a kupacbdl az elemeket. A kupac
felépitése az elemek egyenkénti beszurasaval torténik az Insert és a MoveUp kupacmiiveletek
segitségével 1gy, hogy minden 1épésben megmaradjon a kupac-tulajdonsag. A beszirasokat
addig folytatja, amig a bemeneti tomb kiiirtil. A maésodik 1épésben a TakeOut és Stillyeszt
miiveletekkel kiirja az aktudlis gyokérelemet a kimenetbe, a helyére beszirja a legszélso levél
tartalmat, és rendezi a kupacot. Addig ismétli ezt a lépést, amig tires kupacot nem kapunk.

Tombos megvalésitas

Mivel programozéasban egyszertibb a kupac tombos megvalésitasaval dolgozni, ezért a rendezést
ugy hajtjuk végre, mintha egy szintfolytonos bejarassal létrehozott tombon végeznénk. Ebben
a felfogasban elsé 1épésként gy rendezziik az inputot, hogy végig megylink a tombon, meg-
vizsgaljuk az aktudlis elem és a leszarmazottjai viszonyat, és ahol nem teljesiil a kupac tulaj-
donsdg, ott a nagyobbikkal megcseréljiik (ez felel meg a Siillyeszt miiveletnek). Addig folytatjuk
a cseréket, amig egy kupacnak megfeleltetheté tombdot kapunk.

A masodik szakaszban a gyokérelem, vagyis az éppen aktualis maximum mindig a tomb elején
fog elhelyezkedni, mig a jobb alsé elem a tomb még rendezetlen részének végén lesz. A
gyokérelem kivétele és a jobb alsd elem beszurasa megfeleltetheté a két elem cseréjének, ami
utan a tomb rendezetlen részének mérete eggyel csokken. Ha a beszurt elem kisebb, mint a
nagyobbik leszarmazottja, akkor atrendezziikk a tombot gy, hogy ismét megfeleljen a kupac
definiciénak.

Az tjrarendezés utan ismét az elso és a rendezetlen rész utolsé elemének cseréjével folytatodik
az algoritmus. A rendezés akkor ér véget, ha a tomb rendezetlen részének mérete 1, vagyis a

teljes tomb rendezve van.

Kezd6kupac kialakitasa

32. dbra. Kezddkupac kialakitasa (1)
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34. abra. Kezddkupac kialakitasa (3)

¢

001000 I}

|12|11|9|10|8‘7|5|1|3‘6|2|4|

35. abra. Kezddkupac kialakitasa (4)
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A kovetkezo legnagyobb elem kivalasztasa

|12|11|9|10|8|7|5‘1|3|E|2l4|

36. abra. A maximaélis elem kivéalasztasa, elhelyezése és a kupac tulajdonsag helyredllitasa

A kupacrendezés teljes eljarasa

OODOoaBnEnn5n

38. dbra. A kovetkez6 legnagyobb elem kivalasztdsa
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G« ][+ [w]u]=]

39. dbra. Az utolso eldtti elem kivalasztasa

[T s[5 s]7]s ]2 [w][u]z]

40. abra. Az utolsé elem kivélasztasa, kész kupac

Algoritmusok

[Sfjﬂyeszt (A[1..n], u, v)]

| [ KupacRendezés (A[1..n])

[ := true

B 2u<vand [ -
KezddKupac (A[1..n]) ] KezdéKupac()
2u+l>v or
Al2u] > Al2u + 1] r:=n
L Ln/ZJ ir:=2u ir=2u+1 rz2
i=d Alu] 2 Alir] Csere(A[1], Alr])
Stillyeszt (i, n) Csere (A[ul, Alir]) Siillyeszt(1, r- 1)
|:=false
i=i-1 u:=ir r=r-1
41. abra. Kupacrendezés
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A kezdSkupac kialakitdsanal, és a ciklus kozben a siillyesztés modja kicsit kiilonbozik, hiszen
az els6 esetben a valtozd elem siillyed le a teljes kupacon, a masodikban a gyckér siillyed az
aktiv kupacon. A képen lathato algoritmus mindkét miiveletet teljesiti.

Miiveletigény:

e Legrosszabb eset: O(n - log n)

o Atlagos eset: O(n - log n)

Gyorsrendezés

Az algoritmus Az ,,0szd meg és uralkodj” elvet hasznalja, azaz a problémat kisebb méretii,
azonos problémékra bontja, amelyek rekurzivan megoldhatok, majd a megoldasokat egyesiti.
Els6 1épéseként kivalasztunk egy tetszoleges foelemet, ez utdn a tombot harom részre partici-
onaljuk 1gy, hogy a kivéalasztott féelemnél kisebb elemeket a féelem elé, a nala nem kisebbeket
pedig mogé mozgatjuk. Az igy kialakulé harom résztombon - amiket a féelem, a nala kisebb,
valamint a nala nagyobb elemek alkotnak - djra futtatjuk a gyorsrendezést. Ez az algoritmus
két {6 részre bonthatd, az egyik maga a rekurziv rendezés, a masik pedig a particionalas.

2 i 12
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4
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¢
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42. abra. A gyorsrendezés elve
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Gyorsrendezés (A[1..n], u, v)

uzv

Helyrevisz (A[1..n], u, v, k)

SKIP |Gyorsrendezés (A[l..n], u, k-1)

Gyorsrendezés (A[1..n], k+1, v)

43. dbra. Az algoritmus megvaldsitdsa tombre

[Hefyrew'sz (A[1..n], u, v, k) J

I jr=u+l,v

i<j
i<vandAli] £A[u]
[ =i+l
u+1<jand Alu] A[)]
| j=j+1

i<j
Csere(Alf], Alj])
i=i+l SKIP
=1
Csere(A[u], Ali-1])
ki=i-1

44. dbra. Az egy elemet a helyére vivo eljaras

Miveletigény:
e Legrosszabb eset: ©(n?)

o Atlagos eset: ©(n - log n)
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Osszefésulo rendezés

Két rendezett sorozat Osszefésiilése

81: 4 6
32:|i]3 5 7 8 (a)
S =

s-[] &

s=[2]3 5 7 & (b)
s= 1

L[] &

Sz=5 7 8 (c)
= 1 2

31:E

s=[7] s (d)
S= 1 2 3 4 5

g
1]

52: 8
2

s= 1 2 3 4 5 5 7 8 (f)

45. abra. Két rendezett sorozat Osszefésiilése

Ez a rendezés két mar rendezett tombot fésiil 6ssze gy, hogy a végeredmény is egy rendezett
tomb legyen. Az oOsszefésiilés folyamata gy zajlik, hogy mindkét tomb elsé elemét Osszeha-
sonlitjuk, és a kisebbet beirjuk a kimeneti tomb elsé szabad helyére, majd abbdl a tombbdl,
amelyikbdl ez kikertilt, vessziik a kovetkezo elemet, és tjra elvégezziik az 6sszehasonlitast. Ezt
addig folytatjuk, amig valamelyik kezdeti tombbdl el nem fogynak az elemek. Végil masik
tomb maradék elemeit is sorban hozzairjuk az eredményhez, igy alakul ki a végleges, rendezett
kimeneti tomb. Az algoritmus az Osszefésiilés elott az inputot rekurzivan kettébontja addig,
amig végiil csak rendezett résztombok lesznek (ez dltaldban az egy elemii résztémb), majd eze-
ken végzi el az Osszefésiilést. Ezt alkalmazhatjuk feliilrdl lefelé (rekurziv) vagy alulrdl felfelé

(iterativ), ez utébbit szekvencidlis fajloknal.

Miiveletigény:
e Legrosszabb eset: O(n - log n)

o Atlagos eset: O(n - log n)
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Az 0sszefésiilo rendezés rekurziv algoritmusa

LOfRendezés (A[1..n], u, v) I

uzv

k:=L(u+v)/2]

OfRendezés (A[1..n], u, k)

SKIP | OfRendezés (A[1..n], k+1, v)

Osszefésiil
(Alu..k], A[k+1..v], Alu..v])

46. dbra. Osszefésilo rendezés

Az oOsszehasonlitasos rendezések miuveletigényének also
korlatjai

Miveletigény

Kijeloljiik a dominans miiveleteket, és az n inputméret fiiggvényében héanyszor hajtodnak végre,
ezt nézziik. Jelolés dltaldnosan T'(n), de lehet konkrétan is, pl C's(n) [csere]. mT'(n) a minimalis
miiveletigény, MT(n) a maximalis és AT'(n) az atlagos.

© : nagysagrendileg azonos, két konstans kozé beszorithato
O : nagysagrendi fels6 becslés, o: nincs megengedve az egyenldség

Q : nagysagrendi alsé becslés, w: nincs megengedve az egyenlOség

w(g)
Qlg) —
e' ®(g)
Ola)
ofg)

47. dbra. A fiiggvényosztalyok egymashoz vald viszonya
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Aszimptotikus (nagysagrendi) alsé korlatot akarunk adni az Osszehasonlitdsokat haszndlé ren-
dez6 eljarasok lépésszamara. Azt akarjuk belatni, hogy egy n méretii input rendezése nagysagrendben
legaldbb nlogn osszehasonlitast igényel. Ez igaz minden eddig és még nem létezd Osszeha-

sonlitasos rendezo algoritmusra.

Dontési fa

A dontési fa elkészithet6 minden algoritmushoz és annak adott n méretii 6sszes bemend adatahoz,
feltéve, hogy ezek az adatok felsorolhatok és szamuk meghatarozhaté. A rendezo eljarasokra ez
teljesiil, hiszen bemend adatoknak tekinthetjik az 1, 2,..., n szdmok permutéciéit, amelyek

n! szdma kozismert.

A dontési fa bels6 pontjaiban tartalmazza az algoritmus altal feltett dsszes igen/nem kimeneteli
kérdést, minden lehetséges n méretii bemené adatra. (Az algoritmus ciklusai az adott n méreti
bemenetre torténd végrehajtas sordan egymas utani lépések szekvencidjava egyenesednek ki, igy
iterativ vezérlési szerkezetet nem kell megjeleniteniink a fédban.) Az esetleges értékadasokat sem
helyezziik el a dontési faban. A kérdésekre adott vélaszok informéciotartalmat — az értékadasok
adattranszformalé hatasanak figyelembevételével — minden bemené adat ttvonalan végig ha-
ladva faban Gsszegytijtjiik, és a levelekbe irjuk. A dontési faban a levelek tartalma a megoldést
fogalmazza meg az egyes inputokra.

A 48. 4dbrén lathato tx(3) dontési fa egy olyan algoritmus miikodését szemlélteti, amelyet spe-
cidlisan harom elem rendezésére terveztiink. Az R eljards az s1, s2, s3 elemek 6sszehasonlitasat
végzi minden lehetséges input sorrendre. A kérdésekre adott vélaszokbodl meghatarozhato az
elemek nagysag szerint rendezett sorrendje. Ehhez kett6 vagy harom kérdés sziikséges. (Ebben

a kis eljarasban értékadasok nem szerepelnek.)

igaz i hamis

(51, 52,53) (53, 52,51)

(51,53,52) || (53,51,52) | | (52,51,83) || (52,53,51)

48. dbra. Az R rendez6 algoritmus tg(3) dontési faja 3 elemii sorozatokra
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Lemma: Barmely R 6sszehasonlité rendezé eljaras tr(n) dontési fajanak h(tr(n)) magassiga
és az n elemszam kozott fenndll a kovetkezo Osszefiiggés:

h(tr(n)) > logan

Alsé6 korlat az osszehasonlitasok szamara a legkedvezo6tlenebb esetben

T: Barmely R Osszehasonlitasos rendez6 eljaras a legkedvezétlenebb bemend adata rendezése

soran nagysagrendben legaldbb (n log n) Osszehasonlitast végez, azaz

MOg(n) = Q(n log n)

Alsé6 korlat az osszehasonlitasok szamara atlagos esetben
Lemma: Az azonos szamu levelet tartalmazo tokéletes fak koziil levélmagassag Osszeg azokra

a legkisebb, amelyek egyben majdnem teljes bindris fak.

T: Barmely R 0sszehasonlitas alapu rendezo eljaras dtlagosan nagysagrendben legalabb n log n

osszehasonlitast végez az Osszes lehetséges bemend sorozat rendezése soran:

AOg(n) = Q(n log n)
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