14. Haladé algoritmusok

Grafalgoritmusok

Graf abrazolas
Legyen a tovdbbiakban G = (V, E) gréf, ahol
e 1 a cstcsok halmaza (|V| = n),

e F pedig a cstcsok kozti élek halmaza.
Ellistds 4brazolas
Legyen G véges graf. Vegyiink fel egy mutatékat tartalmazé Adj[l...n] tombot (a csicsokkal indexeljitk a

t6mbot). A tdémbben 1évé mutaték mutatnak az éllistdkra (mds néven a szomszédsagi listakra). Az éllistak
lehetnek egy- vagy kétirdny, fejelemes vagy fejelem nélkiili listak, ez most nem lényeges a graf szempontjabdl.

e Iranyitott graf esetén, az éllistak listaelemei reprezentaljdk az éleket. Az élnek megfelel listaclemet abban
a listdban taroljuk, amelyik csticsbél kiindul az él, és a célesiics indexét eltdaroljuk a listaelemben. Tehat
az él megvaldsitdsa az i-edik listdban egy olyan listaelem, amelyben eltaroltuk j-t, mint az él célcsicsat.
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e Iranyitatlan graf esetén, egy élnek két listaelemet feleltetiink meg, azaz egy irdnyitott élt egy oda-vissza

mutatd, irdnyitott élparral valésitunk meg a korabban emlitett médon. Elsﬁlyozott graf esetén, az él
sulyét is a listaelemben fogjuk tarolni.
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Az éllistds dbrdzolds helyfoglaldsa irdnyitatlan gréfok esetén a csticsok szamdval (Adj tomb), illetve az élek
szédmdval (éllista-elemek szdma) ardnyos. Az elfoglalt memdria méretének nagysigrendje (n + e). Irdnyitott
grafok esetén az élek szamanak dupldjival kell szdmolnunk, igy (n + 2e)-vel ardnyos helyfoglaldshoz jutunk.
Mivel a memdriaigény az élek szdméval ardnyos, ezért az éllistds abrazolést ritka, illetve nem-siirti (mondhatndnk
‘normél’) grafok (e < n?) esetén szoktdk hasznélni, ugyanis sfiri graf esetén a szomszédsdgi matrixhoz képest
itt jelentkezik a listak lancoldsabdl szarmazé helyfoglalas is, a mutatok téroldsa révén.
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Szomszédsagi matrix

Legyen G = (V, E) véges graf, és n a csticsok széma. Ekkor a gréfot egy n x n-es métrixban abrézoljuk, ahol az
oszlopokat és a sorokat rendre a csicsokkal indexeljiik (ez leggyakrabban 1, ... ,n). Egy mez6ben akkor van
1-es, ha a hozza tartozo oszlop altal meghatarozott csics szomszédja a sor dltal meghatdrozott csicsnak.

1, ha(ij)eE
C[”]_{ 0, ha(i,j) ¢ E

Példa:

o110 01 152 153 - - 5x5
00 1 1 1 253 254 255
@ AX5 =10 0 0 1 0 o 34
000 0 0 :
000 1 0 54

Ha stlyozott a graf, akkor az élsulyokat (élkoltségeket) is el kell térolni. Ezt is a métrixon beliil oldjuk meg. A

sily valds szamokat vehet fel. Természetesen adddik, hogy ahol el6z0leg 1-est irtunk, azaz létezett az illetd él,
oda most irjuk be az él koltségét.

Két tovabbi eset maradt, a matrix féatldja, és az olyan mezok, amelyek esetén nem létezik él. Vezessiik be a
végtelen (00) élsulyt, és a nem létezd élek esetén a métrix megfeleld helyére irjunk oco-t. Egy ilyen ”élen” csak
végtelen nagy koltséggel tudunk végighaladni (tehdt nem tudunk).

A matrix f6atléjaba keriilnének a hurokélek koltségei, de ilyen értékeket nem alkalmazunk, mivel a legtobb
gyakorlati probléma lefrasara alkalmas egyszerii grafokra korldatozzuk. Az egyszerli grafok nem tartalmaznak

hurokéleket (valamint t6bbszoros éleket sem).

Elsﬁlyozott graf esetén a szomszédsagi matrix kitoltését a kovetkezd megdllapodds szerint végezziik:

0, hai=j
Cli,jl =4 c(i,j), ha(i,j)eFE
0, ha (i,j) € E

A miétrixos dbrazolas helyfoglaldsa mindig ugyanakkora, fiiggetlen az élek szamatdl, a matrix méretével n2-tel
aranyos. (Az n pontu teljes grafnak is ekkora a helyfoglaldsa.) A métrixos reprezentéciét slir(i grafok esetén
érdemes haszndlni, hogy ne legyen tul nagy a helypazarlas.

Szélességi bejaras

A G graf (irdnyftott/irdnyitatlan) s startcsicsédbdl a tavolsdg sorrendjében érjiik el a csicsokat. A legrovidebb
utak feszit6fajat adja meg, igy csak a tavolsdg szamit, a suly nem. A nyilvantartott csicsokat egy sor adatszer-
kezetben taroljuk, az aktudlis csiics gyerekeit a sorba tessziik. A kovetkezd csics pedig a sor legels6 eleme lesz.
A csicsok tavolsagat egy d, sziileiket egy m tombbe irjuk, és oo illetve 0 értékekkel inicializaljuk.

Az algoritmus:

1. Az s startcsicsot betessziik a sorba
2. A kovetkezo lépéseket addig ismételjilk, mig a sor iires nem lesz

e Kivessziik a sor legelsd (u) elemét

e Azokat a gyerekcstcsokat, melyeknek a tévolsdga nem oo figyelmen kiviill hagyjuk (ezeken mér
jartunk)

e A t6bbi gyerekre (v): bedllitjuk a sziilgjét (w[v] = u), a tédvolsdgat (d[v] = d[u] + 1), majd berakjuk
a sorba.
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Minimalis koltségii utak keresése

Dijkstra algoritmus

Egy G iranyitott, pozitiv élsilyokkal rendelkezé grafban keres s startcsicsbdél minimélis koltségli utakat minden
csucshoz.

Az algoritmus a szélességi bejards mddositott valtozata. Mivel itt egy hosszabb utnak lehet kisebb a koltsége,
mint egy rovidebbnek, egy mar megtalalt csicsot nem szabad figyelmen kiviil hagyni. Ezért minden cstcs ren-
delkezik harom &llapottal (nem elért, elért, kész). A d és m tomboket a szélességi bejarashoz hasonléan kezeljik.

A még nem kész csticsokat egy prioritasos sorba helyezziik, vagy minden esetben minimumkeresést alkalmazunk.

Az algoritmus:
1. Az s startcsics sulyat 0-ra allitjuk eltaroljuk
2. A t6bbi cstcs silyat oo-re allitjuk
3. A kovetkezd 1épéseket addig ismételjiik, mig a konténeriink iires nem lesz

e Kivessziik a sor legjobb (u) elemét, és "kész”-re allitjuk

e Ha egy gyerekesics (v) nem kész, és a jelenleg hozzdvezetd 1t stlya kisebb, mint az eddigi, akkor:
a sziilgjét u-ra allitjuk (w[v] = w), és a stlyét frissitjik (d[v] = d[u] + d(u,v)).

e A t6bbi cstcsot kihagyjuk.

A minimalis koltségili utak problém4sja (negativ élekkel)

A kezd&cstcsbdl elérheté negativ 6sszkoltségii koron nem léteznének legkisebb koltségli utak, mivel az illet
koron tetszolegesen sokszor végig menve az utak koltsége mindig tovabb csokkenthetd lenne.

Irdnyitatlan graf esetén, egy (u,v) negativ silyd irdnyitatlan élen oda-vissza haladva az 1t koltsége szintén
korlatlanul csokkenthetd lenne, azaz gy viselkedne, mint egy negativ 0sszkoltségli kor. Tekintsiik az iranyitas
nélkili élte tehat negativ Osszkoltségli, két élbol allé iranyitott kornek. Ez egybevag az abrazolds szintjén
megvaldsitott irdnyitatlan graffal, ahol egy iranyitatlan élt, egy oda-vissza irdnyitott élparral valdsitunk meg.
Tehat iranyitatlan graf esetén a megszoritasunk az, hogy egyaltalan ne tartalmazzon negativ silyt élt, mert az
negativ iranyitott kornek tekinthetd.

Bellman-Ford algoritmus

Minden csticsra, ha 1étezik legrovidebb 1t, akkor 1étezik egyszerli legrévidebb 1t is, mivel a kérok Gsszkoltsége
nem negativ, igy a kort elhagyva az Ut koltsége nem néhet. Egy n pontua grafban, a legnagyobb élszamu egyszerii
ut hossza legfeljebb n - 1 lehet.

A Bellman-Ford-algoritmus a Dijkstra algoritmusnal megismert kozelités miiveletét végzi, azaz egy csicson at a
szomszédba vezet6 él mentén vizsgalja, hogy az illet6 él része-e a legrovidebb ttnak, javitd él-e. Egy menetben
az Osszes élre megvizsgélja, hogy javité él-e vagy sem. Osszesen n - 1 menetet végez.

Vizsgaljunk meg egy p* = s ~» u legrovidebb utat. Minden menetben a p* minden élén végziink kozelitést. Le-
gyen v — w €l része p*-nak. Miutdn p* v-ig tart6 részutja p; ismertté valik, a kdvetkez6 menetben a pj is ismert
lesz, mivel az (v, w) éllel is végziink kozelitést. Azonban az élek feldolgozdsanak (kozelitésének) sorrendjére nem
tettiink semmilyen megkotést, igy csak azt tudjuk garantalni, hogy az els6 1épés utdn az 1 élszam legrovidebb
utak, a masodik 1épés utan a 2 élszamu legrovidebb utak, és igy tovabb, véalnak ismerté. Mivel a leghosszabb
egyszert ut n — 1 élszamu, ezért sziikséges lehet az n — 1 menet.
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Egy G élsulyozott (akar negativ) irdnyitott graf s startcsticsabdl keres minden élhez minimdlis koltségli uta-
kat, illetve felismeri, ha negativ koltségii kor van a grafban. A d és m tombdket az el6z6ekhez hasonléan kezeljiik.
Az algoritmus:
1. A startesics sulyat éllitsuk be 0-ra.

2. n — 1 iterdciéban menjiink végig az Gsszes csicson, és minden csicsot (u) vessiink Gssze minden cstcesal
(v). Ha olesébb utat talaltunk akkor v-be felilirjuk a stlyat (d[v] = dlu]+d(u,v)), és a sziildjét (n[v] = u).

3. Ha az n-edik iterdciéban is tortént modositas, negativ kor van a grafban

Minimalis koltségu feszit6fa keresése

A probléma megjelenése egy idOszakban, a villamositas éveiben elég gyakori volt. Ha egy teriilet villamositasat
kell megoldani a lehet6 legkisebb koltséggel, akkor a feladat minimélis Gsszkoltségli vezetékrendszer tervezése
megadott helységek kozott.

A modelliink legyen irdnyitas nélkiili, sulyozott graf, ahol a varosoknak megfeleltetjiik a graf pontjait, az éleknek
pedig a tervezett, két varost Osszekots villamos vezetéket. Az élek irdnyitas nélkiiliek az elektromos aram
irdnyitatlan tulajdonsdga miatt, és sulyozottak, ahol az élek koltségei legyenek a becsiilt épitési koltségek.
Legyen G(V, E) iranyitatlan graf.

e Részgraf: A G' = (V' E') gréf, G részgrdfja, haV' CV és E' C E és V(u,v) € E' :u,v € V.

e Feszitéfa: F = (V, E') 0sszefoggd, kormentes irdnyitatlangrafot G feszitéfdjinak nevezzik.
(F és G csicshalmaza azonos)

e Minimélis feszitéfa: F = (V, E’) feszit6fa minimédlis, ha G feszi{t6fai kozott az élek koltsége

c¢(H) = Z c(u,v)

(u,v)EE’
minimalis, azaz
C(F) = {c(H) | H feszit6faja G-nek}
Prim-algoritmus

Egy specidlis piros-kék algoritmus, amely minden 1épésben a kék szabalyt alkalmazza.

Kék szabdly: Valasszunk ki egy olyan ) # X C V csicshalmazt, amib&l nem vezet ki kék él.
Ez utan egy legkisebb sulyd X-bol kimend szintelen élt fessiink kékre.

Az algoritmus:
e Vilasszuk ki a graf egy tetsz6leges cstcsat, legyen ez egy egy cstcst fa. (kezdd X)
e Ameddig van a grafnak olyan cstcsa, amelyik nincs benne a faban, végezziik el a kovetkezoket:

o Vélasszuk ki a fa csicsai és a graf tobbi csiicsa kozott futé élek koziil a legkisebb sulyt.
min{(u,v) € E‘ ue X, v X, (u,v) €X}

o A kivélasztott él nem fabeli csicséat tegylik &t a faba az éllel egyiitt. (kékre festés)
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1. dbra. Prim algoritmus

Mélységi bejaras
A mélységi bejaras kidolgozasa felé lépve, megkiilonboztetjiik a csicsok statuszat. Erre tobb, szemléletében
kiilonb6z6 modszerrel taldlkozhatunk, amelyek végsé ugyanazt a célt érik el. Itt a szinezés eszkozével éliink és

hérom szint haszndlunk. Attdl fiiggéen szinezziik a csicsokat, hogy az illetd cstcsot illetéen a bejaras milyen

fazisban van.

Egy csics legyen fehér, ha még nem jutottunk el hozza a bejards sordn (kezdetben minden csics fehér).

Egy cstcs legyen sziirke, ha a bejaras soran mar elértiik a csicsot, de még nem allithatjuk, hogy az illet6 csticsbdl
elérhet6 Osszes csucsot meglatogattuk.

A cstcs legyen fekete, ha azt mondhatjuk, hogy az illet6 csticsbdl elérhet6 Osszes cstcsot mar meglatogattuk és

”o

visszamehetiink (vagy mér visszamentiink) az idevezetd it megel6z8 csticsara

A bejaras soran taroljuk el, hogy egy csicsot hanyadikként értiink el, azaz hanyadikként lett sziirke és taroljuk
el azt is, hogy hanyadikként fejeztiik be a cstics, és a beldle elérhetd csicsok bejarasat, azaz a cstics hanyadikként
lett fekete. Az emlitett szamokat nevezziik mélységi, illetve befejezési szamnak, amelyeket az abrdkon a csicsok
cimkéi alatt jelenitiink meg. (Alternativ széhaszndlat: belépési, illetve kilépési szdmok.) Utalunk arra, hogy
ezeknek a szamoknak lényeges szerep jut majd az élek osztalyozasanal.

A kovetkez6 dbrakon egy graf mélységi bejardsa ldthat6. A példdban szerepld grafon a csticsokbdl kimend élek
feldolgozasi sorrendje legyen a rakovetkez6 csiicsok cimkéje szerint névekedéen, vagyis alfabetikusan rendezett
(példéul a ldncolt dbrazoldsndl az éllista a cstcsok cimkéje szerint rendezett).

Nézziik az els6 abrat, amelyben a kezdOcsucs legyen az 1-es cstucs. Legyen kezdetben minden csics fehér,
és a mélységi és befejezési szamuk is legyen az extremadlis 0. A kezddcsicsot érjiik el elséként, tehat szinezziik
sziirkére, és a mélységi szamat allitsuk be 1-re.
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Az 1-es csticsbdl hdrom él vezet ki, de a kikotottiik, hogy az élek feldolgozasi sorrendje legyen a szomszéd csicsok
cimkéje szerint novekedden rendezett. Ekkor a 2-es csticsot érjiik el masodikként. Ezutan harmadikként a 4-es
csuics, majd negyedikként a 8-as csiics kovetkezik. Mivel a 8-as csticsnak egyaltaldn nincs szomszédja, bejarasat
befejeztiik és a csicsot feketére szinezziik. Mivel a bejards soran a 8-as cstcs lett elséként fekete, a befejezési

szama 1-es lesz.
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A bejards soran eddig megtett utunk < 1,2,4,8 >. Most menjiink vissza az utolsé elétti 4-es csicsra. Mivel a
4-es csucsnak sincs meg nem latogatott szomszédja, igy ennek csics bejardsat is befejeztiik; szinezziik a csicsot
feketére, és a bejdrasi szamat allitsuk 2-re.

Menjiink vissza a 2-es csicshoz. A 2-es csicsnak két olyan szomszédja is van, amelyet még nem latogattunk
meg. Lépjlink a kisebb cimkéjii csicsba.

Az 5-6s csics bejarasat harmadikként fejezziik be. A 2-es csicsbdl a bejarast a 6-os csics irdnyaba folytatjuk.
Tovabb haladva, hetedikként elérjiik a 9-es csiicsot. Nyolcadikként kovetkezik a 7-es cstics. Mivel a 3-as cstcs
még fehér, azt érjiik el kilencedikként
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A 3-as csticsbdl a 6-os cstucsba vezet €él, azonban a 6-os cstcsot mar bejartuk, a szine mar nem fehér, erre mar
nem folytatjuk a bejarast.

Mivel a 3-as csticsbol mar nem vezet €l fehér csicsba, igy a 3-as csics bejardsat is befejeztiik.

Visszamegyiink a 7-es csticsba, ahol a sorrendben kovetkezé él, a (7,8) mentén 14tjuk, hogy a 8-as cstics szine
mar fekete. Mivel a 7-es csticsnak nincs fehér szomszédja, igy 6todikként befejeztiik a bejdrasét.

A 9-es csicsnak a bejarasat is befejeztiik. Az tton ismét egy csiicesal visszamegyilink és befejezziik a 6-os
csucsot.

A 2-es csucsra lépve, lathatd, hogy minden kimend éle mentén mar préobalkoztunk, igy nyolcadikként azt is
elhagyjuk.
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A mélységi bejaras algoritmusa

Az el6z6 példaban gy kezdtiik a bejarast, hogy kijeloltiink egy kezddcestcsot, amelybél kiindulva térténetesen az
Osszes csucs elérheto volt mélységi bejarassal. Egy masik példaban el6fordulhatna, hogy lennének olyan csicsok,
amelyeket egyaltalan nem tudndnk elérni egy kivalasztott startcsicsbol. A kés6bbi alkalmazasok érdekében a
mélységi bejarast gy definidljuk, hogy az a graf minden pontjahoz eljusson.

Az algoritmus miikodésének nem feltétele egy kezd&esics megaddsa, azt az eljaras keretében magunk tetszélegesen
valasztjuk meg, kiviilrol nézve véletlen jelleggel. Miutan minden, ebbol elérhetd csicsot bejartunk, visszajutot-
tunk az emlitett kezdGpontba. Ha maradt olyan cstcs, amelyet a bejards nem ért el, azaz szine fehér maradt,
akkor valasztunk koziiliik egy kovetkez6t és abbdl kiindulva ujra elvégezziik a mélységi bejarast.

Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig van fehér csticsunk. Nyilvan minden ilyen menetben legaldbb egy csticsot
atszineziink feketére, tehat véges szamu menet utdn elfogynak a fehér cstucsok. Elegend6 a csicsok halmazén
egyszer végigmenni (a gyakorlatban a csticsok cimkéje szerinti névekedben), és ha egy csics szine fehér, akkor
onnan inditsunk egy bejarast.

A graf éleit a mélységi bejdrds kozben osztdlyozhatjuk. (Inicializdldskor minden értéket O-ra allitottunk)
o Faél: A kovetkez6 csiics mélységi szama = 0

e Visszaél: A kovetkez6 csucs mélységi szama > 0, és befejezési szdma = 0
(Tehat az aktudlis ut egy el6z6 csiicsdra kanyarodunk vissza)

o Keresztél: A kovetkezo cstiics mélységi szama > 0, és befejezési szama > 0, tovabba az aktudlis cstcs
mélységi szama > kovetkez6 csics mélységi szama.
(Ekkor egy az aktudlis csicsot megel6z6 csticsbdl induld, mér megtalalt itba mutaté éllel van dolgunk)

e Elbreél: A kovetkezd csiics mélységi szama > 0, és befejezési szdma > 0, tovabba az
aktualis cstics mélységi szama < kovetkezd csiics mélységi szama.
(Ekkor egy az aktudlis csicsbdl indulé, mar megtaldlt dtba mutaté éllel van dolgunk)
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DAG Topologikus rendezése

Alapfogalmak

e Topologikus rendezés Egy G(V, E) graf topologikus rendezése a csticsok olyan sorrendje, melyben
V(u — v) € E élre u elébb van a sorrendben, mint v

e DAG - Directed Acyclic Graph Iranyitott kormentes graf.
Legtobbszor munkafolyamatok irdnyitasara illetve fiiggdségek analizdldsara hasznaljak.

Tulajdonségok:

o Ha G gréafra a mélységi bejaréds visszaélt taldl (Azaz kort taldlt) = G nem DAG
o Ha G nem DAG (van benne kér) = Bérmely mélységi bejaras taldl visszaélt

o Ha G-nek van topologikus rendezések = G DAG

o Minden DAG topologikusan rendezheto.

DAG topologikus rendezése
Egy G graf mélységi bejarasa sordn tegyiik verembe azokat a csticsokat, melyekbdl visszaléptiink. Az algoritmus
utdn a verem tartalmat kiirva megkapjuk a graf egy topologikus rendezését.

Adattomoritések

Huffman-algoritmus

A Huffman-kédolds karakterek (jelek, betiik, szamjegyek) olyan kédoldsat jelenti, ahol az egyes karakterek-
hez rendelt kédok nem azonos hosszusdguiak (kiilonbozd szamu bitbél éllnak), igy a belélik alkotott széveg
hosszaban rovidithetévé valik. Ez a karakterek gyakorisdganak figyelembevételével torténik. Maga a kdédolds
egy moho stratégian alapszik, és az adattomoritésben igen hatékonyan hasznalhaté.

A kédolas sorén egy specialis adatszerkezetet (1ényegében egy bindris fat, amely most egyszerfien csak listaként
abrézolunk) épitiink fel 1épésrél-lépésre, a kivetkezd médon:

1. Kivélasztjuk a lista két legkisebb gyakorisdgi elemét, amely egy haromesicsd bindris fa két levele (olyan
cstcs, amelynek nincs gyereke) lesz (amelyeket a gyakorisdggal cimkézziik meg), majd ezekhez hozzdrendeliink
egy gyokeret, amelyet a két gyakorisag 0sszegével cimkéziink meg.

2. Ezutan a két vizsgdlt elemet kitoroljiik a listabol, és azok Gsszegét beszurjuk az érték szerinti megfelel6
helyre, hogy a lista rendezettsége megmaradjon.

3. Ezutan folytatjuk a miiveletet az 1. 1épésnél mindaddig, amig van elem a listaban.

Az igy felépitett adatszerkezetben a levelek az eredeti karaktereknek (illetve azok gyakorisdgénak) felelnek meg.

Az eredményiil kapott faban, minden cstics esetében cimkézziik meg 0-val a beléle kiindulé bal oldali élt, 1-gyel
pedig a jobb oldalit.

A gyokértol egy adott levélig egyetlen 1t halad. Ezen 1t éleihez rendelt 0 és 1 cimkéket sorrendben Gsszeolvas-
va, megkapjuk a levélhez rendelt karakter kodjat. Lathatd, hogy a gyakoribb karakterek kédja rovidebb, mig a
kevésbé gyakoribbaké hosszabb lesz.

Megjegyzés: Attdl fiiggden, hogy a binaris fa felépitésében egy adott 1épésben melyik elem keriil balra és melyik
jobbra, kiilonb6z6 eredményt kaphatunk, de ez nem befolyésolja a kapott kod hatékonysagat, illetve a megoldas
helyességét.
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Példa: Legyen a kovetkez6 6t betii, mely a megadott gyakorisidggal fordul el§ (mar névekvd sorrendben):

ORONONONO

Ekkor a redukcids 1épések a kovetkezdk:

0

)

PO

Tehat a kodszavak:

1

ONONONO

A | B|C D E
11 | 10 | 01 || 001 | 000
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LZW-algoritmus
Az LZW (Lempel-Ziv-Welch) egy veszteségmentes tomoritési algoritmus. A tomoritésnek a lényege, hogy egy
szotarat bévitiink folyamatosan, és az egyes kédolandoé szavakhoz szdtarindexeket rendeliink.

Kdédolas

A kédolas algoritmusa a kévetkezd 1épésekbdl all:
1. A szoétart inicializdljuk az Osszes 1 hosszu széval
2. Kikeressiik a szétarbdl a leghosszabb, jelenlegi inputtal sszeill6 W sztringet
3. W szotarindexét kiadjuk, és W-t eltavolitjuk az inputrol
4. A W sz6 és az input kovetkez6 szimbolumanak konkatendcidjat felvessziik a szétarba
5. A 2. 1épéstdl ismételjiik
Példa:

Bemenet: wabbawabba

S,,_a‘b‘wHwa‘ab‘bb‘ba‘aw‘wab‘bba‘
zotar:
vlefsffafsfe]7[s] 9 [10]
B[I-1], ha E +EjOZOS AN >2 Jelenlegi Kod Kimenet
Index B4 BlL1], ho K[I 1] = B AL > 2 B(1 {E+J, ha E+J ¢S {E haK#£oVJ=0
g, haE+JeS g, ha K=o
@, kiilonben
1 w
2 A a wa - 4 3
3 a b ab -5 1
4 b b bb - 6 2
5 b a ba - 7 2
6 a w aw - 8 1
7 A a
8 wa b wab - 9 4
9 b b
10 bb a bba - 10
(1Mo a 1

Kimenet: 31221461

Dekodolas

A dekddolds sordn is épiteniink kell a szétdrat. Ezt méar azonban csak a dekdédolt szoveg(rész) segitségével tudjuk
megtenni, mivel egy megkapott kéd dekddolt szava és az utdna 1év6 sz6 els6 karakterébél dll Ossze a szotar kdvetkezd

eleme.

Tehat a dekddolas 1épései:
1. Kikeressiik a kapott kédhoz tartozé szét a sz6térbdl (u), az output-ra rakjuk

2. Kikeressiik a kovetkezd szét (v) a sz6tdrbdl, az elsé szimbdlumét u-hoz konkatendlva a szétdrba rakjuk a kovetkezd

indexszel.
3. Amennyiben mar nincs kévetkez6 szd, dekddolunk, de nem irunk a szétarba.

Megtorténhet az az eset, hogy mégis kapunk olyan kédszét, mely még nincs benne a szétarban. Ez akkor fordulhat el6,
ha a kédolasnal az aktudalisan szétarba irt szé kovetkezik.
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Példa:

Szoveg: AAA
Szétar: A -1

Ekkor a kédoldsnal vessziik az elsé karaktert, a szétarbeli indexe 1, ezt kikiildjiik az outputra. A kovetkezd karakter
A, igy AA-t beirjuk a szétarba 2-es indexszel. Az els6 karaktert tordljiik az inputrdl. Addig olvasunk, mig szétarbeli
egyezést taldlunk, igy AA-t olvassuk (amit pont az el6bb raktunk be), ennek indexe 2, tehdt ezt kiildjik az outputra.

AA-t toroljik az inputrdl, és ezzel végeztiink is. Az output: 1,2

Dekédoljuk az 1,2 inputot! Jelenleg a szétdrban csak A van 1-es indexszel. Vegyiik az input els6 karakterét, az 1-et, ennek
szétarbeli megfeleléje A. Ezt tegyiik az outputra. A kovetkezd index a 2, de ilyen bejegyzés még nem szerepel a szétarban.

Ebben az esetben a dekddoldsndl, egy triikkkot vetliink be. A szétdrba irds pillanatdban még nem ismert a beirandé szé
utolsé karaktere (A példdban A-t taldltuk, de nem volt 2-es bejegyzés). Ekkor 7-et frunk a szétérba frandé szé utolsé
karakterének helyére. (Tehdt A7 - 2 kerill a szétdrba). De mostmér tudni lehet az 4j bejegyzés elsé betiijét ( A? - 2 az
4j bejegyzés, ennek els6 betiije A). Cseréljiikk le a 7-et erre a betiire. (Tehdt AA - 2 lesz a szétarban).

Példa:

Bemenet: 31221461

b
Szétar: a w
1123

Input | El6z6 | Kimenet Kéd K(’?d
(Sejtés) | (Teljes)

3 w w? -4
1 W a a’ -5 wa - 4
2 a b b? - 6 ab -5
2 b b b? -7 bb - 6
1 b a a’ -8 ba - 7
4 a wa wa? - 9 aw - 8
6 w bb bb? - 10 | wab -9
1 bb a bba - 10
1%

Kimenet: wabbawabba

Mintaillesztés

A mintaillesztés feladata az, hogy egy szovegben egy szovegminta (szovegrészlet, string) eléforduldsét vagy eléforduldsait
megkeressiik. A mintaillesztés elnevezés mellett taldlkozunk a stringkeresés elnevezéssel is.

A feladat dltaldnosithaté: valamely alaptipus feletti sorozatban keressiik egy mdsik (dltaldban joval révidebb) sorozat
eléforduldsait (példaul egy DNS lancban keresiink egy szakaszt).

A tovébbiakban egyszerisitjiik a feladatot a minta els el6forduldsdnak a megkeresésére, amelynek segitségével az Gsszes
eléfordulds megkaphaté. (Keressiik meg a minta elsd el6forduldsat, majd a hétralévs szovegben ismét keressiik az els6
eléfordulést stb.)

Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:
e Legyen H egy tetszdleges alaptipus feletti véges halmaz, a szdveg dbécéje.
e Legyen a széveg, amelyben a mintat keressiik: S[1...n] € H*, azaz egy n hosszi H feletti véges sorozat.
e Legyen a minta, amelyet keresiink a szovegben: S[1...m] € H*, egy m hosszi szintén a H feletti véges sorozat.

Tovabba, tegyiik fel, hogy S-en és M-en megengedett miivelet az indexelés, azaz hivatkozhatunk a széveg vagy a minta
egy i-edik elemére S[i] (i € [1...n]), M[i] (¢ € [1...m]).
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A targyalt algoritmusok némelyike lényeges mddositds nélkiil dtirhaté szekvencidlis féjlokra is (ahol az indexelés nem
megengedett), mig a més targyalt algoritmusok csak puffer haszndlatdval alkalmazhatdk a csak szekvencidlisan olvashaté

hosszabb szovegekre.

Az illeszkedés fogalma

Azt mondjuk, hogy

e az M minta a k + 1-dik pozicién illeszkedik az S szovegre (eléfordul a szévegben), vagy

e az M minta k eltoldssal illeszkedik S-re, illetve

e k érvényes eltolds,
ha

Sk+1---k+m]=M[l...m], azaz Vj€[l...m]:Slk+j]=M[j].
Tovabbé, az M mintdnak a (k + 1)-edik pozicién valé illeszkedése az M elsé eléforduldsa az S szovegben, ha
VieN,i€[0...k—1]:S[+1...i+m]#MI[1l...m].

Legyen példaul a szovegiink S=” ABBABCAB”, és a keresett minta pedig M="ABC”. A fenti definicié szerint az M
minta a 4-edik pozicién, k=3 eltoldssal illeszkedik az S szévegre (ABBABCAB).

Az egyszeri mintaillesztés algoritmusa

A stringkeresési feladat naiv megolddst nevezziik egyszer(i mintaillesztésnek. Ehhez egy a nyers erd (brute force) levén
miik6do algoritmushoz kénnyen eljuthatunk a mar tanult programozési tételekre valé visszavezetéssel.

Tekintsiik megengedett miiveletnek az S[k +1...k +m] = M[1...m] vizsgdlatot. Ennek a kifejezésnek az eredményét
megkaphatjuk karakterenkénti 6sszehasonlitdssal is, amelynek sordn a minta minden karakterét 6sszehasonlitjuk a szoveg-
darab megfelel6 karakterével; és ha az Osszes vizsgalt karakter egyezik, akkor a kifejezés értéke legyen igaz, kiilonben
hamis.

Az S[k+1...k+m] = M[1...m] vizsgdlat el6bb emlitett megvaldsitdsa javithatd, ha visszavezetjiik linedris keresésre,
amelynek sordn keressiik az elsd olyan j € N, j € [1...m] poziciét, amelyre S[k + j] # M|j].

Amennyiben nem taldlunk ilyen j poziciét, azaz Vj € N, j € [1...m] : S[k + j] = M[j], akkor az M illeszkedik S-re k
eltolassal, tehdt S[k+1...k+m] = M[1...m] vizsgélat eredménye legyen igaz, kiilonben pedig hamis. Ezt a megolddst

nevezziik az egyszerli mintaillesztés algoritmusanak, amely nem mas, mint egy linearis keresésbe dgyazott linearis keresés.

[ BF(S[1..n], M[1..m], k, u) J

kj:i=0,1

k<n-maAj<m

S[k + 11 = MIj]

j=j+l ki=k+1

jr=1

u:=(k<nm)

2. dbra. Az egyszer(i mintaillesztés algoritmusa

Miiveletigény

A legjobb esetben a minta elsé karaktere egyaltaldn nem szerepel a szévegben, igy minden k eltoldsndl mar j = 1 esetben
mindig elromlik az illeszkedés. Tehat minden eltoldsndl csak egy Gsszehasonlitas torténik, igy az 6sszehasonlitdsok szama
megegyezik az eltoldsok szamaval, (n —m + 1)-gyel. Azaz MO(n, m)=n—-m-+1=0(n)

A legkedvezGtlenebb esethez akkor jutunk, ha minden eltoldsandl csak a minta utolsé karakterénél romlik el az illeszkedés.
Ekkor minden eltolasnal m 6sszehasonlitdst végziink, igy a miiveletigény az eltoldsok szamanak m-szeresével jellemezheto.
Azaz MO(n,m) = (n —m + 1) xm = O(n * m)
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Szekvencidlis sorozatokra, fijlokra valé alkalmazhatésag

A gyakorlatban az altalunk szovegnek nevezett sorozat nem egyszer igen nagyméretii is lehet, emiatt csak olyan szekven-
cidlis formaban all rendelkezésiinkre, amelyen az indexelés nem megengedett miivelet. Hasznos lehet annak vizsgélata,
hogy az ismertetett algoritmust mennyire egyszerii dtirni szekvencidlis sorozatokra, illetve féjlokra. Az egyszerii mintail-
leszt6 algoritmus szekvencidlis sorozatokra torténé atirdsandl kénytelenek vagyunk puffert hasznalni, mivel a sz6vegben
idénként vissza kell "ugrani” (akkor, ha az illeszkedés nem a minta elsé karakterénél romlik el).

Knuth-Morris-Pratt algoritmus

A nyers erét hasznalé egyszerii mintaillesztés miiveletigénye legrosszabb esetben n x m-es volt. A Knuth-Morris-Pratt
algoritmus (KMP-vel réviditjik) egyike azon mintaillesztd eljardsoknak, amelyek iigyes észrevételek és mélyebb megfon-
toldsok alapjan hatékonyabb mddon oldjak meg az stringkeresés feladatat.

A[B]A|B|[A[B]A]C]
AlB]A|[BJ]A]C
AlB]J]A]lB[A]C]

3. dbra. KMP algoritmus tobb karakter tolds estén

Az ugréas megéllapitasit a kovetkez8képp tesszitk: Az eddig megvizsgélt egyezd mintarész elején (prefix) és végén (suffix)
olyan kartersorozatot keresiink, melyek megegyeznek. Ha taldlunk ilyet, akkor a mintat annyival tolhatjuk, hogy az
elején 1év6 része réilleszkedjen a végén levore.

Azt, hogy ez egyes esetekben mekkorat tolhatunk nem kell minden elromlés alkalméval vizsgdlni. Ha a mintara énmagéval
lefuttatjuk az algoritmus egy médositott valtozatdt (4. dbra), kitolthetiink egy tombot, mely alapjdn a toldsokat végezni
fogjuk.

[ initnext(M[1..m], next[1..m-1]) J

|

i,j, next{1]:=1,0,0

i<m-1

Mli+1)=M[j+1]

Lf=i+ld,j+1 j=0

i=i+1
next[i] :=j j = next[j]
next[i] :=0

4. abra. KMP tolasokat szabélyzé tomb kitoltése

Az algoritmus (Id 5. dbra):

Két indexet i és j futtatunk a szovegen illetve a mintén.

Ha az i 4+ 1-edik és j + 1-edik karakterek megegyeznek, akkor léptetjiik mind a kettét.

e Ha nem egyeznek meg, akkor:

o Ha a minta els§ elemét vizsgaltuk, akkor egyet tolunk a mintdn, magyarul a minta indexe marad az els6
betlin, és a szdvegben 1évé indexet néveljik eggyel (i =i+ 1)

o Ha nem a minta els6 elemét vizsgaltuk, akkor annyit tolunk, amennyit szabad. Ez azt jelenti, hogy csak a
mintdn 1évé indexet helyezziik egy kisebb helyre (j = next[j])

Addig megyilink, mig vagy a minta, vagy a szoveg végére nem ériink. Ha a minta végére értiink, akkor megtalaltuk
a mintat a szovegben, ha a szoveg végére értiink, akkor pedig nem.
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[ KMP(S[1..n], M[1..m], k, u) ]

initnext(M[1..m], next[1..m-1])

i,ji=0,0

i<mAj<m

S[li+1]=M[j+1]

Lf=i+1,f+1

j=m

k, u:=i-m, true u:=false

5. dbra. KMP algoritmus

Boyer-Moore — Quick search algoritmus

Mig a KMP algoritmus az elromlés helye el6tti rész alapjdn dontott a toldsrdl, addig a QS a minta utdni karakter alapjén.
Tehat elromlas esetén:

e Ha a minta uténi karakter benne van a mintédban, akkor jobbrdl az els§ eléforduldsara illesztjiik. (6. dbra)

A B

A C|D""
A |A |C
A

A
B
A

CcC |B
cC |D
C |B

c D |

6. dbra. QS - eltolds ha a minta utdni karakter benne van a mintdban

e Ha a minta utdni karakter nincs benne a mintdban, akkor a mintdt ezen karakter utdn illesztjik. (7. dbra)

X ‘D|

A B |A A
A A |C |B

C
C

B
D

(A JAafc B [c|D |

7. dbra. QS - eltolas ha a minta utédni karakter nincs benne a mintdban

Az eltolas kiszamitdsat megint eld lehet segiteni egy tombbel, most azonban, mivel nem a minta az érdekes, és nem
tudjuk pontosan mely karakterek szerepelnek a szovegben, igy a tombbe az egész abc-t fel kell venniink (8. 4bra)

initshift(M[1..m], shift['a’..’z']) ]

|

forx:='a" to'z

shift[x] =m+1

forji:i=1tom

shiftiM[l]l =m-j+1

8. dbra. QS - Az eltoldst el8segitd tomb (Shift['a’...'7']) konstrudldsa

Az algoritmus (1d. 9. 4bra):

o Két indexet k és j futtatunk a szovegen illetve a mintédn.
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e Ha a szoveg k + j-edik eleme megegyezik a minta j-edik karakterével, akkor léptetjik j-t (mivel a szévegben
k + j-edik elemet nézzik, igy elég j-t novelni).

e Ha nem egyeznek meg, akkor:

o Ha a minta mér a szoveg végén van (k = n — m), akkor csak noveljiik k-t eggyel, ami hamissa teszi a ciklus
feltételt.

o Ha még nem vagyunk a szoveg végén k-t toljuk annyival, amennyivel lehet (ezt az el6re bedllitott Shift tomb
hatdrozza meg). Es a j-t visszadllitjuk 1-re.

e Addig megyiink, mig vagy a minta végére ériink j-vel, vagy a mintdt tovabbtoltuk a széveg végénél. Elébbi esetben
egyezést talaltunk, mig az utébbiban nem.

l Qs(S[1..n], M[1..m], k, u) J

I

initshift(M[1..m], shift['a’..’z’])

k,j=0,1

ksn-ma j<m

Slk +j1 =Ml

k=n-m

f=j+1 k =k + shift[S[k + m + 1]]
k:i=k+1

ji=1

u:=(k<n-m)

9. dbra. QS

Rabin-Karp algoritmus

A Rabin-Karp algoritmus lényege, hogy minden bet{ihoz az dbécébél egy szamjegyet rendeliink, és a keresést szdmok
Osszehasonlitdsaval végezziik. Vildgos, hogy ehhez egy dbécé méretnek megfelel6 szamrendszerre lesz sziikségiink. A
sz6vegbdl mindig a minta hosszaval egyezd részeket szellink ki, és ezeket hasonlitjuk Gssze.

Példa:
Minta: BBAC — 1102
Szoveg: DACABBAC — 30201102, amibdl a kovetkezd szamokat allitjuk elé: 3020, 0201, 2011, 0110, 1102

A fent l4thaté szeletek lesznek az s;-k.

Az algoritmus miikodéséhez azonban szdmos apré Otletet alkalmazunk:

1. A minta szdmokksd alakitdsat Horner-mddszer segitségével végezziik.
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Horner{ M[1...m]}

w=x*d + ord( M[i] )

10. dbra. RK - Horner-mddszer

Az ord() fuggvény az egyes betiiknek megfeleld szdmot adja vissza. A d a szdmrendszer alapszdma.

. A szoveg mintdval megegyezd hosszui szeleteinek (s;) eléllitdsa:

so-t a Horner-mdédszerrel ki tudjuk szamolni. Ezek utan s;y1 a kévetkezdképp szdmolandé:
siv1 = (si — ord(S[i]) -d™ ") - d + ord(S[i + 1])

Magyardzat: s; elejérdl levdgjuk az elsd szdmjegyet (si—ord(S[i))-d™ '), majd a maradékot eltoljuk egy helyiértékkel
(szorzds d-vel), végiil az utolsd helyiértékre beirjuk a kévetkezd betinek megfeleld szdmgjegyet (+ord(S[i + 1]))
Példa:

Az el8z8 példa szovegével és mintdjaval (d = 10 elemil dbécé és m = 4 hosszi minta):

s0 = 3020, ekkor: so+1 = s1 = (3020 — ord(D) - 10*) - 10 + ord(B) = (3020 — 3000) - 10 + 1 = 0201

Felmeriilhet a kérdés, hogy az ilyen magas alapszdmu szdmrendszerek nem okoznak-e gondot az dbrazolasnal? A
kérdés jogos. Vegyiik a kovetkezd életszerit példat:

4 béjton &brazoljuk a szdmainkat (232). Az abc legyen 32 elemi (d = 32), a minta 8 hosszii (m = 8). Ekkor a
d™ ! kiszémitdsa: 327 = (2°)7 = 2% | ami mdr nem dbrézolhaté 4 béjton.

Ennek kikiisz6bolésére vezessilink be egy nagy p primet, melyre d - p még dbrazolhatd. Es a miiveleteket szamoljuk
mod p. Ekkor természetesen a kongruencia miatt lesz olyan eset, amikor az algoritmus egyezést mutat, mikor
valéjdban nincs. Ez nem okoz gondot, mivel ilyen esetben karakterenkénti egyezést vizsgdlva ezt a problémat
kezelni tudjuk. (Forditott eset nem fordul el§ tehdt nem lesz olyan eset, mikor karakterenkénti egyezés van, de
numerikus nincs). [Ha p kelléen nagy, a jelenség nagyon ritkédn fordul elé.]

A mod p szamitds egy méasik problémat is felvet. Ugyanis a kivonas alkalmédval negativ szamokat is kaphatunk.
Péld4ul: Legyen p = 7, ekkor, ha ord(S[i]) = 9, akkor el6z8 szamitds utdn s; = 2..., de ebbdl ord(S[i]) - d™ * =
9-10% = 9000-et vonunk ki negativ szamot kapunk.

Megoldésként s;y1-et két 1épésben szamoljuk:
s:=(si+d-p—ord(S[])-d™") modp

Sity1:=(s-d+ord(S[i+1])) mod p

A fentiek alapjén az algoritmus a kovetkezd (1d. 11. dbra)

1.

2
3.
4

Kiszamoljuk d™ *-et (dm1)

. Egy iterdciéban meghatdrozzuk Horner-mddszerrel a minta szamait (z) és so-t

Ellenérizziik, hogy egyeznek-e

. Addig szdmolgatjuk s; értékét mig a minta nem egyezik s;-vel, vagy a minta a szoveg végére nem ért.
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RK(S[1..n], M[1..m], u) ]

dml:=1

forj:=1tom-1

dm1 = (dm1 * d) mod p

x,5:=0,0

forji=1tom

x = (x*d + ord(M([j])) mod p

s :=(s*d + ord(S[j])) mod p

ui=(x=s a M[1.m]=S5[1..m])

fori:=1ton-ma -u

s = (s +d*p—ord(S[i])*dm1) mod p

s :=(s*d + ord(S[i+m])) mod p

u:=(x=s A M[1..m] = S[i+1..i+m])

11. dbra. RK

dm1, a (d™!) mod p
hatvdny értékét tdrolé
valtozo kiszamitdsa

M[1..m] és S[1..m]-nek
megfelels egész egész
szamok kiszamitdsa

Az elsd szelet vizsgdlata

si1 kiszdmitdsa

Az i+1-dik szelet vizsgdlata

ELTE-IK
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14. tétel



