ELTE IK - Programtervezd Informatikus BSc
Zarovizsga tételek

14. Alapvetd algoritmusok

Alapvetd algoritmusok és adatszerkezetek

Fiiggvények aszimptotikus viselkedése, algoritmusok hatékonysaga. Osszehasonlité rendezések (besziird, dssze-
fesiils, gyors- és kupacrendezés), maximalis miveletigény also korlatja. Rendezés linearis idében (bucket, leszamlalo
és radix rendezés). Adattomorités (naiv, Huffman, LZW). Mintaillesztés (brute-force, quicksearch, KMP).

1 Figgvények aszimptotikus viselkedése, algoritmusok hatékonysaga

TODO

2 Osszehasonlité rendezd algoritmusok (buborék és besziuréd rendezés,

ill. verseny, kupac, gyors és 0sszefésiil6é rendezés)
Buborék- és beszir6 rendezés klasszikusak, n?-es miiveletigénytiek, a tobbi hatékony, n log(n)-es idejiek.

2.1 Buborékrendezés

A legnagyobb értéket cserékkel a végéig felbuborékozza, ezt minden ciklus végén elhagyjuk. A gyakorlatban nem

hasznaljak.

Buborékrendezés(A[1..n])

forj=nto 2 by -1

fori=1to j-1

Alil = Ali+1]
I M

SKIP | cserefAll], Ali+1])

Figure 1: Buborékrendezés

2.2 Beszur) rendezés

Kis n-re (kb 30) ez a rendezés a legjobb.

Itt az elemmozgatas mindig 1 értékadas (buborékrendezésnél a csere 3 értékadas). Listara is implementélni lehet,
ez esetben a pointereket allitjuk at, az elemek helyben maradnak.

Al[l..j] rendezett, j = 1..n.
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Beszurorend{A[1.n])

j= 1.n-1

w=A[j+1].i=j

iz=1&&Af]=w

Afi+1] = A[i]

Ali+l] =w

Figure 2: Beszurd rendezés

2.3 Versenyrendezés

Gyakorlatban nem hasznaljak.

Teljes binaris fa az alapja, egy versenyfa. Szintfolytonosan &dbrazoljuk t6mbdsen.

1. A versenyfa kitoltése (a verseny lejatszasa). Maximum a gyokérben, ennek kiirdsa az outputra.
2. (n — 1)-szer

a) gyokérben szerepl6 maximalis elem helyének megkeresése a levélszinten és —oo irdsa a helyére

b) az egészet jrajatsszuk (azt az agat, ahol volt) — 2. legjobb feljut a gyokérbe
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Versenyrend(A[l1..2n-1])

VFaKitolt(A[1.2n-1])

Write(A[1])

i=1l.n-1

VFaMax(A[1.2n-1])

Write{A[1])

VEaKitolt(A[1..2n-1])

j=n-1.1

Afl] = max{A[2]], A[2j+1]}

VFaMax(A[1..2n-1])

ji=1

j==mn-1

Afi] = A[21]

i=2j | j=2j+1

A[j] = -wégtelen

j=jdiv2

j>=1

All] = max{A[2]], A[2j+1]}

j=jdiv2

2.4 Kupacrendezés

Figure 3: Versenyrendezés

1. Kezd§ kupac kialakitasa. Rendezetlen input tombbdl tartalmi invaridnst készitiink, ami méar kupac struk-

tardju. Elv: cserékkel lesiillyesztjiik az elemet a nagyobb gyerek iranyéba, ha kisebb a nagyobbik gyereknél.

A siillyesztés eljuthat ahhoz a csicshoz, amelynek nincs jobb gyereke.

2. (n — 1)-szer

a) gyokérelem és az alsé szint jobb szélsG (=utolso) aktiv elemének cseréje, és a csere utan lekeriilt elem

inaktivva tétele

b) a gyokérbe keriilt elem siillyesztése az aktiv kupacon

Kezdokupac(A[1..n])

j=(ndiv2) .l

Silly(A[1.n].}, n)

Siilly(A[1.n], u, v)

1=igaz

18& 2u<=v

2usls v || Af2u] > A[2u+1]

ir=2u | ir=2u+1

Alu] == Afir]

1=hamis | Csere(A[u], A[ir])

u=ir

Kupacrend(A[1..n])

Kezdokupac(A[1l.n])

k=n.2

Csere(A[1]. A[K])

Silly(A[1.n], 1, k-1)

Figure 4: Kupacrendezés

A kezdSkupac kialakitasanal, és a ciklus kozben a siillyesztés modja kicsit kiillonbozik, hiszen az els esetben

a véltozo elem siillyed le a teljes kupacon, a mésodikban a gyokér siillyed az aktiv kupacon. A képen lathatod

algoritmus mindkét miveletet teljesiti.
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2.5 Gyorsrendezés

Elve: véletleniil valasztunk egy elemet. A nala kisebb elemeket téle balra, a nagyobbakat jobbra rakjuk, az elemet

berakjuk a két rész kozé. Rekurziv algoritmus.

Helyrevisz{A[1..n]. u, v, k)

i=utlj=v

i==j

iw=j & Afi] < Au]

i=i+l

ie=j&& Afu] = Afj]

i=i-1
i<j
| N
GyorsRend(A[1.n], u, v) Csere(A[il. AG])
u==v i=i+1 =
: z J=g
Helyrevisz(uxk)

= GyorsRend(A[1.n], u, k-1)

GyorsRend(A[1.n], k+1,v)

Figure 5: Gyorsrendezés

2.6 Osszefésiilé rendezés

Alapja: 2 rendezett sorozat Osszefésiilése. Ezt alkalmazhatjuk feliilrdl lefelé (rekurziv) vagy alulrdl felfelé (iterativ),

ez utébbit szekvencialis fajloknal.

OfRend(A[1.n], u, v)

u==v

h = (u+v) div 2

OfRend(A[1.n], u, h)

OffRend(A[1.n]. h+1,v)

Osszefesul(Alu.h), Alh+1.5], Afuv])

Figure 6: Osszefésiil6 rendezés



PTI BSc Zdrdvizsga tételek 14. Alapvet$ algoritmusok

3 A miiveletigény als6 korlatja osszehasonlité rendezésekre

3.1 Miiveletigény

Kijeloljiik a dominans miiveleteket, és az n inputmeéret fliggvényében hanyszor hajtédnak végre, ezt nézziik. Jelolés
altalanosan T'(n), de lehet konkrétan is, pl Cs(n) [csere]. mT'(n) a minimalis miveletigény, MT'(n) a maximalis

és AT (n) az atlagos.
O : nagyséagrendileg azonos, két konstans kézé beszorithatd
O : nagysagrendi fels6 becslés, o: nincs megengedve az egyenléség

Q : nagysagrendi als6 becslés, w: nincs megengedve az egyenlGség

3.2 Alsdékorlat

Példaul: n elem maximumkivalasztésa legalabb (n — 1) Gsszehasonlitéast igényel. Bizonyitdsa: Ha ennél kevesebb
Osszehasonlités lenne, akkor legaldbb 1 elem kimaradt, és ezzel ellentmondasba keriilhetiink.

Déntési fa: Algoritmus n méreti inputra. Kiegyenesednek a ciklusok véges hosszi lancca, a végrehajtas nyoma
egy fa strukturat ad. Tokéletes fa: minden bels6 pontnak 2 gyereke van. Ennél az algoritmusnal nincs jobb, mert

2m(t) > nl Hsszehasonlito rendezés esetén, n! input.

3.3 Alsokorlat legrosszabb esetben

Tétel: MOg(n) = Q(nlogn) A legkedvezstlenebb permutaciora legalabb nlogn Osszehasonlitas. Bizonyitas:
log, n! < nlogyn = Q(nlogn), és MOg(n) = h(t) > logy n! (lemma miatt) = MOg(n) = Q(nlogn).

3.4 Alsokorlat atlagos esetben

Legyen minden input egyformén valészinti (%)

AOg(n) = % > peperm(n) OR(P), és kénnyi belatni, hogy >°, Or(p) = lhsum(h(tr(n))) [levél-magassag-Osszeg].
Lemma: Az n! levelet tartalmazo tokeéletes fak koziil azokra a legkisebb az lhsum(h(tg(n))) érték, amelyek majd-
nem teljesek.

Tétel: AOgr(n) = Q(nlogn).

4 Rendezés linearis idében (bucket-, leszamlalé- és radix rendezés)

TODO

5 Adattomoritések

5.1 Naiv adattOomorités

TODO

5.2 Huffman-algoritmus

A Huffman-algoritmussal valé tomorités lényege, hogy a gyakrabban el6fordulé elemeket (karaktereket) révidebb,
mig a ritkdbban el6fordulokar hosszabb koédszavakkal kodoljuk.

Ehhez tisztaban kell lenniink az egyes karakterek gyakorisagaval (vagy relativ gyakorisdgaval). Ezek alapjan egy
un. Huffman-fat épitiink, melyben az éleket a kod betiivel cimkézziik, a fa levelein a kodolando bettik helyezkednek

el, a gyokérbdl a levelekig vezet6 at cimkéi alapjan rajuk Gssze a kédszavakat.

Az algoritmus (spec. binaris Huffman fara):
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1. A kodolandd szimbolumokat gyakorisdgaik alapjan sorba rendezziik.
2. A kovetkezd redukeios lépéseket addig hajtjuk végre, mig egy csoportunk marad.

3. Kivalasztjuk az utolsé két elemet (legritkdbb), 6sszevonjuk Gket egy 1) csoportba, és ennek a csoportnak a

gyakorisaga a gyakorisdgok Osszege lesz.
4. A csoportot visszahelyezziik a rendezett sorba (gyakorisig alapjan rendezve).

5. A csoportbol 1j csiicsot képeziink, mely csiics az 6t alkotd két elem sziilGje lesz.

Példa:
Legyen a kovetkezd 5 beti, mely a megadott gyakorisaggal fordul eld:

A|B|C|D]|E
514131211

Ekkor a redukcios 1épések a kovetkezdk:

AlB|C|DE
5(4(3| 3

A,B,CD,E

A huffman-fa a XY. abran lathato.

ABCDE

1
Y

@
olo

Figure 7: Huffman-fa példa

Tehat a kodszavak:
A|B|C D E

00 | 01 | 10 | 110 | 111

5.3 LZW-algoritmus

Az LZW (Lempel-Ziv-Welch) tomoritésnek a lényege, hogy egy szotarat bévitiink folyamatosan, és az egyes ko-

dolandé6 szavakhoz szotarindexeket rendeliink.
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Kodolas

A kodolas algoritmusa a kovetkezd 1épésekbdl all:

1. A szétart inicializéljuk az Gsszes 1 hosszu szdval

2. Kikeressiik a szotarbol a leghosszabb, jelenlegi inputtal 6sszeillé W sztringet

3. W szoétarindexét kiadjuk, és W-t eltavolitjuk az inputrél

4. A W sz6 és az input kovetkezs szimbolumanak konkatenacidjat felvessziik a szotarba
5

. A 2. lépéstol ismételjiik

Dekodolas

6

6.1

A dekddolas soran is épiteniink kell a szotarat. Ezt méar azonban csak a dekédolt szoveg(rész) segitségével
tudjuk megtenni, mivel egy megkapott kod dekddolt szava és az utédna 1évs sz6 els6 karakterébdl all Gssze a

szotar kovetkezo eleme.

Tehat a dekddolés 1épései:

1. Kikeressiik a kapott kodhoz tartozé szot a szotarbol (u), az output-ra rakjuk

2. Kikeressiik a kovetkezs szot (v) a szotarbol, az els6 szimbolumét u-hoz konkatenalva a szotarba rakjuk

a kovetkezd indexszel.

3. Amennyiben méar nincs kovetkezs sz6, dekddolunk, de nem irunk a szotarba.

Megtorténhet az az eset, hogy mégis kapunk olyan kédszdét, mely még nincs benne a szétarban. Ez akkor

fordulhat el6, ha a kédolasnal az aktuélisan szétarba irt szé kovetkezik.

Példa:

Szoveg: AAA
Szotar: A -1

Ekkor a kodolasnal vessziik az els6 karaktert, a szotarbeli indexe 1, ezt kikiildjiik az outputra. A kovetkezd
karakter A, igy AA-t beirjuk a szétarba 2-es indexszel. Az els6 karaktert toroljiik az inputrél. Addig olvasunk,
mig szotarbeli egyezést talalunk, igy AA-t olvassuk (amit pont az el6bb raktunk be), ennek indexe 2, tehat

ezt kiildjik az outputra. AA-t tor6ljiik az inputrol, és ezzel végeztiink is. Az output: 1,2

Dekodoljuk az 1,2 inputot! Jelenleg a szotarban csak A van 1-es indexszel. Vegyiik az input els§ karakterét,
az l-et, ennek szotarbeli megfelelGje A. Ezt tegyiik az outputra. A kovetkezd index a 2, de ilyen bejegyzés

még nem szerepel a szétérban.

Ebben az esetben a dekodolasnal, egy triikkst vetiink be. A szotarba iras pillanatdban még nem ismert a
beirand6 sz6 utols6 karaktere (A példaban A-t talaltuk, de nem volt 2-es bejegyzés). Ekkor 7-et irunk a
szotarba irando szo utolsé karakterének helyére. (Tehat A? - 2 keriil a szotarba). De mostmar tudni lehet
az Uj bejegyzés elsé bettdjét ( A? - 2 az 1j bejegyzés, ennek elss betiije A). Cseréljiik le a ?-et erre a betiire.
(Tehat AA - 2 lesz a szotarban).

Mintaillesztés

Brute-force mintaillesztés

TODO
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6.2 Knuth-Morris-Pratt algoritmus

A Knuth-Morris-Pratt eljarasnak a Brute-Force (hasonlitsuk Ossze, toljunk egyet, stb..) modszerrel szemben az az
elénye, hogy egyes esetekben, ha a mintdban vannak ismétl6ds elemek, akkor egy tolasnal akir tobb karakternyit

is ugorhatunk.

AlcC]-

A
A|B|A
A

wo|m

AlB
AlC
A|B

AlcC]

Figure 8: KMP algoritmus tobb karakter tolds estén

Az ugras megallapitasat a kovetkezSképp tesszitk: Az eddig megvizsgalt egyezd mintarész elején (prefix) és
végén (suffix) olyan kartersorozatot keresiink, melyek megegyeznek. Ha talalunk ilyet, akkor a mintat annyival
tolhatjuk, hogy az elején 1évé része railleszkedjen a végén levére.

Azt hogy ez egyes esetekben mekkorat tolhatunk nem kell minden elromlas alkalmaval vizsgalni. Ha a mintéara
onmagaval lefuttatjuk az algoritmus egy modositott valtozatat (9. abra), kitolthetiink egy t6mbot, mely alapjan

a tolasokat végezni fogjuk.

InitNext( M[1...m], next(1..m-1] )
i,j, next(11:=1,0,0
i=m-1
Mi+1] = M[+1]
[ N
i=i+1 1=0
ikl | N
nedlil = | j-=j+ j = next]
nexfi] =0

Figure 9: KMP tolasokat szabalyzo6 tomb kitdltése

Az algoritmus (1d 10. abra):

e Két indexet i és j futtatunk a szévegen illetve a mintan.

e Ha az i + 1-edik és j + 1-edik karakterek megegyeznek, akkor 1éptetjiik mind a kett&t.
e Ha nem egyeznek meg, akkor:

— Ha a minta elsg elemét vizsgaltuk, akkor egyet tolunk a mintan, magyarul a minta indexe marad az els6
bettin, és a szbvegben 1évs indexet noveljik eggyel (i =i+ 1)
— Ha nem a minta els6 elemét vizsgaltuk, akkor annyit tolunk, amennyit szabad. Ez azt jelenti, hogy csak

a mintan 1évs indexet helyezziik egy kisebb helyre (j = next[j])

e Addig megyiink, mig vagy a minta, vagy a szoveg végére nem ériink. Ha a minta végére értiink, akkor

megtalaltuk a mintat a szovegben, ha a szoveg végére értiink, akkor pedig nem.
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KMP{ 5[1...n], M[1..m], k, 1}
InitMext( M[1..m], nex[1..m-1])
i=0,j)=0
i=ntj=m

Sli+1] = M[j+1]
| M
=i+ =0
e I ]
j=M
i=i+1 | = nexf]
J=m
| ]
|:=true, k:=i-m | |:=false

Figure 10: KMP algoritmus

6.3 Boyer-Moore | Quick search algoritmus

Mig a KMP algoritmus az elromlés helye el6tti rész alapjan dontott a tolasrol, addig a QS a minta uténi karakter

alapjan. Tehat elromlas esetén:
e Ha a minta utani karakter benne van a mintaban, akkor jobbrél az els6 el6fordulasara illesztjiik. (11. abra)

A |B C [D -

A
A A |C
A

C | B
c |D
C |B

A
B
A

Cc |[D ]

Figure 11: QS - eltolas ha a minta utani karakter benne van a mintaban

e Ha a minta uténi karakter nincs benne a mintaban, akkor a mintat ezen karakter utén illesztjiik. (12. abra)

A|BJA[A]Jc B [X [D |-
A[A]c[B |Cc |D
(A [a Cc B |C]|D|

Figure 12: QS - eltolas ha a minta utani karakter nincs benne a mintédban

Az eltolas kiszamitasat megint elG lehet segiteni egy tombbel, most azonban, mivel nem a minta az érdekes, és
nem tudjuk pontosan mely karakterek szerepelnek a szoévegben, igy a tombbe az egész abe-t fel kell venniink (13.

abra)
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InitShift{ M[1...m], Shift['a’.."z'] }

foreachxinH

Shiftfx] .= m+1

j=1.m

Shitf M[]]:=m - j+1

Figure 13: QS - Az eltolast elGsegits tomb (Shift['a’...’z']) konstrualasa

Az algoritmus (1d. 14. abra):
e Két indexet k és j futtatunk a szovegen illetve a mintan.

e Ha a szoveg k + j-edik eleme megegyezik a minta j-edik karakterével, akkor léptetjiik j-t (mivel a szévegben
k + j-edik elemet nézziik, igy elég j-t novelni).

e Ha nem egyeznek meg, akkor:

— Ha a minta mar a szoveg végén van (k = n — m), akkor csak noveljiik k-t eggyel, ami hamissa teszi a
ciklus feltételt.

— Ha még nem vagyunk a szoveg végén k-t toljuk annyival, amennyivel lehet (ezt az elére beallitott Shift

tomb hatarozza meg). Es a j-t visszaallitjuk 1-re.

e Addig megyiink, mig vagy a minta végére ériink j-vel, vagy a mintat tovabbtoltuk a széveg végénél. ElSbbi
esetben egyezést talaltunk, mig az utébbiban nem.

Q3( S[1...n], M[1...m], K, u}

Initghift( M, Shifty

k=0,]=1

k==n-m"j==m

B[ k+H]=M[]]

j=j+ k=n-m

| M

ki=k+1 | k:=k+3hiftf S[k+m+1]]

j=1

u=(k==n-m)

Figure 14: QS

6.4 Rabin-Karp algoritmus

A Rabin-Karp algoritmus lényege, hogy minden betiihoz az &dbécébdl egy szamjegyet rendeliink, és a keresést

szamok Osszehasonlitasaval végezziik. Vilagos, hogy ehhez egy dbécé méretnek megfelel§ szamrendszerre lesz sziik-

10
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ségiink. A szdvegbdl mindig a minta hosszaval egyez6 részeket szellink ki, és ezeket hasonlitjuk Gssze.

Példa:
Minta: BBAC — 1102
Szoveg: DACABBAC — 30201102, amibdl a kdvetkezs szamokat allitjuk els: 3020, 0201, 2011, 0110, 1102

A fent lathato szeletek lesznek az s;-k.

Az algoritmus miik6déséhez azonban szamos apro tletet alkalmazunk:

1. A minta szamokka alakitasat Horner-modszer segitségével végezziik.

Hormer{ M[1..m]}

¥=x*d + ord({ M[i] )

Figure 15: RK - Horner-moédszer

Az ord() fiiggvény az egyes bettiknek megfelel§ szamot adja vissza. A d a szamrendszer alapszama.

2. A sz6veg mintaval megegyez6 hosszu szeleteinek (s;) elgallitasa:

so-t a Horner-modszerrel ki tudjuk szamolni. Ezek utan s;;1 a kovetkezSképp szédmolando:
siv1 = (si —ord(S[i]) - d™ 1) - d + ord(S[i + 1])

Magyardzat: s; elejérdl levigjuk az elsé szimjegyet (s; — ord(S[i]) - d™~1), majd a maradékot eltoljuk egy
helyiértékkel (szorzds d-vel), végiil az utolso helyiértékre beirjuk a kivetkezd betinek megfeleld szamgjegyet
(+ord(S[i +1]))

Példa:

Az €l6z6 példa szovegével és mintajaval (d = 10 elemd abécé és m = 4 hosszi minta):

50 = 3020, ekkor: sy = 51 = (3020 — ord(D) - 10%) - 10 + ord(B) = (3020 — 3000) - 10 + 1 = 0201

3. Felmeriilhet a kérdés, hogy az ilyen magas alapszamu szamrendszerek nem okoznak-e gondot az dbrazolésnal?

A kérdés jogos. Vegyiik a kiovetkezs életszertd példat:
4 béajton abrazoljuk a szdmainkat (23%). Az abc legyen 32 elemt (d = 32), a minta 8 hosszt (m = 8). Ekkor
a d™~! kiszamitésa: 327 = (2°)7 = 235 | ami mar nem abrézolhat6 4 bajton.

Ennek kikiiszobolésére vezessiink be egy nagy p primet, melyre d - p még abrazolhaté. Es a miiveleteket
szdmoljuk mod p. Ekkor természetesen a kongruencia miatt lesz olyan eset, amikor az algoritmus egyezést
mutat, mikor valéjdban nincs. Ez nem okoz gondot, mivel ilyen esetben karakterenkénti egyezést vizsgélva ezt
a problémat kezelni tudjuk. (Forditott eset nem fordul el§ tehat nem lesz olyan eset, mikor karakterenkénti

egyezés van, de numerikus nincs). [Ha p kellen nagy, a jelenség nagyon ritkan fordul elé.]

4. A mod p szamitas egy masik problémat is felvet. Ugyanis a kivonas alkalméval negativ szamokat is kaphatunk.
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PTI BSc Zdrdvizsga tételek 14. Alapvet$ algoritmusok

Példaul: Legyen p = 7, ekkor, ha ord(S[i]) = 9, akkor el6z6 szamitas utén s; = 2..., de ebbdl ord(S[i])-d™~* =
9-10% = 9000-et, vonunk ki negativ szamot kapunk.

Megoldasként s;1-et két 1épésben szamoljuk:
s:=(s;+d-p—ord(S[i])-d™ ) mod p
Sit1:= (s-d+ord(S[i +1])) mod p
A fentiek alapjan az algoritmus a kévetkezd (1d. 16. abra)
1. Kiszamoljuk d™~!-et (dm1)
2. Egy iteracioban meghatarozzuk Horner-modszerrel a minta szamait () és so-t

3. Ellendrizziik, hogy egyeznek-e

4. Addig szamolgatjuk s; értékét mig a minta nem egyezik s;-vel, vagy a minta a széveg végére nem ért.

RK{ S[1...n], M[1...m], u }

dm1 =1

i=1.m1

dm1 =dm1*d (mod p)

3% = (*d+ord( M[i]) (mod p)

s = (s*d + ord( S[i] )y (mod p)

u==s*M1.m]=5[1.m])

i=1. {n-m+1)*lu

s = (s+d*p-ord( S[i] }*dm1) (mod p)

s = (g*d+ 3[i+m] )

u=x=s*M1._ mj=5[i+1._i+m])

Figure 16: RK

12



