1. Fluggvények hatarértéke, folytonossaga

Jelolje a tovabbiakban R = R U {400, —oo} (bévitett szdmegyenes)

Kornyezet: Legyen a € R, és 0 € RT, ekkor a
o Kétoldali kérnyezet: Ks(a) = {x eR \ d(z,a) = |z —a| < 5} = (a—4, a+d)
e Bal oldali kérnyezet: Ks(a—0) = K(a—0) = (a—0, a)
e Jobb oldali kérnyezet: Ks(a+0) = K(a+0) = (a, a+9)

e Haa € R és c € R, akkor kiterjesztett kirnyezetrdl beszéliink, és

K (+00) = (¢, +00) = {3: eR ‘ c< x}

K. (—00) = (—00,¢) = {x eR ‘ < c}

Bels6 pont

Legyen A C R tetszOleges halmaz és a € R. Az a bels6 pontja a A halmaznak, ha az a-nak
van olyan d > 0 sugari kornyezete, amely részhalmaza az A-nak (Ks(a) C A).
Jelolése: int A (az A halmaz bels6 pontjainak halmaza).

Torlédasi pont

Az a € R, az ) # H C R halmaz torlédasi pontja, ha Vd > 0 : Ks(a) N H végtelen halmaz,
azaz az a pont minden kornyezete végtelen sok H-beli elemet tartalmasz.
Jelolése: H' (a H halmaz torlédasi pontjainak halmaza).

Megjegyzések:
e Az a € R torlédasi pontja az A-nak, ha Vé > 0: (a — d,a + 0) N A végtelen halmaz.
e Az a = +oo € R torlédasi pontja az A-nak, ha V6 > 0 : (6, +00) N A végtelen halmaz.

e Az a = —oo € R torlédasi pontja az A-nak, ha V§ > 0 : (—oo, —0) N A végtelen halmaz.

Példa 1. Az {%‘ n=12,.. } egyetlen torlodasi pontja a 0.

CEEEIMIIO00-0-0—0——0——+—0 % o % % % % o
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Példa 2. A {(—1)" : (2 - l) ‘ n=12.. } két torlodasi pontja a -2 és a 2.

% % % o O-CImD
-2.0 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2.0

Tovébbi példdk: N' = {+o00}, Q@ =R, Q“ =R, (0,1) =][0,1].
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Nyilt halmaz

A nyilt halmaz < Va € A, 3K(a) : K(a) C A, vagyis az A halmaz minden pontja bels$ pont.
Masképp: Adott a, b € R, ahol a < b. Ekkor az a és b szamok &ltal meghatarozott nyilt intervallumon az

{x eR ’ a<z< b} halmazt értjiik. Jelolése: (a, b) vagy }a,b{

Zart halmaz

Komplementere nyilt halmaz.

Masképp: Adott a, b € R, ahol a < b. Ekkor az a és b szamok altal meghatdrozott zdrt intervallumon az
{z € R | a <2 < b} halmazt értjiik. Jelolése: [a, b]

Legyen A C R, A # 0. Azt mondjuk, hogy

o A feliilrdl korlatos szamhalmaz, ha 3K € R, hogy barmely a € A esetén a < K.
Az ilyen K szam az A halmaz egyik felsé korlatja.

Legyen A C R, A # 0 feliilrdl korldtos halmaz.
Tekintsiik a B := {K eR ‘ K fels6 korlatja az A halmaznak} halmazt.

Legyen a € R a B halmaz legkisebb eleme, azaz olyan szam, amelyre
e a € B («ais felsd korldtja az A halmaznak)
e barmely K € B fels6 korlatra o < K. A kérdés csupan az, hogy van-e ilyen a € R.

Az ilyen a € R szdmot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a halmaz fels6 hatardnak nevezziik.
Jelolése:
a = supA (,az A halmaz szuprémuma”)

A supA két tulajdonsaga:
e barmely a € A esetén a < supA

e barmely € > 0 esetén van olyan o’ € A, hogy (supA) —e < d'.

Fels6 hatar axiémdja: Minden felilrdl koridtos A C R, A # () halmaznak van legkisebb felsé korldtja.

Legyen A C R, A # . Azt mondjuk, hogy

e A alulrédl korlatos szamhalmaz, ha 3L € R, hogy barmely a € A esetén a > L.
Az ilyen L szdm az A halmaz egyik alsé korlétja.

Legyen A C R, A # 0 alulrdl korldtos halmaz.
Tekintsiik a B := {L eR ‘ L alsé korlatja az A halmaznak} halmazt.
Legyen 8 € R a B halmaz legnagyobb eleme, azaz olyan szam, amelyre

e S € B (8 is alsd korldtja az A halmaznak)
e barmely L € B alsé korlatra 5 < L.

Az ilyen f € R szdmot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a halmaz alsé hatdranak nevezziik.
Jelolése:
B:=infA (,az A halmaz infimuma”)

Az inf A két tulajdonsaga:
e birmely a € A esetén infA <a

e béarmely € > 0 esetén van olyan o’ € A, hogy o < (infA) + .
a9

Akkor mondjuk, hogy a R valamely I részhalmaza kompakt, ha I korldtos és zdrt halmaz.
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Figgvények hatarértéke

Intuitivan: Legyen a egy nyilt intervallum egy pontja és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény
értelmezve van ezen az intervallumon, kivéve esetleg magat az a helyet.

Ha az f(z) fiiggvényértékek tetszélegesen kozel keriilhetnek egy A szdmhoz, amennyiben az x
értékek eléggé megkozelitik az a-t, akkor azt mondjuk, hogy f fiiggvény az A szamhoz tart,
mikozben x tart a-hoz.

Legyen f € R = R, aED}CE
Az f fiiggvénynek az a € D;c pontban létezik hatarértéke az A € R, ha

Ve >0 >0 Vze (Kg(a) \ {a} N Df> esetén f(x) € K.(A)

Jelolés: lim f(z) =lim f = A

r—a

Végesben vett véges hatarérték

"2

Legyen f : R — R tetszbleges fiiggvény, a € R tetszbleges szam, amelynek valamely § sugart lyukas kornyezetét
Dom(f) tartalmazza. Ekkor az f(z) figgvénynek az a pontban (végesben) van véges hatarértéke, ha van olyan
A € R val6s szdm, amelynek minden € > 0 sugaru kornyezetéhez (hiba-vagy tiiréshatar) taldlhat6 az a szdmnak
egy olyan ¢ > 0 sugard kornyezete (kiiszobhatér), amelynek minden z eleme esetén f(x) az A-nak e sugard
kornyezetébe esik (vagyis f(x) értéke A-tdl legfeljebb e-al tér el).

a9

Legyen f e R - R, a € D} C R, ekkor

limf=A€eR
Tr—a
T
Ve>0  36>0 VreD; [0<|o—a| < :|f(@)-Al<el

Q>

Ha az f identikus leképezés, azaz minden z-re, f(x) = x, akkor tetszdleges a esetén

lim f(z)=limz =a
Tr—ra r—ra

, akkor tetszéleges a esetén

Ha az f abszolit érték figgvény, azaz minden z-re f(z) = ‘x

lim f(z) = lim

r—a r—a

o| =1
Ha az f konstans figgvény, azaz minden z-re f(x) = k valamely k szdmra, akkor tetszOleges a esetén

lim f(z) = lim k =k

r—a r—a

aQ
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Végesben vett végtelen hatarérték

Legyen f e R - R, a € D} C R, ekkor

Végesben vett minusz végtelen hatarérték:

lim f = —oc0

r—a
)
VKER  35>0 VeeDy [0<|r—al<d: f(2) <K]|

Végesben vett plusz végtelen hatarérték:

lim f = 400

Tr—a
VKER >0 veeD; [0<|r—a|<é: f(x)> K]

Végtelenben vett véges hatarérték

Minusz végtelenben vett véges hatarérték:

lim f=A

T——00

)

Ve >0 Jw € R (kiiszobszam) Vx € Dy [m <w: |[flz) - A] < 8}

Plusz végtelenben vett véges hatdrérték:

lim f=A

r——+o00

)

Ve >0 Jw € R (kiiszobszam) Vx € Dy [a: >w: |f(z)— Al < 5}

Példa: lim 2+ x% — 9.

T—r+00

Akarhogy vélasztjuk az ¢ > 0 szdmot, lesz olyan K > 0, hogy ettdl az értéktol kezdve minden
z-re, a fliggvényértékek f(x) 2-t6l vett tdvolsdga kisebb, mint .

5 % 2.0000275 x
Yy

2 2 b e e T e

R

>

1.999985

{
350

N -

t
200 250
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Végtelenben vett végtelen hatarérték

Minusz végtelenben vett minusz végtelen hatdrérték:

lim f=—o0
r—r—00

)

VK € R Jw € R (kiiszobszam) Vx € Dy [x <w:

Minusz végtelenben vett plusz végtelen hatarérték:

lim f=+4o0

T——00

0

VK €R  JweR (kiszobszdm) Vo € Dy [m <w:

Plusz végtelenben vett minusz végtelen hatdrérték:

lim = —00
:L‘Hl-l—oo f

0

VK €R  JweR (kiiszobszdm)  Va € Dy [x >w:

Plusz végtelenben vett plusz végtelen hatarérték:

VK €R  JweR (kiszobszdm)  Va € Dy [a: >w:

Hatarérték és algebrai miuveletek

Legyen A, B, A € R, és o € R. Tegyiik fel, hogy

lim f(zx) = A } lim g(X) =B

Tr—Q T—Q

flz) < K]

flz) > K]

fla) < K]

flz) > K]

Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a kovetkezd Gsszefliggések:

A-A Jhad#0

1. Szorzds konstanssal: lim (X - f) = { 0 ha\=0

T—o
2. Osszeg, kiilonbség: lim(f +g) = A+ B
r—a

3. Szorzat: lim(f-g)=A-B

T—Q

4. Hdnyados: lim L % (B #0)

Tr—a

5. Hatvdnyozds: lm(f") = A", n € Z (feltéve, hogy A" értelmezve van)

T—Q
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Az "eldonthetetlen” 0%, 1% (£00)?, (+00) + (—0), 0 - 400, 8, % limeszeknél a fiiggvényt
probaljuk meg gy atalakitani, hogy az 1j kifejezés limesze mar eldontheté legyen.

Példak:

lim 22 —z+2=00—00+2=7, de
T—>r00

1 2
lim 2 —2+2=lim2°(1— -+ 5) =00 (1—-0+0) =00-1 =00
T

T—00 T—+00 €T

m2—m+2_oo

lim =5 2 e
r—oo  2x° 4+ 3 00
1 1 n 2
o1 2 1 2 z 2
x(l——+—2) 1——+—2 ~ =~ 1
lim L T — lim L — T —0 -0 _ =
T—00 9 3 T—00 3 T—00 3 2
P22+ ) 24+ = 2+ =
T T T
~
—0

Féloldali hatarértékek

Az f figgvény jobb oldali hatdrértéke az a helyen az A szam (jel6lése: lim+ = lirrJlr - A),
r—a T—a

ha
Ve >0 30 >0 V:c[a<w<a—|—(5 :>‘f(x)—A}<5}
Az f fuggvény bal oldali hatdrértéke az a helyen az A szam (jelolése: lim = lim0 =A),
r—a~ T—a—
ha

Ve>0  36>0 Vrla—é<a<a=|f()-Al<e

Tétel. Az f fliggvénynek pontosan akkor 1étezik az a helyen hatarértéke, ha ugyanitt 1étezik
mind a jobb, mind a bal oldali hatarértéke és ezek egyenléek, azaz

lim f(z)= lim f(z) < Alim f(z)

z—at r—a~ T—a

Figgvények folytonossaga

A fliggvény a-beli folytonossdga azt jelenti, hogy akarmilyen kicsi e hibakorlatot is szabunk,
mindig lesz az a korill olyan kis (a — d,a + §) intervallum, amelyen beliili z-ekre a fiiggvény
f(z) értékei a hibakorldtnal (e-nal) kisebb mértékben térnek el f(a)-tol.

Formdlisan: Az f: R — R fiiggvény az a € Dy pontban folytonos, ha

Ve >0 30 >0 VxEKg(a):f(x)E.fQ(f(a))
)

Ve >0 30 >0 VzeDy [O<!x—a|<5:>|f(:c)—f(a)‘<5}

A pontbeli folytonosség jelolése: f € Clal.
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Folytonos fiiggvények és a hatarérték kapcsolata

Az [ : R — R fliggvény folytonos az a € Dy N D} pontban, ha
Jlim f(x) véges hatarérték és lim f(z) = f(a)

T—ra r—a

Ha f a ¢ helyen nincs értelmezve, de 1étezik az L = lim f hatarérték, akkor az
(&

| f(z) Jhax#c
F(a:){ L LJhaz=c

fiiggvényt az f c-re vald kiterjesztésének nevezziik.

Példaul % folytonosan kiterjesztheto az egész szamegyenesen.

sin x ha z %0
F(z) = r
(@) { 1 L,haz=0

Allitas: Az f - [a,b] — R pontosan akkor folytonos, ha

e [a,b] intervallum minden belsé ¢ pontjdban lim f = f(c)

Tr—cC
e az a végpontban lim f = f(a)
x—a™t
e a b végpontban hlil f=f(b)
z—b~

Az a megsziintethetd szakadasi pontja/helye az f fiiggvénynek, ha

3im £, de lim f # f(a)

e feCla], Va#0

e a = 0, megsziintethetd szakadasi hely, mert 1irr(1) %(a:) =1#f(0)=0
z—
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Az a ugrashelye az f-nek, ha lim és lim végesek, de lim # lim .

z—at T—a~ z—at T—a~
0, haz <0
f@:)_{ 1, haz >0

Az a hézagpontja az f-nek, ha lim+ 400 és lim = £o0, de f nincs értelmezve a-ban.
r—a Tr—a~

2
Példa: % hézagpontja (x=1)-ben van.

51

A miveletek és a folytonossag kapcsolata
Ha f € Cld] és g € Cla], akkor

e \f €Cla] (AeR)

e f+g€eClal, f-ge€Clal

o g € Clal, feltéve hogy g(a) # 0.

Tétel: Ha g € Cla] és f(z) € Clg(a)], akkor f o g € Clal, azaz f(g(x)) € Clal.

Megjegyzés: Visszafelé nem feltétleniil igaz az allitas.

Legyen f := sgn(z) és g := —sgn(x).
Ekkor f + g az azonosan nulla fiiggvény, és f 4+ g € C[0], de f & C[0] és g & C]0].
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Az f figgvény folytonos az I intervallumon, ha az intervallumra megszoritott f|; fliggvény
folytonos. Azaz, ha

Vael: feCla
Példa olyan fiiggvényre, amely folytonos egy zart intervallumban. A f(x) = % fiiggvény

példdul folytonos az a = 3 pontban a [2,4] intervallumon.

=N W e Ot

5\ 12345 10

Az f fiiggvény folytonos, ha értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos.

Vo € Dy : f € Clz], akkor f € C (f folytonos fiiggvény)

Példa olyan fliggvényre, amely az egész szamegyenesen folytonos.
Legyen f(z) =

x>+ 2

0.5

~10 5 0 5 10

Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Tétel (Bolzano). Tegyiik fel, hogy valamely —oco < a < b < 400 esetén az
feCla,b] és f(a)- f(b) <0 (ellenkezd eléjelir), ekkor

3 € (a,b) 1 f(§) =0

Tétel (Bolzano-Darboux). Ha f € Cla,b], és legyen d egy tetszéleges szam a f(a) és f(b)
kozott. Ekkor
dc € [a,b] : d = f(c)

Ez €el6z6 tétel azt mondja, hogy egy intervallumon folytonos fiiggvény ha felvesz két értéket,
akkor e két szam kozotti minden értéket felvesz, ami azt jelenti, hogy egy intervallum folytonos
képe intervallum.
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Weierstrass-tétel

Ha f € Cla, b], akkor van olyan «, € [a, b], amelyekre teljesiil, hogy Vz € [a, b]-re

fla) < f(z) < f(B)
Ez a tétel azt mondja, hogy f’ o] korlatos (hiszen f(«) és f(5) kozott van a fliggvény minden

értéke), s6t van minimuma és van maximuma is az f ‘[ . fiiggvénynek.
a7

A Bolzano- és a Weierstrass-tétel kovetkezménye, hogy egy zdrt, korldatos intervallum folytonos
képe is korldtos és zart intervallum.

Tétel: Ha f € Cla,b], akkor f korlatos [a, b]-ben.

Az inverzfiiggvény folytonossaga
Tétel: Legyen I € R intervallum, és f : I — R szigorian monoton. Tegyiil fel, hogy f € Cla],
ahol a € I. Legyen tovabba b := f(a). Ekkor f~! € C[b]
Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy a pontjaban jobbrdl folytonos, ha
Ve >0 356 >0 ‘v’x[ng—a<5:‘f(x)—f(a)|<5}
Az f fliggvény értelmezési tartomanyanak egy a pontjaban balrdl folytonos, ha

Ve >0 36 >0 Vx[Oga—x<5:‘f(x)—f(a)|<€}

Tétel. (Atviteli elv) Az f fliggvény akkor és csak akkor folytonos az a pontban, ha értelmezve
van az a pont kornyezetében, és minden z,, — a sorozatra f(z,) — f(a).

Példa olyan fliggvényre, amely mindeniitt értelmezett, de sehol sem folytonos

1 ,haze@
D(x>:{0 ,hax € Q

ahol a D(z) fliggvény a Dirichlet fiiggvény. Ha sorozat minden tagja racionélis szam, ilyenkor
ez a fiiggvény mindig 1 értéket ad. Mégsem mondhatjuk, hogy a fliggvény értékeinek a soroza-
ta tart az egyhez, hiszen barmelyik két raciondlis szam kozott végtelen sok irracionalis szam van.

Az a szakadasi pontja/helye az f fliggvénynek, ha f az a pontban nem folytonos (f & Cla]).

Példa olyan fiiggvény, amely egy korlatos, zart intervallumban végtelen sok helyen szakad.
Legyen

0.9 1
0.8
0.7 +
0.6 +
0.5+ o——e
04+
0.3
0.2 oe

—%— , hax #0 0.17/-

0 ,haz=0
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Allitds: Ha 3 lim f, és lim+ = f(a), akkor f jobbrdél folytonos az a-ban.

z—at T—a

Allttds: Ha 3 lim f, és lim = f(a), akkor f balrél folytonos az a-ban.

rT—a T—a

Egyenletes folytonossag
Ha H C Rkompakt és f : H — R folytonos fiiggvény, akkor Ry (afv. értékkészlete) is kompakt.

Akkor mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény a H C D; halmazon egyenletesen folytonos, ha

Ve>0 30>0 Va yeH[O<‘x—y‘<6:!f(x)—f(y)‘<5}

Heine-tétel

Ha H C R kompakt halmaz és ( f:H — R) € C, akkor az f a H halmazon egyenletesen
folytonos.

Hatvanysorok

Legyen x, zp € R és a = (ap,a1,...,an,...) (a, € R),en, egy tetszbleges sorozat.
A kovetkezo alaku végtelen sort hatvanysornak nevezziik.

ap + ay(xr — x) + as(z — m)* + ...+ an(x —20)" + ... = Zan(x — z0)"
n=0
e a; (i=0,1,2...) szdmok a hatvanysor egyiitthatéi.
e xo szam a hatvanysor k6zéppontja (centruma).

e x a hatvanysor valtozdja.

oo
A > an(r — 20)™ hatvanysor

n=0

e konverges, ha < oo valamely x értékekre

o0
> an(z — x0)"
n=0

e divergens, ha = oo valamely x értékekre

x
> an(z — x0)"
n=0

o0

‘an(a: — xo)”‘
n=0

e abszolut konvergens, ha < oo valamely x értékekre

Egy hatvéanysor konvergenciatartomanya alatt azt az I € R intervallumot értjiik, ahol

> an(x — x0)™ hatvanysor konvergens minden x € I esetén.
n=0

Megjegyzés: Az I intervallum mindig egy az xg kozéppontra szimmetrikus tartomany, azaz
1= (330 —r, X9+ r). Ezt az r € R szamot konvergenciasugarnak nevezziik.

K, (xg) := {x eR ’ |z — xo| < r}
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Az r konvergenciasugarat a hanyadoskritérium segitségével is megtalalhatjuk.
Ez esetben a konvergenciasugar a kovetkezdképp szamolhato ki:

Qn

r = lim (ha létezik)

o
Példa: > 3™ - 2" konvergenciasugara.
n=0

3" 3" 1
= = — =T

T3t T 3.3 3

Mivel 2" = (z — 0)" szerepel, ezért a hatvanysor kozéppontja 0.

. ap
lim

Ap+1

Meg kell vizsgéalni a konvergenciat a végpontokban is.

Tétel (Cauchy-Hadamard): Tekintsiik az r := # értéket.
lim {/|a,|
n—oo
Amennyiben
L |z —xol <7 ) an(x — x0)™ abszolit konvergens.
n=0
2. |z —xo| >r D an(x — )" hatvanysor divergens.
n=0

3. |z —xo| =r (nem mondhaté semmi a konvergenciardl)

A konvergenciaintervallum végpontjaiban, vagyis * = r és * = —r helyeken kiilon meg kell
vizsgalni, hogy a hatvanysor konvergens-e vagy sem.

Tétel. A hatvénysor Osszegfiiggvénye f(x) = > a,(x — o)™ folytonos.
=0

Tétel. Ha a ) a,(r — xo)" hatvanysor konvergenciasugara r > 0, és Osszeg-fliggvénye f(x),
n=0
akkor minden x € (—r,r)-re fenndll, hogy f(z) tetszblegesen sokszor differencidlhaté és a

derivaltak a kovetkezok:

:Zanngg—xo Z(n 1) - ap1(z — x0)"
:Z(n-{—k:)-(n—|-k—1)-...-(n Dayx(z — x0)" Zn+k k(T — 20)"

Analitikus fuggvények

Az f figgvény az xy pontban analitikus, ha xy egy kornyezetében konvergens hatvanysor ossze-
geként &ll elo, azaz dr > 0, hogy

=" au(z — ), (z € K (x0))
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Az f fliggvény egy I intervallumon analitikus, ha az intervallum minden pontjaban az.

Tétel (Hatvanysor egyértelmiisége): Ha f analitikus xo-ban, azaz Ir > 0, hogy Vo € K,.(zy)

esetén
f(n) (xo)

n!

= Zan(x — x9), akkor a, =

Ez egyben azt is jelenti, hogy xg-ban analitikus fliggvény egyértelmiien fejtheté xy kozépponti
hatvanysorba, mégpedig

):ZT<I—[EQ) s CUGKr<I0)
n=0
Kovetkezmény. Minden hatvanysor az Osszegfiiggvényének Taylor sora.

Taylor-polinomok, Taylor-sorok

Legyen az f fiiggvény értelmezési tartomanya egy I C R intervallum és zy az I belso pontja
Valamint legyen ¢, (z) olyan n-ed fokid polinom, hogy ¢ (z¢) = f*)(z¢), ahol k = 0,1,2,...,n

Ekkor az f(x) fiiggvény x¢ kozponti

e Taylor-sora:

(k)
zofx: ka;l '$_x0)ka

k= OH,_/
ahol az f € D*®[x).

Az xy = 0 kozéppontu specidlis Taylor-sort Maclaurin-sornak nevezziik. Jelolése: M (x).

e n-ed foku Taylor-polinomja:

Tepulf,2) 1= talw) = Y = - (o = w0)",

ahol az f € D™ [x].

Maradéktagok

A fiiggvény és az azt approximélé n-ed foku Taylor-polinom kiilonbségét megadé fiiggvényt
maradéktagnak nevezziik.
f(@) = tn(2) = ro(2)

Megjegyzés: A Taylor-sor és a fiiggvény eltérése épp az r, fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye.

Lagrange-féle maradéktag: ¢ = 2o+ a(x —z9) 0<a<l1

T(L) _ f(n+1)(£) (LL’ —

" (n+1)! "
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A Lagrange-féle maradéktag alapjan az approximéacios hibara a kovetkezdé korlat adédik:

Az f+D(€) feliilrdl becsiilheté az (n+1)-edik derivalt abszolitértékének maximuméval.
Ez az érték legyen M.

(:L“ —r )n—l—l |£L‘ _ x0|n+1
Az (n+1)!

W —Sal.

pedig majoralhato a

Tehat az n-ed foku Taylor-polinom maximalis eltérése az f fliggvénytdl az = helyen:

(x - xo)n—&-l

n (n+1)!

= |7@) = tulw)| < M-

Ko6vetkezmény. Ha lim r, = 0, akkor a t¢,(z) figgvény konvergens, és t,(x) — f(x), igy a

n—oo

Taylor-sor elééllitja az f(x) fliggvényt.

Néhany ismert fliggvény Taylor-sora, azaz hatvanysora

Ha egy fiiggvény eldall egy hatvanysor osszegeként, akkor az csak a fiiggvény Taylor-sora lehet,
mert ha egy f(x) fiiggvény hatvanysorba fejthetd, akkor abbdl az kovetkezik, hogy akdrhdnyszor
differencialhato.

Tovabba a hatvanysor n-edik egyiitthatéja a,, a kovetkezo alakban all elo:

_ £ (1)

n!

Qn

Ez pedig a Taylor-sor definicidja szerint azt jelenti, hogy az f(z) fiiggvényt el6allité hatvanysor
nem mas, mint az f(z) Taylor-sora.

4- 3 - t, (x)

1
3\5)7 9 14 20 p3

t
57

1. dbra. Példa 1., 3., 5. és 7. és az 51. és 57. Taylor polinom.
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e’ hatvanysora és konvergencia tartomanya

frjuk fel a e” derivaltjait:
(em>/ _ (633)// e (em>(n) —

oo £(n)
Ezeket behelyettesitve az M(x) = > f—m@ - 2" képletbe
n=0 :

z? = "
M(gz:):1+:c+§+...:2:m
n=0 ’

Ezutan azt kell megvizsgalni, hogy az igy kapott sor konvergal-e az adott fliggvényhez. A
Lagrange-féle maradéktag szerint az e® fiiggvény és a most kapott hatvanysor eltérése egy
rogzitett x helyen:

n+1

(n+1)!

ra(z) < e’ -

n+1
A rogzitett x miatt e egy véges szam, az ——— pedig tart 0-hoz, amig n tart végtelenhez.

(n+1)!
Ez barmely x valds szam esetén teljesiil, tehat a hatvanysor az egész szdmegyenesen konvergal
az e” fiiggvényhez.
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sin(z) hatvanysora és konvergencia tartomdanya
frjuk fel a sinx derivaltjait:

(sinx) = cosx
(sinz)” = —sinx
(sinz)” = —cosx

(sinx)@ =sinx

oo £(n)
Ezeket behelyettesitve az M(x) = > f_n'@ - ™ képletbe
n=0 :

F0), £10) 10 | 100 £ SO0

A Lagrange-féle maradéktagbol az approximaciés hiba egy rogzitett x esetén:

x2n+1

. <M. .=
7"2 +1(x) — (2n+ 1)'

M = max{!(sz’nas)@"“)}} =1. Igy r, = 0, ha n — .

o0 n+1
) . _ _1\n__ T ‘ ;
Tehét a sin(x) = 'n,;O( 1) @n ¥t barmely x € R esetén.
v
1 1
—éﬂ' - ™
—1 +
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cos(r) hatvdnysora és konvergencia tartomdanya

[rjuk fel a cosz derivéltjait:

(cosz) = —sinx
(cosz)” = —cosx
(cosz)" =sinx
(cos ) = cosx

Ezeket behelyettesitve az M(z) = > f—n@ - ™ képletbe
n=0 '

’ " (5)
[0, 110, £10 +f3(|0) w00,
COE%O) n _Sillll(O) n —C(Q)!S(O) n 811;)('0) n COZSSO) n —sgr!l(O) L=

2 4 6 2n
L o4 L T — _1\n_Z
ot 6!+-~—n§0( V" 2

A Lagrange-féle maradéktagbol az approximaciés hiba egy rogzitett x esetén:

x2n

(2n)

Ton(x) < M -

M= ma:c{!(cosx)@”)‘} =1. fgy r, — 0, ha n — oo.
Tehét a cos(x) = Z (=)™ (2 )' barmely z € R esetén.
n=0

Mads megkozelitésben: cosz = (sinx)’. fgy a cos x hatvanysorahoz derivaljuk a sin z hatvanysorat.

M@ = (S0 Ghr) = 5 (CVghe) =
,ﬁo (S 23?: )(2n) )= 20(_1)%26:)!
e\ 1
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sinh(z) (sh(z)) hatvanysora és konvergencia tartoménya
frjuk fel a sinh x derivaltjait:

e (sinh )™ = coshz, ha n paratlan, tehét (sinh 0)2"+1) =1

e (sinhx)™ = sinhz, ha n péros, tehat (sinh0)") =0

fgy a hatva nhe =3 L
gy a hatvdnysor sinhx = nz::O oS

A Lagrange-féle maradéktagbol az approximaciés hiba egy rogzitett x esetén:

x2n+1

. <M. .—
/,,.2 +1<x) — (2n+ 1)'
M = max{!(sinh :v)@")‘} = coshz = const. Igy r, — 0, ha n — co.

oo 2n+1
Tehét a sinh(z) = Y 52

m bérmely T € R esetén.
n=0 °

180 «

100
50 |

-2 =T ™ 2T
_50 1

—100

—180 +
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cosh(z) (ch(z)) hatvanysora és konvergencia tartomanya

frjuk fel a cosh x derivaltjait:
e (coshx)™ = sinhz, ha n paratlan, tehdt (cosh 0)?" 1) =0
e (coshx)™ = coshz, ha n péaros, tehat (cosh0)™ =1

o0 2n

ey a hatvanysor coshx = X
5 Y nZ::O (2n)!

A Lagrange-féle maradéktagbol az approximaciés hiba egy rogzitett x esetén:

Ton(x) < M -

M = max{!(sinh:v)@”)‘} = sinhz = const. Igy r, — 0, ha n — co.

St 2n
Tehét a cosh(x) = > % barmely = € R esetén.

n=0

200 «
y
150 +
100 +
50
‘ 10 + ‘ z
971 -7 ™ 27
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