2. Differencial- integralszamitas

Jacobi-matrix, gradiens, parcialis derivalt

Parcialis derivalt

Legyen f : R? — R fliggvény. Tekintsiik az értelmezési tartomdny egy a = (z,y) € intD; belsd
pontjat. Fektessiink az a ponton az x tengellyel parhuzamos egyenest, ennek egy pontja

(x+t,y) teR

lesz, majd vegyiik a fiiggvény értékeit ezekben a pontokban: f(x +t,y).

Ekkor egy ¢ : R — R, ¢(t) := f(xz + t,y) fliggvényt értelmeztiink, a képe egy, a feliileten futo
gorbe (1. 4bra).

;(x+t,y)

1. &bra.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az (x,y) pontban az els6 véltozd szerint parcidlisan differen-
cidlhatd, ha ¢ differencidlhaté a ¢ = 0 pontban. Ha ¢ € D|0], akkor az f els6 véltozé szerinti
parcidlis derivaltja az (x,y) pontban legyen a ¢'(0), azaz

f(ZL‘—f-t,y)—f(fL‘,y)
t

01 f(x,y) =lim

t—0

lesz ez a parcialis derivalt.

Lathaté, hogy az elsé valtozé szerinti parcialis derivalhatdsag csak a feliileti gorbe simasagat
jelenti a ¢t = 0 pontban, és a 01 f(x,y) ennek a felileti gorbének a meredekségét adja. Az is

leolvashaté, hogy
f(l’—i-t,y) —f(x,y)
t
ami ugy is olvashaté, hogy csupan az elsé tengely iranyaba kimozdulva az (z,y) pontbdl

~ O f(x,y), hat=0

fle+ty) = flz,y) + 01 f(z,y)-t, hat=0
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Az el6z6eknek megfelelden, ha az (x,y) ponton at az y tengellyel parhuzamos egyenest vesziink
fel, akkor is kapunk egy ¢ : R — R, ¢ := f(x,y +t) feliileti gorbét.

Ha vy € D[0], akkor az f masodik véltozdja szerint parcidlisan differencidlhaté az (x, y) pontban,

€S
f(xay—i_t)_f(xay)
t

Dof (2,y) = ¢/(0) := lim

t—0

lesz az f masodik véltozo szerinti parcidlis derivaltja az (z,y) pontban. Az el6zékhez hasonld
a Oy f(x,y) jelentése is.

of
ox
Ennek megfeleléen a Oy f(x,y) helyett haszndlt jelolések is.

Gyakran hasznaljak még a 0; f(x,y) helyett a 5= (z,y), fi(z,y) és a Dyif(x,y) jeloléseket is.

Megfigyelhetd, hogy az f els6 valtozo szerinti parcialis derivalhatésaganal a mésodik koordinéta,
az y nem valtozik, dllandé marad. Ez indokolja, hogy ha egy tetszéleges (z,y) pontban akarjuk
példaul az

fay) =2+ 2ty (2,y) €R?

fliggvény elsd valtozé szerinti parcidlis derivaltjat kiszamitani az (x,y) pontban, akkor a de-
rivalas soran az y konstansnak szamit, tehat

O f(z,y) =20y’ +24+0  (z,y) € R?
Ugyanigy a masodik valtozo szerinti parcialis derivalds soran x szamit konstansnak tehat

Oaf(r,y)=2"3y"+1  (z,y) € R?

Derivalt matrix

Most foglalkozzunk a differencialhatosag fogalmanak olyan kialakitdsaval, amely valodi altalanositésa
a valds-valds fiiggvény differencidlhatésaganak.

Legyen f: R? = R, (z,y) € intDy.

Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az (x,y) pontban, ha van olyan A, As € R és olyan
a: R? — R fiiggvény, hogy minden olyan

h = (h1, ha) € R? vektorra, amelyre (z + hi,y + he) € Dy, teljesiil, hogy

f(x+hi,y+ho) = f(x,y) = Athy + Ashs + a(hy, ho)

és h
lim @ =0
h—0 Hh”

A }lliH(l) % = 0 az a(h) maradéktag "kicsiségére” utal. Nyilvan ]lliné a(h) = 0 is igaz, de ha
— —
a(h) értékeit elosztjuk a ||h|| ~ 0 kicsi szdmmal, akkor ezzel ”felnagyitjuk” az «(h) értékeit,

igy ha még ez a hanyados is 0-hoz tart, akkor «(h) igazén "kicsi”.

Amikor a h := (hy,0) alakd, akkor atrendezés és hatarértékképzés utan

lim f(x+h1,y)—f(13,y) — lim Al+a(h170) :Al
h1—>0 hl hl—)D |h1’

amely azt jelenti, hogy ha f differencidlhaté az (z,y) pontban, akkor A; csak 0, f(z,y) lehet.
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A h := (0, hy) alaku vektorokra pedig az addédnak, hogy A, csak Oy f(z,y) lehet. gy ha f
differencialhat6 az (z,y) pontban, akkor a figgvény f(x + hy,y + ha) — f(z,y) megvaltozésa
jol kozelitheto a

alf<x> y)hl + 82f(x, y)h2
"linedris” fiiggvénnyel, sét az elkovetett hiba, az «(hy, hy) elhanyagolhatéan kicsi: még a fel-

nagyitott (ﬁ<Tf|L|) hényados is 0-hoz kozeli, ha ||h|| kicsi.

Differencidlhatésag R? — R

Matrixokat felhasznalva az f differencidlhatésdga azt jelenti, hogy van olyan o : R? — R
fiiggvény, hogy

ot by 1) = Fo) = [0uf(o0) uf )] | 1]+l o
és )
(e
AR TR

Az f differencidlhatésagat az (x,y) € intDy pontban jeldlje f € D[(z,y)], és az f derivaltja
ebben a pontban

f'(x,y) = 81f(x,y) an(xay) e RP?
Ha f € D|(x,y)], akkor f € C[(x,y)].

Differencialhatosag R" — R

A kétvaltozos figgvényre kialakitott fogalmakat minden nehézség nélkiil altalanosithatjuk a

sokvaltozés fliggvényekre is. Legyen f: R"” - R, x = (ml, Ty ooy Ty ,:L‘n> € intDy.

9 f(x) = hmf($1,$2,...,$i+t,...,xn)—f($1,$2,...,$i,...,$n>

t—0

az [ i-edik valtozé szerinti parcidlis derivéltja.

Az f: R" — R fiiggvényt az x € intDy pontban differencidlhatonak nevezzik, ha létezik olyan
A=A Ay oA e R

és 1étezik olyan o : R® — R fiiggvény, hogy minden h € R" vektorra

f(zx+h)— f(x) = Ah+ a(h), ahol }llig(l)% =0

Itt is igaz, hogy A; = 0;f(x), i =1,2,...,n. Ha f € Dlxz], akkor

)= [of@) 0uf(a) ... 0uf()]
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Differencidlhatésag R* — R¥
Legyen f:R" = RF z € [ D;. Az f fiiggvény differencidlhaté az = pontban, ha létezik olyan
A € RF*™ s van olyan a : R® — RF fiiggvény, hogy minden h € R" esetén

fx+h)— f(x) = Ah+ a(h), ahol %{%% =0

Most A;; = 9, fi(z), és igy

ofi(r) Oafi(x) ... Onfi(x)

Orfa(r) Oafo(x) ... Onfalx) c Rkxn

f/(x): . T .
Ofu(x) Oafe(x) ... Onfilz)

az f derivaltja az = pontban, ezért Jacobi-mdtriznak is nevezik.

Gradiens

k = 1 esetén f: R* — R az f'(a) € R™*" sormétrix helyett a gradf(a) := (f’(a))T vektort
hasznaljak, azaz
o1 f(a)
O f(a
gradf(a) = |

0,.f(a)

Tehat ebben az esetben az f’(a) Jacobi-matrix tekintheté egy R™-beli vektornak, amit az f
fliggvény a-beli gradiensének neveziink.

Ha D := {a €eDs: fe D[a]}, akkor az

x+— gradf(z) e R" (z € D)

fiiggvényt az f fiiggvény gradiensének nevezzik, és grad f € R — R" jeloljiik.

Gradiens mint Jacobi-matrix sora

Legyen 1 < n,m € N. Az f = (fl,...,fm) € R* — R™ fiiggvény akkor és csak akkor
differencidlhaté az a € intD; helyen, ha minden 7 = 1,...,m esetén az f; € R® — R koor-
dinata-fiiggvény differencidlhaté az a-ban.

Ha f € Dla], akkor az f'(a) Jacobi-matrix a kovetkez6 alak:

gradfi(a)

rad fa(a
Fla) = | F

gradfm (a)
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Differencialhatésag és parcialis differencialhatésag

e Differencialhatésag = parcidlis differencialhatésag
1<neN, h:R*"—= R, és he Dla] (a € Dy)
= Vi=1,...,n: a h figgvény i-edik valtozé szerint parcidlisan differencidlhaté az a
pontban, és

gradh(a) = (01h(a),...,0,h(a))

e Differencialhatésag < parcidlis differencialhatésag

Tétel. Ha f: R" — R* és 3K (z) C Dy, hogy

Vi=1,...,nésVj=1,...,k esetén aiijC[K(x)} = f € D[z]

Differencialhatdsag

A differencidlhatosag a fliggvény simasagat jelenti. A differencidlhato fiiggvény folytonos, és
nincs rajta torés, csucs. A derivalt 1ényegében annak a mértéke, hogy egy egyvaltozds valds
fiiggvény gorbéjéhez rajzolt érintéje milyen meredek.

A derivaltbdl kovetkeztethetiink a fliggvény

menetére (azaz, hogy monoton névekvd vagy monoton fogyé-e),

széls6értékeire (lehet-e az adott pontban maximuma vagy minimuma),

grafikonjédnak gorbiiletére (konvex vagy konkav-e a fiiggvénygorbe)

a novekedés mértékére (gyorsan valtozik-e a fliggvény vagy lassan)

e a fliggvény kozelito értékére, linedrissal torténd kozelithetoségére.

Definicié. Legyen A C R, a € A. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja az A halmaznak, ha
dK (a), hogy K(a) C A. Jeldlése: intDy

Példa:
A =[0,1], akkor intA = (0,1). A = (5,6], akkor intA = (5,6). A= {2,3,4}, akkor intA = 0.

Az f € R — R fiiggvény az a € intD; pontban differencidlhato, ha

fla+h) = f(a)

hatarérték.
h

3 és véges a lim
h—0

Ezt a hatérértéket az f’(a) szimbélummal jeloljik, és az f fiiggvény a pontbeli derivéltjanak
(vagy differencidlhdanyadoséanak) nevezziik, azaz

P (RN R B (OR[N

h—0 h (x=a+h) z—a T —a

Az f'(a) = L € R szdmot az f fiiggvény a pontbeli differencidlhdnyadosinak nevezzik.

Ha az f fliggvény differencialhaté az a pontban, akkor ezt f € D[a] vagy f € D{a}-val jeldljiik.
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Tétel. Ha f € D[a] = f € CJa]. Forditva nem igaz!

A tétel azt mondja ki, hogy az a pontbeli folytonossag a fiiggvény a pontbeli differencialhatésaganak
sziikséges feltétele.

Elemi fiiggvények derivaltja

(€)= f'(z) =0 (z €R)
(") =n-2" ' hane€Z" | (a*) =a”-lna, aa>0
(sinz) = cosx (cosz) = —sinx
(sinh x) = coshz (coshz)’ = sinhz
(lnz) ==, haz >0 logax:%ﬁ
1 . r_ 1
(arctan x) 522 (arcsinz) = —
(arccos ) = —ﬁ (Vz) = ﬁ (z € (0,+00))

Geometriai megkozelités: Legyen f € Dlal. A koordinata rendszer (a, f(a)) és egy téle
kiillénbozé (x, f(x)) pontjain 4t hiizunk egy egyenest (szel6t). Az egyenes meredeksége (irdnytangense)

f(‘r) B f(a) (: Af(a))

r—a
Ha z tart az a-hoz, akkor a szelok tartanak egy hatarértékhez, amit érintének neveznek, igy a
szelok meredeksége is tart az érinté meredekségéhez.

(x, f(x)) L

f(x) - f(a)

L —

érintod

(a, f(a))

Definicié. Erintd egyenes: Ha az f fiiggvény értelmezve az a pont egy kornyezetében és 1étezik

és véges a
L flath) = f@)
h—0 h

akkor az m meredekségii az (a, f (a)) ponton atmeno egyenest az f fliggvény a pontbeli érintdjének
nevezzik. Az érinté egyenlete tehat

y=m-(x—a)+ f(a)
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Derivalasi szabalyok

Legyen f és g € Dla], és A € R tetsz6leges, ekkor
o A feDaés (A fY(a) = A f(a)
o f+g€Dla]és (f+g)(a) = f'(a) + ¢'(a)

e f-g€Dlaés (f-g)(a) = [fa)-g(a)+ fla)-g(a)

o L. al, ha g(a ésl’a:—g(a>
Ly € Dlal hag(a) £ 0 & (1)(0) = 2

)/(a) _ f'(a) - g(a) ‘gf(a) -g’(a)’ ha g(a) # 0
9

Definicié. (Ldncszabdly). Ha g € D[z] és f € D[g(z)], akkor az f o g € D|x] és
(fog) (@)= (f'og)x)-d'(2) & f(g9(x) = f(9(2))g (x)

Definicié. (Inverz figguény derivdltja). Legyen f : I — R, I C R szigorian monoton és
folytonos fiiggvény. Legyen a € I, f € Dlal], f'(a) # 0.
Ekkor b := f(a) pontban f~' € Dla] és

Qfw @

€ Dla] és (

Qs
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Szélsoérték, fiiggvényvizsgalat
Szélsoérték
feER—>R ae Dy

e f-nek a-ban lokdlis maxzimuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
f(x) < fla) (2 € Ki(a) CDy)
e f-nek a-ban lokdlis minimuma van, ha alkalmas r > 0 mellett:
f@) = fla)  (z € K.(a) CDy)
e f-nek a-ban abszolit maximuma van, ha:
f(@) < fla)  (z €Dy
e f-nek a-ban abszolit minumuma van, ha:
f(@) = fla) (v €Dy
Lokalis széls6érték
f-nek a-ban lokalis széls6értéke van, ha a-ban lokalis minimuma vagy maximuma van.

Abszolut szélséérték

f-nek a-ban abszolit széls6értéke van, ha a-ban abszolit minimuma vagy maximuma van.

Els6rendii sziikséges feltétel (lokdlis szélsGértékre)

f € R — R fliggvénynek a € intDy helyen lokalis szélséértéke van, és f € Dla

= f{a} =0

Az tétel segitségével mar nem nehéz belatni a differencidlhato fliggvények vizsgalata szem-

pontjabol alapveto fontossagu un. kozépérték-tételeket

Rolle-tétel

Legyen a,b € R (a <b), f:[a,b] = R, feCla,b], f € D[(a,b)], és f(a) = f(b), ekkor
3¢e(ab): f(E)=0 (& (xi))

Szemléletesen: ha f € Cla,b]-n és differencidlhaté (a,b)-n, akkor f grafikonjénak van olyan
pontja, amelyben az érinté parhuzamos az z-tengellyel:

Y

Mm——————
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Lagrange-féle kozépértéktétel
Legyen a,b € R (a <b), f:[a,b] > R, f € Cla,b], f € D|[(a,b)], ekkor

f(b) — fla
Sce(an): i =10
Szemléletesen: az f grafikonjanak van olyan pontja, amelyben az érint6 parhuzamos az (a, f(a)), (b, f(b))
végpontokat 6sszekoto szeldvel.

Yy
L

a 13 b

Cauchy-féle kozépértéktétel

Legyen a,b € R (a <b), f:[a, 0] = R, f € CCla,b], f € D[(a,b)], és
Va € (a,b) esetén ¢'(z) # 0, ekkor

f1€) _ fb) = fla)

3¢ € (a,b): 7©E  g0)—g(a)

Elégséges feltétel a monotonitasra

Legyen a,b € R (a < b), f:[a,b] = R.
Tegyiik fel, hogy f € Cla,b], f € D](a,b)], ekkor
e ha f'> 0 (a,b)-n= f monoton novekedd [a,b|-n,
e ha />0 (a,b)n = f szigorian monoton névekedd [a,b|-n,
e ha f"<0 (a,b)-n= f monoton csékkend [a,b]-n,
e ha f' <0 (a,b)-

a,b)-n = f szigorian monoton csékkend [a,b]-n.

Sziikséges és elégséges feltétel a monotonitasra

Legyen a,b € R (a < b), f:[a,b] = R.
Tegytik fel, hogy f € Cla,b], f € D](a,b)], ekkor

e f monoton névekedd [a,b]-n < [ >0 (a,b)-n,

e f szigorian monoton névekedd [a,b]-n < f'> 0 (a,b)-n, és
[a, b]-nek nincs olyan részintervalluma, ami azonosan nulla.

e [ monoton csokkend [a,bl-n < f' < 0 (a,b)n,

e [ szigorian monoton csékkend [a,b]-n < f' < 0 (a,b)-n, és
[a, b]-nek nincs olyan részintervalluma, ami azonosan nulla.
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Elégséges feltétel a lokalis szélsGérték létezésére

Legyen a,b € R,a <bés f: (a,b) = R.
Tegytik fel, hogy

e fc Dl(a,b)],
e egy ¢ € (a,b) pontban f’'(c) =0 és
e [’ elGjelet valt c-ben.

Ekkor ha

o [’ fliggvény negativbdl pozitivba (— — +) megy &at, akkor a ¢ pont az f fliggvénynek
lokadlis minimumbhelye,

o [’ fliggvény pozitivbdl negativba (+ — —) megy &at, akkor a ¢ pont az f fliggvénynek
lokalis maximumbhelye.

Masodrendii elégséges feltétel a lokalis szélsGérték 1étezésére

Legyen a,b € R,a < bés f: (a,b) = R.
Tegytik fel, hogy

e c < (a,b) pontban f € D?|c],
. f/l)=0,
o ["(c) £0.
Ekkor ¢ lokélis szélstértékhelye az f fiiggvénynek, ha
e f"(c) >0, akkor f-nek c-ben lokdlis minimuma van,

e f"(c) <0, akkor f-nek c-ben lokdlis mazrimuma van.

Konvex és konkav fiiggvények

/////

Intervallumon mindig nem tires és nem egyetlen pontbdl all6 R-beli halmazt értiink.

Az I C R intervallumon értelmezett f : I — R fiiggvény, és
Va,be I, a<bésVAe(0,1) esetén

o [ konvex [szigorian konvez] < f(Aa+ (1—XN)b) < [<] Af(a)+ (1 —A)b
e f konkdv [szigorian konkdv] < f(Aa+ (1 —X)b) > [>] Af(a)+ (1 —A)b

e [ konvex [szigorian konver] < Vc € I esetén [ 2 [1].

o [ konkdv [szigorian konkdv] < Ve e I esetén f' N\ [].
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M(a) + (1 —7\)'([’))
f(a) )<
f(ha+(1-A)b)

3. abra. Konvex fiiggvény

Legyen o, 8 € R, a < 3, és tegyiik fel, hogy f € D(a, 3), ekkor (Vz € (a, 3))
e [ konvex < f"(x) > 0.
o f konkdv < f"(z) <O0.
e f"(x) > 0= [ szigorian konvex («,[)-n.
o () < 0= f szigorian konvex («,[)-n.

Tobbszor differenciadlhato fiiggvények

Az f fuggvény kétszer derivdlhato az a pontban, ha Ir > 0: f € D(K,.(a)) és f' € Dlal.
Ekkor a masodik derivalt jele és definicidja:

f”(&) _ (f’)’(a) (Jelb’lése: f S DZ[G])

Az f fliggvény n-szer derivdlhaté a-ban, ha 3r >0: f € DV (K, (a)) és f™Y € Dla).
Ekkor a k-adik derivalt jele és definicidja:

fia) = (f""(a)  (Jeldlése: f € D"[a])

Riemann-integral, parcialis integralas, integralas helyet-
tesitéssel.

Hatarozatlan integral

Az integraldst 1ényegében a derivalas ,,inverz” miveleteként értelmezhetjiik: egy adott fiiggvény

hatarozatlan integralja minden olyan fliggvény, amelynek derivéaltja az adott fliggvény.

Azt mondjuk, hogy a F(zx) fliggvény primitiv fiiggvénye az f(x) fiiggvénynek az (a,b) in-
tervallumon, ha F(z) derivalhaté (a,b)-ben és minden x € (a,b) esetén F'(x) = f(x).
A primitiv fiiggvények Osszességét f hatarozatlan integréljanak nevezziik.

Az f figgvény primitiv fiiggvényeinek Osszességét f f(x)-szel vagy f f-el illetve f fdx-szel
jeloljik és f hatdrozatlan integrdljanak nevezziik. Tehat

/f = /f(f(])dx = {F I >R, FeEDé F' = f} (ez esetben f neve: integrandus)
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Tétel. Ha F primitiv fiiggvénye f-nek, akkor az F' + c alaku fiiggvények, ahol ¢ tetszoleges
konstans, az f fliggvény Osszes primitiv fliggvénye, azaz

/f:{F+c:ceR}

Példaul: f(z) =/ fliggvény az egyik primitiv fiiggvénye.

12 He— /2
1t — Ve

0.8 1

0.6 1

0.4 {

0.2 ¢

02 04 06 08 1 12 14

Tétel. Folytonos fiiggvénynek van primitiv fliggvénye, pontosabban Ha f(z) folytonos az [a, b]
zért intervallumon, akkor van olyan F'(z) fliggvény, amelyik folytonos az [a,b]-n és primitiv
figgvény (a,b)-n.

Alapintegralok

Azokat az integralokat, amelyek valamilyen elemi fiiggvény derivalasanak megforditasakor ke-
letkeznek, elemi integraloknak nevezziik.

n+1
f " dr = ;LE——}-I’ ahol n # —1, specialisan: f lde = x

f%dmzln\x! fxadx:ailxa+1,a#l
faxdx:%axlna, ahol a >0, a #1 fexdx:ex

na
fsina: dxr = —cosx fcosx dxr =sinx

Integralasi szabalyok
Miiveleti szabalyok

e Osszeget és kiilonbséget lehet tagonként integralni, tehat:

/f:F> /QZG:/[fig]zFJrG

e A konstansszorzé az integrél elé kiemelheto, azaz tetszoleges ¢ esetén:

fosmef
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e Linedris helyettesités. f(ax + b) alakd integrandus a,b € R, a # 0 és F' egy primitiv

fiiggvénye f-nek:
F b
/ flaz +b)d (aw +9)

. 4
/sin(?)x —4)dx = %

Példa:

e Helyettesités hatvanyfiggvénybe. f™ (z)f'(x) alakd integrandus: (n # 1)

B f(n+1)(x)
/f x)dr = e

2 6
/(23:2 +5)dz dr = 22" +5)

Példa:

6

alakl integrandus:
f() &

/f,(x)d:c— Inf(x): TCqz:f(x)>0
f(z) In(—f(z)): JC{x: f(z) <0

Megjegyzés: Itt I és J intervallum, a tovabbiakban a fenti értelemben hasznaljuk az

!
f {;((;:)) dr =1n ’f(x)‘ jelolést.
Példaul:
2% 1
/ 73 =

A gyakorlati életben, amikor konkrét integralok kiszamitasara van sziikségiink, f6ként hatarozott
integralokat szamolunk. Néhany, a hatarozott integrédl fogalmara vezeté probléma.

20”—3(

Hatarozott integral

e A fliggvénygrafikon alatti teriilet.
e A munka értelmezése és kiszamitasa.

e A nyomder6 meghatarozasa.

Riemann-integral

9>

Ismert, hogy az u > 0, v > 0 oldald téglalap teriilete u - v. Allapodjunk meg abban, hogy ha u > 0 és v < 0,
akkor u - v a téglalap ,el6jeles teriilete” legyen.

Nézziik meg mi is az, hogy a

H:= {(x,y) | z€0,1],y € [0,9c2]}

,parabola alatti tartomanynak” mi lehet a teriilete.
Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenld részre. Az osztépontok

1 n
ZEQZO, 1= — 2= —y ..y, Tp = —.
n n n
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1\2 2 n
Legyen S,, := % . (ﬁ) + % . (%) +...+ % : (%) , azaz olyan téglalapok teriiletének az osszege, amelyeknek

az alapja %, a magassiga pedig az id? fiiggvény osztépontokban vett fiiggvényértéke (4. abra).

o
3= A
S
33

AN

4. abra.

Sn egy ,,lépcsésidom” teriilete. Ha noveljiik az n osztépontszamot, akkor a lépcsésidomok egyre jobban illesz-
kednek a H halmazhoz, igy elvarhatd, hogy az (Sn) sorozat hatarértéke éppen a H halmaz tertilete legyen.
kE(k+1)(2k+1)

Felhaszndlva, hogy minden k& € N esetén 12 +22 + ... + k% = e
lim S,, = lim %(12 +22 4+ ...+ n?) =lim #n(n + 1)6(2n +1)
3 1
242 4

lim 20 £ 3n+1 _

: n® _ 1
o2 lim G =3

Legyen tehat a H halmaz teriilete %

Ezt a gondolatmenetet dltaldnositjuk. < @

Legyen f : [a,b] — R fiiggvény. Legyen
T i= X0, X1, Ly« vy Ty ooy Ty C [a, b)),
ahol
A=< T << .. <1 <z;<...<x,=b

az [a, b] intervallum egy felosztasa.
Minden [z; — 1, z;] intervallumban vegyiik fel egy & pontot (i=1,2,...,n).

Készitsiik el az f fiiggvény 7 felosztashoz tartozd kozelitd osszegét:

n

o(r) = f(&) (@1 = 20) + f(&)(wa — 1) oo+ ()0 — Tna) = Y F(&) (i — 2imn).

i=1

(Ez a o(7) felel meg a bevezetd példa S,, lépcsdsidom teriiletének, ott a & pontot mindig az
intervallum jobb szélén vettiik fel.)

Akkor mondjuk a fliggvényt integralhaténak, ha a o(7) kozelit6 6sszegek ,,finomodd” felosztasok
soran tetszolegesen kozel keriilnek egy szamhoz. Pontosabban:
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Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fliggvény integralhat6 az [a, b] intervallumon,
ha van olyan I € R szdm, hogy barmilyen £ > 0 hibakorldthoz van olyan 6 > 0, hogy az |a, b]
intervallum minden olyan 7 felosztasara, amelyben

max{xi—xi_l}i: 1,2,...,n} <0

és a T felosztdshoz tartozd [z;_1, ;] intervallumokban vett tetszbleges & € [x;_1, x;] pontok
esetén a

o(r) = Z f&)(xi — wi1)

kozelité Osszegre

lo(r)—1I|<e
Ha f integralhaté az [a, b] intervallumon, akkor ezt f € R[a,b] jelélje (Riemann tiszteletére, aki
az integralt ilyen médon bevezette), és legyen

b
/f::[.

(,integral a-tél b-ig”). Tovabba ekkor azt mondjuk, hogy a
y € [0, f(z)], ha f(z) =0
H .= { x, x € |a,bl, }
(o) Lo € ey ¢ .0 e f(x) <0
halmaznak (,gorbe alatti tartomédny”) van el&jeles teriilete, és ez a teriilet az I € R szam.
Roviden ugy szoktak hivatkozni erre a fogalomra, hogy bevezetve a Ax; := x; — x;_1 jelolést,

AEZ_H_I)O f(&)Az; =1
vagy

dim > f(&)Ar = / f(w)da.

Q> Konnyti latni, hogy ha f : [a,b] — R, f(z) = ¢ egy konstans fliggvény, akkor
n

m f(&)Az; = AE}EOZ c(ri —zi—1) = c(b—a),

li
xT; —0
i=1

f=clb—a). <9

amint ezt a szemlélet alapjdn is vértuk, tehdt f € Rla,b] és

8 — =

Az integralhatosag feltételei

Legyen f : [a,b] — R korldtos és 7 egy felosztésa [a, b]-nek. Az
LU(f,T) = S(faT) - S(f,T)

valos szamot az f fliggvény 7-hoz tartozd oszcilldcids o0sszegének nevezziik.

Riemann-kritérium: Egy f : [a,b] — R korldtos fliggvény akkor és csak akkor Riemann-
integrélhatd, ha Ve > 0 szamhoz 37 felosztédsa [a, b]-nek gy, hogy w(f, 1) < e.

Tétel. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor f Riemann-integralhat6 (f € R[a,b]).

Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton fliggvény, akkor f Riemann-integralhaté (f € Rla,b]).

2. tétel — 15. oldal



A Riemann-integral és a miiveletek kapcsolata

Ha f € Cla,b], akkor f € Ra,b]. Ha f € R[a,b] és f € R[b, ], akkor f € R]a,c], s6t

/f+/f /f

Tehat az integralasi intervallum részekre bontasaval az eredeti integral a részeken vett integralok
osszegével egyezik meg.

Ha f € Rla,b] és A € R, akkor A € R|a, b],

/Af—k/f

Ha f,g € R|a,b], akkor f + g € Rla, ], és

]
/(f+g)=/f+/g

Ha f,g € Rla,b], akkor f-g € R[a,b]. Nincs ra dltalanos képlet.

Ha f,g € Rla,b], és f(x) > g(z) Yz € [a,b], akkor

=]
e

A hatéarok felcserélésével elGjelvaltas torténik.

/ f(x)dx:—/ f(z)dz

Newton-Leibniz-formula

Ha f € Rla,b], akkor

A hatarozott és a hatarozatlan integral kapcsolatdat a Newton-Leibniz formula adja meg: Legyen
f :la,b] = R Riemann integralhaté és F : [a,b] — R folytonos fliggvény tigy, hogy Vz € (a, b)-
re az F' differencialhat6 z-ben és F'(x) = f(z). Ekkor

b,
Jelolés: F(b) — F(a) = [F (ZB)} . Igy tehét a hatarozott integral kiszamolasédhoz is lényegében
primitiv fiiggvényt kell keresnﬁnk, ezért a hatarozatlan integrdl esetében latott szabdlyok és
modszerek itt is érvényben maradnak.
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Parcialis intergralas

A parcialis integrélas egy igen fontos moddszer, mert segitségével szorzat alakban megadott
(vagy olyannd alakithatd) integrandusok nagyrészét kiszamithatjuk. Maga a médszer a szorzat
fiiggvény derivalasi szabalyabol adodik:

/fg’zfg—/f’g

Az Otlet tehat, hogy a szorzat alakban megadott fiiggvény egyik tényezojét f-nek, masik tényezojét
g'-nek vélasztva atirjuk az integrélt. A megfelel megvélasztas alapja, hogy f’g-t konnyebben
lehet integralni mint fg'-t.

Nem mindegy azonban, hogy melyik fiiggvényt vélasztjuk f-nek, illetve g-nek.

Parcialis integralas hatarozott esetben

Legyen f, g : [a,b] — R fiiggvények az [a, b] intervallumon differencidlhatok, és derivaltfiiggvénytik
is folytonos.
Ekkor az f ¢ + f'- ¢ is folytonos, és (f-g) = f' - g+ [ - ¢'-t figyelembe véve a Newton-Leibniz-

formula alapjan
b

/ (£@g(@) + f@)g @) dz = FB)g) - fa)g(a)

a

atrendezve azt kapjuk, hogy

/f'(x)g(l’) = [(b)g(b) — f(a)g(a) —/f(x)g’ x)dx

Természetesen ezt akkor tudjuk alkalmazni, ha a jobb oldalon all6 integral kiszamolhato.

Helyettesitéses integralas

A helyettesitéses integralas modszere nagyon sokszor segitségiinkre lehet a legkiilonfélébb estek-
ben is. Lényege, hogy az integrandusban valamilyen kifejezést helyettesitiink egy 1j véltozoval,
ez altal egy konnyebben integralhatd kifejezést kapunk, amit kiintegralunk, majd a végén vissza-
helyettesitjiik az eredeti kifejezést.

Az eljaras lényege tehat a kovetkezd: Legyen g(x) = t, ekkor ¢'(z) = cclzytc’ és ezért ¢'(x)dx = dt,

vagyis:
/f( (z) dx—/f = F(g(x))

3 3 dt 3 3
I R Ztant = - tan(2z — 3
/cos2(2x—3) v /cos 12 2T an(2e —3)

Példa:

2. tétel — 17. oldal



Hararozott esetben

/ Flo(x))g (x)da = / Fydt = [F(0)D)

Példa: Hatdrozzuk meg az egység sugari (negyed-)kor teriiletét.

Az origd kozépponti 1 sugart kor egyenlete: a2 +y? = 1, ezért az els6 siknegyedet vélasztva az
explicit fiiggvénykapcsolatot az y = /1 — x? képlet irja le. A meghatarozandé integral tehat:
1

f V1 — 2%dx.
0

Alkalmazzuk az x = siny helyettesitést = dy = S S—"

V1—a2

cos?(y)dr =

N | —

s
. T

1 sin(2y)} 7w
/1+cos(2y)dy =3 [gﬁ— 5 e =1
0

o\l\)\:}

s
1 2
/\/1 — x%dx = /1—sin2(y)dy =
0 0

Integralszamitas alkalmazasa

e Fliggvények alatti tertilet kiszamitasa
e Sikidomok teriiletének kiszamitésa
e Forgastestek felszinének kiszamitdsa

e R™-beli gorbék ivhosszanak kiszamitasa

Linearis, ill. magasabb rendi linearis differencialegyenletek

Az olyan egyenleteket, melyben az ismeretlen fliggvény derivaltja, illetve derivaltjai szerepelnek,
differencial-egyenleteknek nevezziik. Tehat egy differencidlegyenletben szerepelhetnek:

e konstansok;
e cgy vagy tobb fiiggetlen véltozo;
e az ismeretlen fiiggvény, illetve fliggvények kozonséges, illetve parcidlis derivaltja, illetve
derivaltjai.
Differencidlegyenletek osztalyozasa

Ha a differencidlegyenletben egyetlen fliggetlen valtozé van, akkor a derivalt kozonséges de-
rivalt. Ebben az esetben kozonséges differencidlegyenletrol beszéliink.

Ha a differencidlegyenletben ketté vagy tobb fiiggetlen valtozo van, akkor a derivalt parcialis
derivalt. Ekkor a széban forgd egyenlet egy parcidlis differencidlegyenlet.

Ha az ismeretlen fiiggvények szama egynél tobb, akkor az ismeretlen fliggvények szaméval
egyenlo szamu differencialegyenletbol allo differencidlegyenlet-rendszerrel van dolgunk.
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A differencidlegyenlet rendje az egyenletben szerepl6 legmagasabb rendii derivalt rangjaval
egyenlo.

A kozonséges differencidlegyenletek koziil azokat, amelyekben az ismeretlen fiiggvény és ennek a
derivéltjai legfeljebb csak els6 hatvanyon fordulnak el6 és szorzatuk nem szerepel, linedris dif-
ferencidlegyenletnek nevezziik. Ellenkez6 esetben nemlinedris differencidlegyenletekrol
beszéliink.

Ha a kozonséges differencidlegyenletben van olyan tag, amely allandé, vagy amelyben csak
a fliggetlen valtozo szerepel, akkor a differencidlegyenlet inhomogén differencidlegyenlet.
Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy a differencialegyenlet homogén differencidlegyenlet.

Ha a kozonséges differencidlegyenletben a fliggvényt és a derivaltjait tartalmazo tagok allandok,
akkor az egyenletet dllandé egytitthatos differencidlegyenletnek nevezziik. Ellenkezo eset-
ben fliggvényegyiitthatos differencidlegyenletrol beszéliink.

Egy f figgvényt a differencidlegyenlet megolddsdanak neveziink, ha derivaltjaival egyiitt
azonosan kielégiti a differencidl-egyenletet.

Egy f figgvényt az n-edrendii differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdnak neveziink, ha
derivéltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencialegyenletet és pontosan n db egymastol
fiiggetleniil megvalaszthatd szabad paramétert tartalmaz.

Egy f fliggvényt az n-edrendti differencidlegyenlet partikuldris megolddsanak neveziink, ha
derivéltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencidlegyenletet és legfeljebb n —1 db egymastol
fiiggetleniil megvélaszthaté szabad paramétert tartalmaz.

Megjegyzés: A szabad paraméterek helyébe egy-egy (valés) szamot helyettesitve a differen-
cidlegyenlet valamely megoldasat kapjuk.

Adott egy D C R x R™ (n € N) tartomany és f : D — R™ folytonos fiiggvény.

Kerestink: I C R nyilt intervallumot és ¢ : I — R" differencidlhaté fliggvényt, amelyre
o (t,p(t)) € D (Vtel)
o ¢'(t) = f(t.p(t)  (VEel)

Ezt a feladatot explicit elsérenddé kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik.

Jelolése:
a'(t) = f(t,z(t))  vagy ' = fol(id,x) (1)

Ha ilyen [ intervallum és ¢ fiiggvény létezik, akkor azt mondjuk, hogy a ¢ az (1) differen-
cidlegyenlet megolddsa I-n.
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Kezdetiérték probléma

Legyen D C RxR" (n € N) tartomény és f : D — R" folytonos fliggvény, (p1,p2) € D C RxR"
pedig tetszoleges pont. A ¢ : [ — R™ differencialhato fliggvény az

o' = f(t,x(t)), z(p1) = p2 (2)
kezdetiérték-probléma egy megoldasa, ha
e v az a2’ = f(t,z(t)) differencidlegyenlet egy megoldasa I-n,
e pcl

* o(p1) =po
Tovabbiakban kezdetiérték-probléma = K.E.P.

Kezdeti érték megoldasara vonatkozé kérdések

1. A megoldas létezése
2. A megoldésok egyértelmiisége
3. A megoldésok eloallitasa

e pontos megoldas (megolddoképlet)

e kozelité megoldés
4. A megoldasok fiiggése (példaul) a kezdeti értéktél

5. Mindségi vizsgalatok: A megolddsok bizonyos tulajdonsigainak (példdul periodicitas)
vizsgalata a differencidlegyenlet ismerete nélkiil

A megoldas létezése

Tétel. (Cauchy-Peano-féle egzisztenciatétel): Tegyiik fel, hogy a D C R x R™ (n € N) tar-
tomanyon értelmezett és f : D — R™ fliggvény folytonos. Ekkor barmely (p1,p2) € D esetén
az

a = f(t,ﬁ(t)), l"(pl) =P

kezdetiérték problémdnak van megolddsa.

A megoldasok egyértelmiisége

AKEP globalisan egyértelmiien oldhato meg, ha létezik olyan I C R nyilt intervallum és
olyan ¢ : I — R megoldésa a kezdetiérték-problémanak, hogy annak barmely més megoldasa ¢
egy lesziikitése. Ebben az esetben a ¢ fiiggvény a kezdetiérték-probléma teljes megolddsdanak
nevezziik.

AKEP egy ¢* : I" — R™ megoldas maximadlis megoldds, ha nincs olyan ¢*-t6l kiillonboz6
megoldas, amelyiknek a lesziikitése ¢* lenne. Ha ¢ teljes megoldds = w maximalis megoldés
is. (forditva nem igaz).
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Az K.E.P lokdlisan egyértelmien oldhaté meg, ha a (p1,p2) € R x R™ pontnak létezik
olyan k(pi,p2) C R x R™ kornyezete, hogy az f fiiggvényt erre lesziikitve a megfeleld K.E.P
megoldasa mar globalisan egyértelm.

Tétel. Ha K.E.P minden (p1,p2) € D esetén lokdlisan egyértelmiien oldhaté meg, akkor min-
den K.E.P megoldasa globalisan egyértelmi is.

Tétel. (Picard-Lindeldf-féle egzisztencia- és unicitdstétel): Legyen n € N, D C R x R™ egy
tartomény és (p1,p2) € D. Tegylik fel, hogy

e az f: D — R” fiiggvény folytonos D-n

e az f fiiggvény a (p1,p2) pontban a masodik valtozdjaban lokalis Lipschitz-feltételeknek
tesz eleget, azaz

EIk(_pl’Z?Q) cD és_ Lpip2) > 0, hogy
Hf(t’ﬂ) - f(t>ﬂ)|| S L(p17p2)||ﬂ_ EH (V(t,ﬂ), (tvﬂ) € k<p17p2))

Ekkor a K.E.P 1étezik megoldésa és az lokdlisan (s6t globdlisan) egyértelmii.

Szétvalaszthaté valtozéja (szeparabilis) differencidlegyenletek

Tegyiik fel, hogy I, J € R nyilt intervallum, € := 1 x J és
g:I—-R, h:J—>R
folytonos fliggvények. Ekkor az
P = gOh(z(t)  vagy & =g-how 3)
feladatot szétvdlaszthato vdltozoju (vagy szepardbilis) differencidlegyenletnek nevezziik.
Ha (p1,p2) € I x J, akkor az
v =gh(x(t)),  x(p) =ps (4)
feladat a (3) egyenletre vonatkoz6 kezdetiérték-probléma.

Megjegyzés: Az elnevezés onnan ered, hogy az ilyen differencidlegyenletek atrendezhetok tugy,
hogy az y valtozé csak az egyik, az x valtozo pedig csak a masik oldalon forduljon eld.

Példa:

2
1

vyr+y —y?+2y=0= (y" —2y) 77
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Elso6rendii linearis differencialegyenletek
Tegyiik fel, hogy I C R nyilt intervallum és f, g : I — R folytonos fiiggvények. Ekkor az
#(t) + f(O)x(t) =gt) (el ()

feladatot elsorendi linedris differencialegyenletnek nevezziik.

Ha (p1,p2) € I x R, akkor az

() + fOx(t) =g(t),  z(p)=p2 (el

feladat az (5) egyenletre vonatkozé kezdetiérték-probléma.

A feladat megoldasa homogén-inhomogén moddszerrel

Tekintstuk el0szor az
'+ fx=0 (6)

homogén linearis differencidlegyenletet, amelynek altalanos megoldasa

— ff(s)ds
pt)y=c-e e =c-po(t) (tel)
alaku, ahol a € I rogzitett pont és c tetszdleges valds szam.
Az
¥4+ fr=g (7)
inhomogén egyenletre a kovetkezé teljesiil: ha v és 19 (7) megoldésai, akkor a ¢ := 9 — 1y
fliggvény kielégiti a (6) egyenletet.

Ebbdl kévetkezik, hogy ha ismerjiik az inhomogén egyenlet egy 1, (partikularis) megoldasét,
akkor (7) tetsz6leges megoldésa

=9+,

alakt, ahol ¢ homogén egyenlet egy megoldasa.

Az elobbi megoldés a kovetkezo forméban egyszeriibben megjegyezheto:
inhomogén egyenlet homogén egyenlet az inhomogén egyenlet
[ [ (=1 ( . |+ s [
altalanos megoldasa altalanos megoldasa egy partikularis megoldasa

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat a Lagrange-tél ered6 allandok varidlasanak
a modszerével hatarozzuk meg.

Tegytik fel, hogy I C R nyilt intervallum f, g : I € R folytonos fiiggvények és (pl p2) € I x R.
Ekkor az

'+ fr=g,  x(p)=ps
kezdetiérték probléma globalisan egyértelmiien oldhaté meg. A v teljes megoldas értelmezési
tartomanya az egész I intervallum, és a teljes megoldas

t

(1) =5-soo(t)+<po(t)/(soo(8))‘lg(8)d8 (tel)

p1
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(ez a Cauchy-féle formula), ahol
4
J sas
@o(t) = en (tel)
a homogén egyenlet egy megoldasa.

Az 2’ + fxr = g inhomogén egyenlet megoldasai a

t

V(t) = co(t) + Ppare(t) = cpo(t) + @o(t) /(@0(3))9(3)d5 (tel, ceR)

fliggvények, illetve ezek lesziikitései.

Tétel. (Szuperpozicid elve): Tegyiik fel, hogy 11 megolddsa az
'+ fr=q

egyenletnek, 1y pedig megoldésa az
7+ fxr= g

egyenletnek, akkor ¢, + 19 megoldésa az
7'+ fr = g1+ go

egyenletnek.

n-ed rendii linearis differencialegyenletek

Legyen n € N, I C R nyilt intervallum, és tegyiik fel, hogy az a; : I = R (i =0,1,...,n —1)
és ab: I — R fliggvények folytonosak. Ekkor az

™ 4+, 12"+ @ fagr =0

feladatot n-edrendi linedris differencidlegyenletnek nevezziikk. Ha b = 0, akkor az egyen-
let homogén, az ellenkez6 esetben tnhomogén. Allando egyiitthatos az egyenlet, ha az
a; (1=0,1,...,n — 1) egyiitthaték valés szamok.

Legyen n € R, I C R nyilt intervallum, és tegytik fel, hogy az
a;: I - R (1=0,1,....,.n—1)ésab: I —-R
fiiggvények folytonosak. Ha p € I és s1,59,...,5,-1 € R, akkor az

x(n) + an—lx(n_l) + ...+ alx’ + apxr = b
ZL'(p) = S0, x/(p) = S1, .y I'(nil)(p) = Sp_1

feladatot az n-edrendii linearis differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték-problémdnak
nevezziik.

A megoldasok létezése és egyértelmiisége. Az n-edrendii linearis differencidlegyenletre
vonatkozo tetszoleges kezdetiérték-probléma globélisan egyértelmiien oldhaté meg, és minden
teljes megoldés értelmezési tartomanya az egész I intervallum.
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A megoldashalmaz szerkezet

e A homogén n-endrendii linearis differencidlegyenlet teljes megoldasainak az M halmaza
n-dimenzids linedris tér R felett.

e Legyen v, az inhomogén n-edrendti linedris differencidlegyenlet egy (partikularis) meg-
oldasa. Ekkor az egyenlet tetszoleges megoldasa

@D =p+ wpart
alaku, ahol ¢ a homogén egyenlet egy megoldasa.

A homogén egyenlet M} megoldashalmazanak egy bazisat a homogén egyenlet egy alaprend-
szerének nevezziik.
1. megjegyzés: A fenti megoldas a kovetkezo formaban egyszertibben megjegyezheto:
inhomogén egyenlet homogén egyenlet az inhomogén egyenlet
, , L =1 [ N g [
altalanos megoldasa altalanos megoldasa egy partikularis megoldasa

2. megjegyzés: Inhomogén egyenlet megoldasanak eléallitasdhoz tehat ismerniink kell

e a homogén egyenlet egy alaprendszerét és

e az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat.

Az allanddk varidlasanak a mddszerével a homogén egyenlet alaprendszerének (n linedrisan
fliggetlen megoldasanak) az ismeretében egy partikuldris megoldds mér eléallithaté.

Ez az jelenti, hogy inhomogén egyenlet megoldasahoz elegendé a homogén egyenlet egy alap-
rendszerét meghatarozni. Az alaprendszer elallitasara azonban csak az allandé egyiitthatos
egyenletek esetében van altalanos mddszer.

Az 3llandok varidlasanak a mdédszere: Tekintsiik az
() + a2V (E) + A agr(t) = b(t) (tel)
inhomogén egyenletet, valamint a neki megfelel6
™) + an1 2™ V() + ..+ agx(t) =0 (tel)

homogén egyenletet.
Legyen 1, @9, ..., ¢, a homogén egyenlet egy alaprendszere. Ekkor az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasa el6allithato a

bp(t) = a®)pr(t) +. - +en)en(t) (el

alakban, ahol a c(t) := (c(t),...,c,(t))T fiiggvénynek a kdvetkezd linedris algebrai egyenlet-
rendszer a megoldésai

o) - () = (tel) (8)
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ahol

(1) onlt)
D(t) = e1(t) @%'(t> (tel)
SN )

a Wronski-féle matrix.

Megjegyzés: A 1), partikularis megoldas el6allitasdhoz tehat el6szor meg kell oldani a (8) linedris
algebrai egyenletrendszert a | (t), ..., ¢, ismeretlen fiiggvényekre, amelyekbdl mar integrélassal
el6allithatok a szamukra sziikséges ¢ (t), ca(t), ..., cn(t) (t € R) fiiggvények.

Tétel. (Szuperpozicid elve): Tegyiik fel, hogy 11 megolddsa az
() + an 2™ V() + ..+ agz(t) = b
egyenletnek, vy pedig megoldésa az
2™ () + an 2™ V() + ..+ agx(t) = by
egyenletnek, akkor ¢, + 1y megoldasa az
LIZ‘(n) (t) + an,lx("fl) (t) + ...+ Clo.]f(t) = bl + bg

egyenletnek.

Az allandé egyiitthatés n-edrendii homogén linearis differencialegyenlet egy alap-
rendszerének az eloallitasa

Legyen n € N és ag,ay,...,a,_1 € R. Az
2™ (t) 4 ap 2™ V(@) + ..+ aex(t) =0 (9)

feladatot n-edrendi dllando egyrtitthatos homogén linedris differencidlegyenletnek
nevezziik.

Tétel. Tegyiik fel, hogy az
2 +a, 2D+ a1 +agr =0 (ag, a1, ...,an_1 € R) (10)

egyenlet
KZ) =2"+a, 12" ' +...+a1z+ag

karakterisztikus polinomjanak a A szam m-szeres gyoke. Ekkor
pr(t) =, palt) =te, . pn(t) =t" 1M (teR)

fliggvények a (10) egyenlet linedrisan fiiggetlen valés megoldésai.
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Az allandé egyiitthatos n-edrendi inhomogén linearis differencialegyenlet egy par-
tikularis megoldasanak az eldallitasa

Megjegyzés: Az
e () + a2V F L Fagx(t) = b(t)  (te])

alland6 egyiitthatos n-edrendit inhomogén linearis differencidlegyenlet egy partikularis meg-
oldasanak az eldallitasahoz felhasznalhatjuk az allanddk varidlasanak a modszerét. Ez elvben
mindig célhoz vezet, azonban esetenként meglehetosen faradsagos, sok szamolast igényld eljaras.
Ezért "megbecsiilenddk” azok a modszerek, amelyek révén mas uton juthatunk el egy parti-
kularis megoldashoz. Egy ilyen mddszer a prébafiiggvény-mddszer, amelyik bizonyos specialis
jobboldal, vagyis b fliggvény esetén alkalmazhato.

Tétel. (Prébafiigguény-modszer) Tekintsiik az
M) + an 2™V () + ..+ agx(t) = P(t)e* (csin (Bt) + d cos(Bt)) (t € R)

egyenletet, ahol ag, aq,...,a,_1;¢; d; a; 5 valés szamok és P egy polinom.

Legyen p:= a4+ i3 és

~ 0, ha p nem gyoke a homogén egyenletrendszer karakterisztikus polinomjanak

k= . y o . .
k, ha u k-szoros gyoke a homogén egyenletrendszer karakterisztikus polinomjanak

Ekkor az egyenletnek létezik

Uy(t) = t"G(t) - ™ (Asin(Bt) + B cos(ft))

alakid megolddsa, ahol A, B € R és G egy legfelejebb deg(P)-edfoku polinom.
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Kiegészités
Darboux-integral

Legyen—oo < a < b < o0 és, [ :[a,b] = R, f korldtos fliggvény
A {a,b} C T C [a,b] véges halmaz egy felosztédsa [a, b]-nek.

Ha 7 n+1 elemi és elemeit xg, x1,...,x, jeloli, akkor 7 = {xo,xl, e ,xn}, ahol
a=x0<x1<...<Tp:=0b (n € N)
Megjegyzés: Az intervallumok nem feltétleniil azonos hosszusaguak.
Tovabba legyen:
m; :=my;(f) := inf {f(a:') < ax< :L'Hl} =inf f(x;1 — ;) (t=0,...,n—1)

M; == M;(f) = Sup{f(:t):xi <z S%H} =sup f(zip1 —x;)  (i=0,...,n—1)

valamint
az [ fliggvény 7-hoz tartozo alsé integralkozelité Gsszege

n—1
S( ) 7_) - M; (xz-‘,-l l‘z)
=0
Példa felosztéas finomitasara: 3, 7, 44
)} )} \ 5 /
SS z?
4 4 SS 4 zz
SE ZZ
SS ZZ
SS ZZ
2 2 S 2 Z
a b a ba b

Legyen I' := {7‘ C [a, b] felosztas } [a, b] intervallum felosztdsainak halmaza.

Legyen 11 € T" és 7o € T felosztdsai [a,b]-nek. Azt mondjuk, hogy 7o finomitdsa 71-nek, ha
71 C To. A 171 és 7 kOz0s finomitasa 7 U 7.

Ha f :[a,b] — R korldtos és 7 C 7» az [a, b] felosztasai, akkor

s(f,m) <s(f,m) AS(f,m) = S(f, )
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fgy, ha 71,75 € I tetszéleges felosztas (nem feltételeniil egymads finomitésai), akkor

s(fim) <s(f,mUm) <S(f,inUmn) < S(f, )
emiatt
2 {s( fr)iTe r} felitlré] korldtos, illetve az {S( fr)iTe r} alulrél korldtos.
Ha f : [a,b] — R korltos, az
L(f) = sup{s(f, 7)iTe r}
I(f) = mf{S(f, T)iTe r}

valds szamokat az f fiiggvény ([a, b] intervallumon vett) alsé, illetve felsé Darboux-integréljanak
nevezziik.

A definicidk alapjén: Vi, 7 € I': s(f,m) < L(f) < I*(f) < S(f, ™)

Az f figgvény Riemann-integralhaté, ha I.(f) = I*(f), ekkor legyen

[r-] Lo
[a,b]

az f fiiggvény Riemann-integralja (hatarozott integralja). Jelolése: f € R|a, b].

Megjegyzés: A hatarozott integral ez esetben egy valds szam, mig a hatdrozatlan integral pri-
mitiv fliggvények Osszessége.

Parcialis integralas
Példa (1): fx -etdx
_ LT ‘ g/ —

f’:em‘g:fxdx

Ekkor a véalasztas nem megfeleld, mert ebben az esetben f r-et=e"- % — f et L

Legyen

Itt most  helyett lett egy 22, ami semmiképp sem tekinthetd egyszer(ibb alaknak.

Ezért f e’ - xdx legyen

Ekkor
/x-ewdm:m-ex—/l-exdx:x-em—equC’

Példa (2): fo -etdx
f:.’L'Q ‘glzez
f’:Q:B‘ g=é€"

/x2-e””dx::c2~ex— /Zx-exdx =

——

ez tovabb egyszerisithetd

Legyen
Ekkor
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/Qx-e’”dx:2x-ez—2/em
Ezt visszahelyettesitve

/xQ-e“’dx:ﬁ-em—(2x-em—2/em>+C:

Jellemzden, ha a fiiggvény z™ - (e”| sin z| cos x), akkor az 2" legyen az f. ™ (In x| arctan x| log x)
esetén pedig forditva.

Q>

Alapvetéen 3 tipust kiilonboztetiink meg az integrandus alapjan:

e Hatvanyfiiggvénnyel szorzott exponencidlis, trigonometrikus, hiperbolikus fliggvények

Ekkor mindig a hatvédnyfuggvényt érdemes f-nek, a mésik szorzétényezét pedig g’-nek elnevezni.

Pl /530 sinh 2rde — 5x cos 2x B / 5 cosh Qxdx _ 5x cosh 2z B 5sinh 2z

2 2 2 4

Megjegyzés: Ha a hatvanyfiiggvény 1-nél magasabb foku, akkor tobbszor egymas utan kell alkalmaznunk
a modszert.

e Logarimus-, area-, arcus fiiggvények és ezekkel szorzott hatvanyfiiggvények.

Ekkor mindig a logaritmus fiiggvényt érdemes f-nek és a mésik szorzétényezdt ¢’-nek elnevezni.

1 2
Pl:/v—2xlnxd1:——:1721nx—/—502d:zr——2a:21nx—|—gs2
x

e Exponencidlis fliggvény és trigonometrikus, illetve hiperbolikus fliggvények szorzata

Ekkor a vélasztasunk tetsz6leges, minden esetben célhoz ériink, ha a mddszert kétszer egymads utan
alkalmazzuk, majd a kiinduldst a kapott eredménnyel 6sszehasonlitjuk.

Pl fexsinxdx:—ewcosx—l—fewcosxdx:—eIcosx—&—enginx—fexsinxdx

xT T o3
fe””sinxdx: e cosmz—i—e sin x

Megjegyzés: Szogfliggvények szorzatat is lehet parcidlisan integralni, 4m ekkor sokszor a szorzat megfelelo

atalakitasok utan Osszeggé alakithatd, igy sokszor azt célszeriibb integralni.

a9
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