3. Numerikus modszerek

Iteraciéos modszerek: Linearis egyenletrendszerekre és
nemlinearis egyenletekre.

Definicié. Egy m egyenletbdl allo, n-ismeretlenes linedris eqyenletrendszer dltaldnos alakja:

aj1ry + Qs + ... + AT, = bl
aogry + agrey + ... + AonTy — bg
Ap1T1 + ApaTs + ... +  Apn = bm

Az egyenletrendszer atirhaté Az = b formaba is, ahol

aiq a2 ... QA1p I b1

ai 929 ... Qop i) b2
A= , X = , b=

Al Gm2 - Gmn Tm b

Az a;; egylitthatokbdl képzett A matrixot az egyenletrendszer egyutthatomdtriza. Ha ezt
kibovitjiik a b vektor b; komponenseibol képzett oszlopvektorral, akkor az egyenletrendszer
m x (n+ 1)-es kibdvitett matrizdt kapjuk, amit A|b-vel jeloliink.

a1 19 oo Qp bl

a1 929 o Qop b2
Alb =

ami Gm2 - Gmp  bp,

Tétel 1. (Kronecker—Capelli-tétel): Az Ax = b akkor és csak akkor megoldhatd, ha az A
egylitthatémétrix és az A|b kib6vitett métrix rangja megegyezik: r(A) = r(A|b).

Tétel 2. Ha az egyenletrendszer megoldhaté és

e r(A) < n, akkor végtelen sok megoldés van, ha

e r(A) = n, akkor egyértelmii a megoldas.

Linearis egyenletrendszerek iteraciés modszerei

A linedris algebrai egyenletrendszerek megoldasi modszerei: direkt illetve az iterdcios modszerek.
Direkt moédszereknek azokat a modszereket nevezziik, amelyekkel pontosan szamolva az
egyenletrendszer pontos megoldasat kapnank. Ezek kozé tartoznak az eliminacidés modszerek,

a felbontasi modszerek és a Cramer-szabdly. Hatranyuk, hogy csak kisebb méretii egyenlet-
rendszerek oldhaték meg veliik redlis idén beliil. fgy a gyakorlati feladatok esetén (amelyek-
ben gyakran nagy méretii az egyiitthatématrix) az iteraciés médszereket hasznaljuk, melyek
nagy elonye a direkt modszerekkel szemben a kisebb tarigény, valamint kihasznalhatdk a
gyakran meglévo hozzavetoleges informacidk is a megoldas varhato értékeirol.

3. tétel — 1. oldal



Tegyiik fel, hogy az Az = b egyenletrendszer egyiitthatématrixa négyzetes (A € R"*") és
determindnsa nullatdl kiilonbozik (detA # 0). Ekkor az 2. tételbdl kovetkezben az egyenlet-
rendszernek egyetlen megoldasa létezik. Az iterdcios mddszerek ezen egyértelmii megoldas
kozelité meghatarozasara adnak lehetdséget.

Az iteraciés mddszerek altalaban olyan konvergens sorozatot konstrualnak, melyek hatarértéke
az egyenletrendszer megoldasa.

A linedris egyenletrendszert (LER) vektorsorozatokkal kozelitjiik, torekedve a minél gyorsabb
konvergenciara. Az iteraciés modszereknek a lényege a kovetkezo atalakitas:

Ar=b<= x=Bx+r

[lyen alak létezik, sot nem egyértelmii, hanem sokféle lehet, és a kiilonb6zo atalakitasok
szolgaltatjak a kiilonféle iteracidos modszereket. A B-t dtmenetmdtriznak nevezziik.

Kontrakcio: A ¢ : R — R" fliggvény kontrakcio, ha
0 <qg<1:Ve,y eR": flpz) — e < qllz -yl
A q értéket kontrakcids egyiitthatonak nevezziik.
2
Példa kontrakcidra: %cos x, x €0, %} 3—_%, re0,1] |2+ z€[l,+0).
Banach-féle fixponttétel: Legyen ¢ : R" — R” kontrakcid a q kontrakcids egytitthatéval.

Ekkor a kovetkezo allitasok igazak:
1. Alz* € R™: z* = p(z*). Azt mondjuk, hogy z* az ¢ fiiggvény fixpontja.

2. Vz(0 € R™ kezddérték esetén az 2%+ = p(z®)  (k € N) rekurziéval definidlt sorozat
konvergens, és a hatarértéke az x*, azaz

lim z® = 2*
k—o0

3. teljesiil az alabbi hibabecslés:

|2 — 2|l < T llz® - 2.

Az egyenletrendszer megoldasa igy az ¢ : R — R", ¢(x) = Bx + r fliggvény fixpontjanak
keresésére vezetheto vissza.

Ez esetben tehat csak azt kell biztositani, hogy ¢ kontrakcié legyen, és csak alkalmazni kell
ra a fixpont tételt.

(@) — @)l = 1Bz +r— (By + )| = [[Bz — Byl = ||B(z — y)|| < [|Bllllz — yl|

Tehat, ha a B méatrix valamely indukalt vagy illeszked6 norméja kisebb egynél, akkor az ¢
fiiggvény kontrakcio, és a fixponttétel alkalmazhato.
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Tétel: (Elégséges feltétel a konvergencidra): Ha a linearis egyenletrendszer B
dtmenetmatrixara ||B|| < 1, akkor tetszéleges (?-bél inditott z**1) := Bz® + r iterdcio
konvergdal az Az = b linedris egyenletrendszer megoldasahoz.

A konvergencia vizsgalatakor lehet, hogy a fenti elégséges feltétel nem teljestil, ezért nézzik
a konvergencia sziikséges és elégséges feltételét.

9> Lemma. Legyen B € R™*"™. Ekkor Ve > 0 esetén J||B|| indukélt norma, igy hogy

IB|l < p(B) +e€
ahol p(B) a B métrix spektralsugara, vagyis
B)= inf B VB e R™"
P(B) I Hnl]gukélt 1Bl

a@

Tétel: (Sziikséges és elégséges feltétel a konvergencidra): Tetszéleges (¥ € R™-bél
inditott z**) := Bz® 4 r iterdcié konvergdl az Azx = b linedris egyenletrendszer meg-
olddsahoz <= p(B) < 1.

Tehat a kovetkezdkben a kiilonbozo iteracios eljarasok esetén az x = Bx + r atalakitas utan
képezzik az z**+Y = Bz® + r iterdciét valamilyen z(©) kezdéértékkel.
Jacobi-iteracié

Vegyiik az Az = b egyenletrendszert, és tegyiik fel, hogy A € R"™*" és det(A) # 0. Ekkor az
egyenletrendszernek 1étezik egyértelmi megoldasa.

frjuk fel az egyenletrendszer komponensenkénti alakjat:
A£:b®a171$1++a17n$n:bz (’L:]_,,TL) (1)
Tegyiik fel, hogy a; #0 (i=1,...,n).

Ekkor az (1) atirhat6 a;-vel leosztva és atrendezve:

;1 ;2 Q551 Q5541 Q5 n b; .
ZEZ':—|: xr+ To+ -+ X1+ .Ti+1+"'+ Ty | +— (Vlzl,...,n)

Q;; 7%} a;; (7%} ;i [27%)
Ebbdl felépitheto egy iteracio, ahol xl(-k) az 1-edik ismeretlen k-adik kozelitése:

Q; Qjn b; ” a1 2
xEkH) = — [—1x§k) 4+ 4 = $$lk:)] + — ahol 7 tetszéleges érték és k= 0,1, ....

i
i Qg5 Q5

Osszevont alakban:

k+1 1 n k ;
@E );: —m<2§au£§ )_@z’) (i=1,....n)

Az iterdcié felirhaté matrixos alakban is. Tovabbra is det(A) # 0. Ekkor létezik legaldbb
egy elemi szorzata a matrixnak - a determinans definicidja - szerint, amelyik nem nulla, igy
pusztan sorcserével elérhetd, hogy az A matrix diagondlisiaban csupa nemnulla elem alljon.
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Ekkor az A méatrixnak elkészithetd a kovetkezd felbontésa
A=L+D+U

ahol L: alsé haromszog matrix, D: diagonalis matrix, U: felsé haromszog métrix.

Ekkor azonos atalakitasokkal a kovetkezo relaciok érvényesek:

Ar=be (L+D+U)z=b
Dx=—(L+U)z+b

z=-DYL+U)xz+ D'

Ebbol mar szarmaztathato a Jacobi-iteracié matrixos alakja:

2 ) = D YL+ U) 2™ + D'
L ————

=By =rJ

Bj a Jacobi-iteracio iterdcios matrizat jeloli.

A Jacobi-iteracié konvergencijja

Q> Definicié. Az A métrix szigorian diagondlisan domindns, ha minden sorban a f84tléban 1évé eleme
nagyobb, mint az adott sorban 1év6 Osszes tobbi elem abszolut értékének Gsszege, azaz

n
laiil > lail (i=1,2,...,n)
j=1
i
a@Q

Tétel: Ha az Axr = b linedris egyenletrendszer métrixa szigorian diagondlisan dominans
akkor a Jakobi-iteracié konvergens.

A Jakobi iteracié konvergdl, ha ||B,|| < 1, valamely indukalt vagy illeszkedé norméban
(elégséges feltétel).

Gauss-Seidel iteracio

A Gauss—Seidel-iterdci6 abban kiilonbozik a Jacobi-iteraciétél, hogy a (k+1)-edik kozelités i-
edik komponensének kiszamitasahoz felhasznéljuk a (k+1)-edik kozelités mar addig kiszamolt

komponenseit, vagyis az :Egkﬂ), xékﬂ), e ,xEﬁJ{l) értékeket:
a; Qii— Qi Qin b; :
Tp=— —1x§k+1) + —1$flf{1)] + [’—ngi)l +-+ —:vff)} +— (Vi=1,...,n)
Q4 Qi 4 i Qj 5 (7%
Osszevont alakban:
k+1 1 i—1 k+1 n k .
azf ) = _a_ii<Z;_1 ai,jmg- )—i—Zj:iHam’wg ) —b2> (l: 1,,n)
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A mdédszer a Jacobi-iterdciéhoz hasonlé elven felirhaté métrixos alakban.

Az=b& (L+D+U)z=b
L+D)z=-Uz+b
t=—(L+D)"'Wz+ (L+D) "

Ebbol mar szarmaztathaté a Gauss-Seidel matrixos alakja:

£(k+1) . —(L + D)_IUE(IC) + (L + D)_lb
—_— —

:=Ba_g TG-S

Bg_s a Jacobi-iteracié iteracios matrixat jeloli.

Megjegyzés: A G-S implementécié soran elég egyetlen x vektort eltarolni, és annak a kom-
ponenseit sorban feliilirni, ugyanis lathatjuk, hogy az elsé i — 1 komponenst mar az ”1j”
z*+1) vektorbdl vessziik.

Tétel: Ha A € R™*" és Ax = b szigortian diagonalisan dominéans
o ||Bo-slloo < ||Bylloo < 1. (soraira)

e |Bg_sl|li < ||Bs|l1 < 1. (oszlopaira)

Azaz a Gauss-Seidel is konvergens, és legalabb olyan gyors, mint a Jacobi.

Relaxacios modszerek

Vannak esetek, amikor az iteraciés matrix spektralsugara nem kisebb 1-nél, és ilyenkor nem
vagy csak nagyon lassan konvergdl az iteracié. Ekkor azt tehetjiik, hogy bevezetiink egy
paramétert az iterdciéba, melyet ugy valasztunk meg, hogy az iteraciéo konvergens legyen.
Ilyenkor egy plusz w, tigynevezett relaxacids paraméter bevezetésével préobaljuk finomitani a
modszert.

A relaxalt Jacobi-iteracio

Tekintsitk a Dz = —(L + U)x + b egyenletet, valamint a trividlis Dz = Dz egyenletet.
Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve 1 — w értékekkel, majd adjuk ossze a két egyenletet:

Dx=(L+U)z+0b = wDz=—w(L+U)x+wb (1)

Dz = Dz Z (1-w)Dzx=(1—-w)Dz (2)
(1-w)
W+
(1—w)Dx —wDz = (1 —w)Dz —w(L+U)z + wb
)
Dz — wDz +wDzx = (1 —w)Dzx —w(L+U)x + wb
)

Dz = (1-w)Dz —w(L+U)z+wb

Szorozzunk D~!-zel, majd felépitve az iteraciét, megkapjuk a médszer matrixos alakjat:

r=(1-wlz—wD  (L+U)z+wD b= 2= (1-w) —wD (L+U))z+wD'b
B;(rw) ry(w)
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w = 1 esetén a Jacobi-iteraciét kapjuk vissza.

Koordinatas alakban felirva:

x

(1-w)z—w(D YL+ U)xz+ D 'b)
r=(1-w)z—wD Y ((L+U)x+Db)

£§k+1) =(1- W)L(k) — [Z?=1 az‘,ﬁg‘k) —bi| (i=1,.....,n)
b | T

Tétel. Ha az A matrix szimmetrikus és szigorian diagonalisan domindns, akkor a relaxalt
Jacobi-mddszer w € (0, 1] esetén konvergens.

A relaxalt Gauss—Seidel-iteracio

Tekintstik a (L + D)z = —Uzx + b egyenletet, valamint a trividlis Dz = Dz egyenletet.
Ezeket rendre szorozzuk meg w, illetve 1 — w értékekkel, majd adjuk ossze a két egyenletet:

(L+D)x=-Uz+b = w(L+D)z=-wlUz+wb (1)

W

Dr=Dz = (-wDz=(1-w)Dz (2)
(1-w)

(H+@2)4
(1-w)Dz+w(L+ D)z = (1 —w)Dzx —wlUz + wb
(3
Dz — wDzx + wLx + wDx = (1 — w)Dx — wUz + wb
[

(D—-wl)z = (1 —-w)Dz —wUz + wb

Innen (D+wL)~!-gyel atszorozva, majd felépitve az iterdciét megkapjuk a médszer métrixos
alakjat.

2= (D+wL)! [(1 —w)D— wU}g +w(D +wL) b

2®) = (D + W)™ [(1 —w)D — wU] z+w(D+wl)™b
J/ %ﬁ
BG:(W) rems

A koordinatas alak felirasahoz itt is atirjuk kicsit az iterdciét:
(D +wL)z® Y = (1 — w)Dz® — wUz®) + wb
Dz = — L+t — uUz® + wb + (1 — w)Dz®)

g(k—i-l) — —wDh™1 [LQ(IH_I) + Ug(k) _ Q] + (1 — w)g(k)

l‘(k—H) = W Z;;ll (li7]‘£§-k+1) + Z?:i-i—l (liJ‘ZL’(-k) — bz + (1 — w)ggk) (Z = 1, e e ,n)

=2 a’Z,l =
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w = 1 esetén a Gauss-Seidel iteraciot kapjuk.
9>
Definicié: Az A™*™ = [a; ;] négyzetes métrix szimmetrikus, ha
AT = A (a métrix egyenld a transzpondltjaval, azaz) a; ; = a;; Vi,j = 1,...,n indexre
Definicié: Az A™*™ métrix pozitiv definit, ha Yz € R™ # 0 vektorra 27 Az > 0.

Definicié: Az A™*™ métrix tridiagonalis, ha csak a f64tlén és a mellette taldlhaté két 4t16 mentén vannak

nullatdl kiilonbozé elemek.

a@Q

Tétel: Ha A szimmetrikus és pozitiv definit és w € (0, 2), akkor a relaxaciés médszer kon-
vergens. Ennek kovetkezménye a Gauss-Seidel iteracié konvergencidja (w = 1 eset).

Megjegyzés: Ha w ¢ (0,2), akkor altaldban nem konvergens a mddszer (bar adott fel-
adat esetén el6fordulhat, hogy taldlunk olyan kezddévektort, amelybdl inditva konvergal a
modszer).

Tétel: Ha A tridiagonalis, akkor o(Bgs) = o(By)?, azaz a Jacobi és Gauss-Seidel iterdci6
egyszerre konvergens, illetve divergens.

Tétel: Ha A szimmetrikus, pozitiv definit és tridiagondlis, akkor a J(1), GS(1) és GS(w)
w € (0,2)- re konvergens, és GS(w)-ra az optimédlis paraméter értéke:

2
1++/1—0(By)?

Wy =

Richardson-iteracio

Tekintstik az Ax = b linearis algebrai egyenletrendszert, ahol A szimmetrikus, pozitiv definit
méatrix (azaz minden sajatértéke valds, s6t pozitiv). Szorozzuk meg az egyenletrendszer
mindkét oldalat egy tetszoleges w # 0 szammal, majd rendezziik at:

Ar=b<—=0=—-Axz+D

o (w)

0-w=—wAzr+ wb

)

z=(—-wA)z+uwb

Az iteracid tehat

) = (I —wA) z® + wb
—— ~~

BR(w) TR(w)

Tétel: Ha A € R™" szimmetrikus, pozitiv definit, a sajatértékei pedig a kovetkezok:
O<m =M< u<...< )\, =M

akkor w € (0, %) esetén
p(I —wA) <1

ezért a R(w) (Richardson-iterdcié) konvergens.
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A p(I —wA) spektralsugar akkor a legkisebb (ezért a konvergencia akkor a leggyorsabb), ha

2
u}o e
" m+ M
Tovabbé igaz, hogy: p(B y=M—m
gaz, Nogy: PO R(wopt) MTm:
Megjegyzés: Ha az % hanyados (az A matrix kondicidszama) nagy, akkor a konvergencia

még optimalis paramétervalasztas mellett is lassu.

Nemlinearis egyenletek iteracios modszerei

Eddig egyenletrendszerekkel foglalkoztunk, melyekben minden egyenlet linearis volt. Most
modszereket fogunk keresni az f(z) = 0 tipusi egyenletek megoldasara, ahol f € R — R.
A moédszerek 1ényege az lesz, hogy valamilyen szempont szerint egy szamsorozatot allitunk
el6, melyek bizonyos feltételek mellett az egyenlet gyokéhez konvergéalnak.

9>
Bolzano-tétel: Legyen f € Cla,b] és f(a)f(b) < 0, azaz az f fliggvény az a és b pontokban nem 0, valamint
ellenkez§ el6jeli. Ekkor 1étezik (a,b) intervallumbeli gySke az f-nek, azaz 3z* € (a,b) : f(z*) = 0.

A Bolzano-tétel kovetkezménye: Ha a Bolzano-tétel feltételei mellett még f szigorian monoton is, akkor
az x* egyértelmien létezik (hiszen f invertdlhato).

Brouwer-féle fixponttétel: Legyen f : [a,b] — [a,b] és f € Cla,b)].
Ekkor Jz* € [a,b] : * = f(z*).
Tétel: Legyen f : [a,b] — [a,b], f € Clla,b] és f' dllandd elbjelii.
Ekkor 3!z* € [a,b] : z* = f(z*).

Fixponttétel [a,b]-re: Legyen f : [a,b] — [a, b] kontrakei6 a ¢ kontrakcids egyiitthatéval. Ekkor:
1. Jlz* € [a,b] : z* = f(a*),
2. Vo € [a,b] : 41 = f(z1) konvergens és z* = klim Tk,
—00
3. |z — 2% < ¢Flzo — 2*| < ¢F(b— a).

p-adrendii konvergencia: Az (z;) konvergens sorozat (klim xp = x*) p-ad rendben konvergens, ha
—00

*
lim 7\1%4-1 all

=c>0
k—oo |xp — a*|P ¢

Néhany megjegyzés a fenti definicidhoz:
p egyértelmii és p > 1
p =1 esetén linearis

1.

2.

3. p = 2 esetén kvadratikus,

4. 1 < p < 2 esetén szuperlinedris
5.

A gyakorlatban az |xg41 —2*| < M|xp —a*|P alakot haszndljak, azt jelenti, hogy legaldbb p-adrendben
konvergens.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az (xy) sorozat konvergens,
Tpp1 = fzg) s fl(x*) = f/(z*) = ... = f®P=D(z*) =0, de fP)(z*) # 0.

Ekkor az (zj) p-adrendben konvergens.

a9
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Newton-iteracio

(*g, F(x0))

Erinté
Xo

(xq, (x,))
Erints X

(xz, 1(x5))

‘
:
* X
~ | XX X *o

1. abra. A Newton-mddszer alapotlete.

Az abran a legszélso, zy pontbdl indulunk, felvessziik a fliggvény ehhez a ponthoz tartozo
érint0jét, majd ennek az érintének a gyoke lesz a kovetkezd pont, és igy tovabb.

Definicié. Legyen f : [a,b] - R, f € Dla,b], vagyis az f differencidlhaté az intervallumon,
tovabba f'(x) # 0, Vz € [a, b].

Ekkor az

Tp4+1 = T — ;/((iz))v n e N7 ZTo € [CL, b]

iteracié a Newton-iterdcié az f(z) = 0 egyenlet megoldasara.

A fenti képlet a Newton-iteracié képlete. Megjegyezhetd, hogy a fenti modszer is xp, 1 =
g(xy) alaku (fixpontiteracio).

Fontos megemliteni, hogy f'(xx) = 0 esetén nem értelmezheté a médszer. A gyakorlatban
f'(x) = 0 is probléma. Ha x* t&bbszoros gyok, akkor f'(z*) = 0, vagyis x* kozelében f'(zy)
egyre jobban kozelit 0-hoz, numerikusan instabil.

Monoton konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?([a,b]) és

o f'(x)#0, f"(x) #0, x € [a,b], valamint

e Jdz* € (a,b): f(z*) =0, és legyen

e 1 € [a,b] kezd&pont olyan, hogy f(zo)f"(zo) > 0 teljesiiljon.
Ekkor az zy-bdl inditott Newton-modszer monoton konvergal x*-hoz.
Lokalis konvergencia tétele: Tegyiik fel, hogy f € C?([a,b]) és

o f'(x) #0, x € [a,b], valamint

e Jz* € (a,b) : f(z*) =0 és legyen
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e 1 € [a,b] kezdépont olyan, hogy

mazxay | f"(z)]
2 - min| f'(2)]

1
2o — 2*| < 1= mm{—, |z* — al, |x*—b|}, ahol M =

M

Ekkor az xy-bdl inditott Newton-iteracié konvergdl az x* megoldashoz, és a konvergencia
sebessége p = 2.

Hurmoddszer

Tovébbra is f(x) = 0 megolddsa a cél egy adott [a,b] intervallumon. Az eljérds lényege a
kovetkezo. Kezdetben xy := a,z; := b, majd meghizzuk ezen pontok altal képzett egye-
nest. Legyen x5 a hur gyoke. Ha f(z5) = 0, akkor megtalaltuk a gyckot. Ha f(xs) # 0,
akkor folytatjuk a keresést az [xg, x2| vagy [z2, 1] intervallumban. Ha f(zo)f(z2) < 0, akkor
[0, x2] intervallumban folytatjuk, ha f(zs)f(z1) < 0, akkor [z, 1] intervallumban. Stb.

f(b)

2. dbra. Hur-modszer

Altalénosan: Legyen xg := a,x; := b és f(a)f(b) < 0. Az (x4, f(xx)) és (x4, f(x5)) pontokon
atmend egyenesekkel kozelitjiik a fliggvényt ahol xg-re f(zs)f(xx) < 0 és s a legnagyobb
ilyen index. zj,i-et a kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg:

o S () (e — )
L F f('rk> — f(xs) F f(xk> - f(xs)

Tétel: Legyen f € C*[a,b] és
L. f(a)f(b) <0
2. M = 912 ahol 0 < my < |f/(x)] é f"(x) < Ma(w € (a,))
3. M(b—a) <1

Ekkor a hurmodszer konvergens, hibabecslése pedig:

1 *
|wrsr — 2" < 7o (Mlzo — @ )
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Szelomoddszer

A szelémédszer lényege, hogy az (zy, f(zx)) és (zr_1, f(xk—1)) pontokon atmend egyenessel
kozelitjik f-et, a kapott egyenes x tengellyel vett metszéspontja (xy1) lesz a kévetkezd
pont. Ez tulajdonképpen a hiurmoddszer s := k — 1-re.

f(ﬂUk)(ﬂfk - 331@71)

Tl =R R () — Fa)

f(x)

3. abra. A Newton-mddszer alapotlete.

Tétel: Ha teljesiilnek a Newton-modszer lokélis konvergencia tételének feltételei, akkor a

szelémodszer konvergens p = %—\/g rendben, és hibabecslése:
* * *
|zpyy — 2| < M|ay — 2™||zp—1 — 7|

Tobbvaltozés Newton-modszer

Most F(z) = 0 megoldasait keressiik, ahol F' € R" — R™. Tekintsiik a tébbvaltozds Newton-
modszert:

) = 0 [F/ ()]~ F(2(R)

ahol
2&2 Oifi(x) Dofi(x)
Fa)= |77 P = (k@) ohe)
ful(z)

Ténylegesen az F'(z®)(x*+) — 20y = — F(2(M) egyenletrendszert oldjuk meg.
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Interpolacioé

A gyakorlatban sokszor felmeriil olyan probléma, hogy egy tobbségében ismeretlen (csak
néhdny pontbeli érték ismert) vagy nagyon koltségesen kiszamithaté fliggvénnyel kellene
egy megadott intervallumon dolgoznunk. Ekkor példaul azt tehetjiik, hogy néhany pontban
kiszamitjuk a fiiggvény értékét, majd keresiink olyan egyszertibben szamithaté fliggvényt,
amelyik illeszkedik az adott pontokra. Ezutan az intervallum barmely tovabbi pontjaban
az illesztett fliggvény értékeit hasznaljuk, mint az eredeti fiiggvény értékeinek a kozelitéseit.
Ilyen egyszertibben kiszamolhaté fiiggvények pl. a polinomok (polinom interpolacié).

Példa alkalmazasra: Animacié készitésénél nem szeretnénk minden egyes képkockat sajat
magunk elkésziteni, hanem csak bizonyos képkockakat, in. kulcskockakat. A koztes képkockédkon
az egyes objektumok helyzetét szeretnénk a szamitégéppel kiszamittatani (példaul szeretnénk,
hogy ha egy objektum egyenes vonali, egyenletes mozgast végezne két adott pozicié kozott).

Polinom interpolacié

A polinom interpolacié feladata

Legyenek advan € N és az x, € R, k= 0,1,...,n kiilonb6z6 szamok, az tn. interpolacios
alappontok, valamint az f(xy), k = 0,1,...,n szamok, az ismert fiiggvényértékek. Keressiik
azt a legfeljebb n-edfoku p,, polinomot (p, € F,), amelyre:

pn(ze) = flag) E=0,1,...,n

Azaz a polinom az interpolédcids alappontokban a megadott fiiggvényértékeket veszi fel.
Tétel: A fenti interpolacids feladatnak 1étezik egyértelmii megoldésa.

Tétel: Legyenn € N ésxp € R, k=0,1,...,n, ugy, hogy xy # x;, k # .
Ekkor 1étezik olyan p,(z) = 3 a;z* polinom, hogy
i=0

pn(ze) = flxg) k=0,1,...,n

Lagrange-interpolacio

Abban az esetben hasznéljuk, ha polinommal szeretnénk kozeliteni egy fiiggvényt. Ennél
a modszernél feltessziik, hogy az alappontok paronként kiilonbozok, ami jogos, és ilyenkor
adott z-re nem mehet at a fliggvény két y = f(x) értékekhez tartozé ponton.

A médszer egy n alappontbdl allé sorozat egy n — 1-edfoku polinommal kozelit.

Lagrange-alappolinomok: Adott n € Nés z, € R, k£ = 0,1,...,n kiilonb6z6 alappon-
tokra, ahol xy # x;, k # [, a Lagrange-alappolinomokat a kdvetkezoképpen definialjuk:

lk(l’): 7.1_0 (LU—IJ-) _ (Jf—xo)(x—;)jl)-..(;p—l‘k_l)(l‘—q;k+1)...<x_xn>

jzk (@e—x5)  (wk—20) (e — 21) - (@ — Tue1) @k — Tug1) - (T — T0)

k=0,1,...,n esetén.
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Az alappontok mind n-edfoki polinomok, és a kdvetkez6 tulajdonsdggal rendelkeznek:

|1 haj=k
lk(xj)_{ 0 haj+#k
Tétel: Az interpolécids feladat megoldasa az alabbi polinom, amelyet az interpoléacids poli-
nom Lagrange-alakjanak hivunk:

Ly(x) = 35— flzr)li(z)

A tovabbiakban jelolje [a,b] az xg, x1, ..., z, alappontok altal kifeszitett intervallumot.

Tétel. Legyen f € C*([a,b]) és legyen adva egy |a,b] intervallumbeli alappontrendszerek
sorozata: =3, k=0,1,...,n,n=0,1,2,....

Legyen L,, az x{, =7, ..., x] alappontrendszerre illesztett Lagrange-interpolaciés polinom
(n=0,1,2,...).

Ha dM > 0 dgy, hogy
VneN: M, <M" (lasd el6zé tétel)

akkor az L, sorozat egyenletesen konvergal az f fliggvényhez.

A Lagrange-interpolacié hatranya, hogy 1j alappont hozzavételével az Gsszes szamitast Gjra
el kell végezni. Ezt kikiiszobolendo6 érdemesebb L,-t a kovetkezo alakban keresni:

Np(x) :=Ag+ A1(z — ) + ...+ An(x — 20) ... (T — 1)

Az egytitthaték kiszamitasahoz vezetjiik be az ugynevezett osztott differencidkat.

@ > Ha egy konvergens interpoldciét vesziink, akkor felmeriil a kérdés, hogy hogyan szamitsuk ki egyre
magasabb fokszamu interpolaciés polinomot azért, hogy noveljiik a pontossdgot. Viszont a Lagrange-féle
interpolacios polinomot minden 1épésben 1jra kellene szadmolnunk, hiszen az 1ij polinom hozzavételekor min-
den alappolinom megvéltozik. Emiatt olyan eldallitasra van sziikség, amelyik lehetové teszi, hogy az el6zoleg
kiszamolt polinomot felhasznalhassuk. Az aldbbiakban a Newton-féle alakot tdrgyaljuk, ami megoldja ezt a
problémat: a polinomoknak egy rekurziv el6allitasat adja. Ehhez el6szor sziikség van az osztott differencidk

fogalméra. < @

Osztott differencia: Legyenek adva az xo, . .., z, kiilonboz6 alappontok. Az f : [a,b] - R
fiiggvénynek a megadott alappontrendszerre vonatkozo elsérendii osztott differenciai, ahol
1=1, ...,n
J(@i) = f(@ia
flri, v] = (=) (ic1)
Tj — Tij—1
n — 1 darab masodrendii osztott differencia, ahol t =2, ..., n
f Ti—1,Ls] — f Ti—2,T;
flrico, xio1, 2] = o d o d
Ty — Tj—2
ezt altalanositva a k-ad rendii osztott differencia ¢ = k, ..., n esetén
Li—kdly--sLi| — J|Ti—kyo. s Tj—
f[xi—k‘a Li—kd-1s - -+ 7xi] = f[ P x;}_ x{sz !
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Lathaté, hogy a k-adrendii osztott differencia k + 1 alappontra tamaszkodik.

Ha adott egy interpolacio alappontrendszer fliggvényértékekkel, akkor a hozza tartozoé osztott
differenciakat az alabbi tablazat szerint érdemes elrendezni, és ez az elrendezés egytttal a
kiszamoldst is segiti (k+1 pont esetén).

Zo f (o)

f[x(b ‘Tl]
X1 f(x1) flzo, x1, 2]

f[xla 332]
T2 f(x2)

flzo,z1, -+ a0

Tp—1 f(l‘n—l) f[mn—Qa Tp—1,Tn

f[xn—lv xn]
T [(2n)

Allitss. (Newton-interpoléciés formula). A Lagrange-interpoldciés polinom megadhaté a
kovetkezo forméaban:

Noy(z) = ;zof[xo, ] kﬁ:(x — )

Eszreveheté, hogy érdemesebb a Newton-interpolacios eljarast alkalmazni, hiszen N,-t re-
kurzivan is ki tudjuk fejezni az

No(z) = Nyo1 + flzo, .. s xn](x —20) ... (2 — 1)

képlet segitségével, igy 1j alappont hozzavételével gyorsabban tudunk interpoléciés polino-
mot szamolni.

Hermite-interpolacio

Az el6bbi interpolécids feladatot a kovetkezdképpen altalanosithatjuk.

Legyenek adva az egyes alappontokban a fiiggvényértékek mellett a fliggvény derivalt értékei
is valamely rendig bezarélag. Ekkor olyan polinomot keresiink, amelyik derivaltjaival egytitt
illeszkedik a megadott értékekre, vagyis:

Legyenek adva mg, mi,..., m, € Nésaz x; € R, j =0,1,...,n interpolaciés alappontok,
valamint az f®)(z;) k=0,1,...,m; —1, j=0,1,...,n fiiggvény- és derivalt értékek.

Legyen m = Z m;. Keressiik azt a legfeljebb (m — 1)-edfokd p,,—; polinomot, melyre:
j=0

P (z) = f®(z;)  (k=0,1,...,mj—1, j=0,1,...,n)

Definicié. Az igy nyert p-t Hermite-interpoldcids polinomnak nevezziik és H,,-mel jeloljik.
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Tétel: A Hermite-féle interpolaciés polinom egyértelmtien létezik.

Megjegyzések: Legyen j =0,1,....n

1. Ham; =1, akkor m = n + 1. Mindegyik x;-hez csak az f; érték tartozik. (Lagrange-
interpoldcio).

2. Ha m; = 2. Mindegyik z;-hez az f; érték és az f; derivélt érték tartozik. (Hermite-
Fejér-féle interpolédcid). A keresett polinom pedig legfeljebb (2n + 1)-edfokui.

A Hermite interpolaciés polinom eldallitasa

Konnyen felirhaté a Newton-féle formaban. Csak annyit kell tenniink, hogy kiindulunk az
alappontok és a fliggvényértékek tablazataval és legyartjuk az osztott differenciak tablazatat.
Az az egyetlen kiilonbség most, hogy az x; alappontot m,-szer soroljuk fel.

Ha xj, j-szer szerepel:
@) (g

Tétel. (Hermite-interpolaci6 hibéja):
Legyen > m;. Ha az f fiiggvény m-szer folytonosan differencidlhaté, akkor
7=0

()

Vo € [a,b] 3 € (a,b): f(z)— Hyp1(x) = m!

m

ahol O (z) = (2 — 20)™(z — 21)™ ... (z — 2,)"™ = [[(x — =)™

Spline-interpolacio

A Kklasszikus interpolacié magas fokszamra nem elony6s alkalmazni. Sok esetben elényosebb
a szakaszonként (alacsony) adott fokszamu interpolacié (spline interpolédcid) alkalmazésa.

Q> Bizonyos esetekben probléma lehet a Lagrange-interpolaciéval, ahol a polinom fokszdma né az alappon-
tok szaméaval. Ennek kovetkezményeként indokolatlanul nagy hullamzasok jelennek meg a polinom grafikus
képében, két egymast koveté pont kozott. Ez annak tudhaté be, hogy az eredeti alappontokat szolgaltato
f(x) fiiggvény nem polinomidlis, és egy kozelitd polinom csak gy tud eleget tenni a feltételeknek, hogy
kozben lokélis minimum és maximum helyeken halad at. Erre nyujt megoldédst a spline interpolacio.

A 1ényeg, hogy a kicsi fokszdmu polinomokbdl rakjuk 6ssze a kozelité polinomot, mégpedig gy, hogy elészor
keresiink egy polinomot az els6 két alappontra, majd a mdsodik és harmadik alappontra (és igy tovabb), de
mindezt 4gy tessziik, hogy kozben figyeliink az illeszkedési pontokban a derivalt értékekre (ezzel biztositva
a gorbék tokéletes illeszkedését, mivel a spline-ok akkor illeszkednek szépen, ha az alappontokban nem csak
az elsd, hanem a mésodik derivélt értéke is megegyezik).

Létezik els6fokt, masodfoku, harmadfoku és néhany magasabb fokszamu spline, de gyakorlatban a harmad-
foku (cubic) spline-ok a legelterjedtebbek, mert amikor mér megvan egy szakaszon a kozelités, és oda akarunk
csatlakoztatni egy kovetkezd spline-t, akkor van két adatponton érték, illetve a csatlakozasi ponton az elsé

és méasodik derivalt. Ez négy feltétel, amire egy harmadfoki polinomot lehet illeszteni. < @
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[-edfoku spline

Legyen €, = [a = 29 < ... < x, < b] felosztas, ahol [y := [xy_1,x] részintervallum
(k=1,...,n). Az S;: [a,b] — R fliggvényt egy ¢-edfoki spline-nak nevezziik, ha:

1. S[‘lkepg (k:l,,n)

2. SeCa,b] (a teljes intervallumon (I — 1)-szer folytonosan dervialhato)

Részintervallumonkénti polinomok egytitthatéinak megkeresése:

‘
pe(e) ="l (z—mp )t (v ey
=0
Spline megadas intervallumonként

¢ =1 els6foku spline megadasa

A legegyszeriibb eset a szakaszonként linedris spline interpolacié. Ebben az esetben az
interpolaciéban szakaszonként egy egyenessel kotiink ossze két egymas mellett 1évo pontot.

pe(@) = Pz = zi) + a0 (e ly)

A megoldashoz irjuk fel az interpoléacios feltételeket az [ részintervallum két szélére.

pr(@r1) = al) = f(x_1)
pr(ay) = & (24 — 24m1) + 0 = flay)

U
agk) = f(x;;]z — :J;]Ea_cf_ﬁ = flor—1, 72

Az interpolécids feltételbdl a folytonossdag azonnal kovetkezik.

¢ = 2 méasodfoku (kvadratikus) spline megadasa

(%) (k) (k)

pe(x) =ay (v —x_1)? +ay (x —xp1) +ay” (7 €1)

o Az ismeretlenek szama: 3n.
o A feltételek szdma:

o interpolacids feltétel minden részintervallum két szélére: 2n feltétel
(n intervallumra felosztva, intervallumonként 2 végponttal)

e minden belsé osztopontra a folytonos differencialhatosag: n-1 feltétel

Osszesen 2n +n — 1 = 3n-1 feltétel van, vagyis az egyértelmiiséghez hidnyzik egy feltétel.
Ezt peremfeltételként szokas megadni:

S'(a) = f'(a), S'(b) = f'(n) (Hermite feltételek)

A feladat szétbonthaté n db Hermite-interpolaciés feladatta.
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¢ = 3 harmadfoki (k6bos) spline megadasa

pe(@) =aP (@ — 21 )P+ aP (@ — )2+ P (@ — ) +aP (wely)

e Az ismeretlenek szama: 4n.

o interpolacids feltétel minden részintervallum két szélére: 2n feltétel
(n intervallumra felosztva, intervallumonként 2 végponttal)

e minden belsé osztépontra S} € C: n-1 feltétel

e minden belsé osztépontra S§ € C: n-1 feltétel

Osszesen 2n +n — 1 +n — 1 = 4n-2 feltétel van, vagyis az egyértelmfiiséghez hidnyzik két
feltétel. Ezt peremfeltételként szokas megadni:

S'(a) = f'(a), S'(b) = f'(n) (Hermite feltételek)

S”(a) = S"(b) = 0 (Természetes peremfeltételek)

Csak periodikus fliggvények kozelitése esetén, ha [a, b] a periédus tobbszorose.
Ekkor f(a) = f(b) és a két hidnyzé feltétel:

S'(a) = S'(b),és S"(a) = S"(b) (Periodikus feltételek)

B-Spline

Definicié. (Fiiggvény tartéja): Az f : R — R fiiggvény tartdja a kovetkezd valds
szamhalmaz:

Definicié. (Alappontrendszer): Qo :={...,Z ). oy e o, T 1, L0, X1y, Ty oo}
Si1(Q2) az 2, alappontrendszeren értelmezett [-edfoku spline-ok halmaza.

B-spline: A By, € S;(Q), (k € Z) l-edfok spline fiiggvények rendszerét B-spline fiiggvényeknek
nevezziik, ha az alabbi feltételek teljestilnek:

1. BM(LC) Z 0

2. supp(Bik) = [Tk, Tkti141], azaz a tartdja miniméalis

3. ) Bulx)=1 (VzeR)

kEZ

Legkisebb négyzetek moddszere

Gyakorlati feladatok sordan adodik a kovetkezé probléma. Egy elsoéfoku fiiggvényt mériink
bizonyos pontokban, de a mérési hibak miatt ezek nem lesznek egy egyenesen. Ekkor olyan
egyenest keresiink, amelyik az alabbi értelemben legjobban illeszkedik a megadott mérési
ponthalmazra.
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Egyenes eset

Legyenek adva az (z;,v;), ¢ = 1,2,...,n mérési pontok.
Keressiik azt a pi(x) = a + bz legfeljebb els6foki polinomot, amelyre a kovetkezd kifejezés
minimalis.

n n

Z(yi —pi(;))* = Z(yz‘ —a—bz;)’

=1 =1

Ez azt jelenti, hogy azt az egyenes keressiik, amelyre a fiiggvényértékek hibdinak négyzetossze-
ge minimalis.

Polinom eset

Adottak az n, N € N, ahol n < N és (z;,y;), ¢ = 1,2,...,n mérési pontok, ahol az x;

alappontok kiilonbozok.

Keressiik azt a p,(z) = ap+ a1z +. .. +a,2™ = Y a;a? legfeljebb n-edfoku polinomot, melyre
=0

1
a kovetkezo kifejezés minimalis.

m

> (yi — pal:))?

=1

Definicié: Az m x n-es A matrix transzponaltjin azt az AT-vel jelélt n x m-es métrixot értjiik, amelyet az
A sorainak és oszlopainak felcserélésével kapunk. Azaz
AT = [ay]" = [a 4]

A feladat megolddsahoz tekintsiik annak egy atfogalmazasat.

Vegyiik a p,(z;) = vi, (i = 1,2,...,m) egyenletrendszert. Ez a rendszer az ismeretlen a;
egyttthatokra nézve linearis, mégpedig tulhatarozott, amelynek az A matrixa egy téglalap

alaki Vandermonde-matrix A € R™* ™+ ap € R™ jobb oldali vektorra pedig a fiiggvényértékekbol
adddik:

- 9 - -
1z z7 ... 27| [ag Y0
2
1z x5 ... 2y| |ay U1
2
1 I3 xr3 ... .’L‘g as| = | Y2
1 2 n
Tm Ty Lm | Lan] | Ym |

Ezen jelolésekkel a minimalizalandé kifejezés || Az — b||2, ahol z = [ag, a1, ..., a,]? a keresett
egyltthatok vektorra. A feladat megoldasat a Gauss-féle normalegyenletek adjak:

AT Az = ATb

A fenti linedris egyenletrendszert kell megoldani z-re.

n=1 eset: Ekkor a feladatot gyakran linedris regressziénak is hivjuk. Ebben az esetben

m

Yi b
ATA= | , i JATh = | it ,z:[
'21 Ti Doy T 231 iYi a

m
m Z;
=1
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Kiegészités
Elégséges feltétel a konvergenciara (linedris egyenletrendszer)
Tekintsiik az 2 = Bz + r egyenletet, ahol || B|| < 1 valamely indukalt vagy illeszkedé norméban.
Ekkor
o Jlx* e R": 2* = Ba*+1r

o Vz( € R™ kezdbérték esetén, az (k1) = Bak) 4 1 rekurziéval definidlt sorozat konvergens,
és a hatarértéke az x* lesz, vagyis

e teljesiil az aldbbi hibabecslés is:

Az L matrix alsé hdaromszdgmdtriz, az A métrix szigori alsé része, vagyis
0o 0 --- 0
l;,; = a;;, hai> j, kiilonben 0,

X - x 0

az U felséd hdromszogmdtriz, az A matrix szigoru felsé része, vagyis

0 x - x
u;j = ajj, ha i < j, kiilonben 0,

. . . X

0 -~ 0 0

a D pedig invertdlhatd diagondlis mdtriz az A métrix diagondlis része, vagyis

d;; = a;j, hai = j, kiilsnben 0. X

A Jacobi-iterdcié kanonikus alakjat a kovetkezd atalakitdasokkal kaphatjuk meg:

z(k-l-l) — —D— 1(L+U) (k) +D_1b

Dz 1) 4 (L+U)z®) = b

D(z¥+D — 2®)) 4 (L + U)z® + Dz®) =

D) —2®™) 4 (L+U +D)z® =b
—_——

:t>

D(zk+1) — <>)+Ax<> b

Allitas. Ha a Jacobi iteracié altal eléallitott (z(¥)) vektorsorozat konvergens, azaz 1étezik z*, mely-

re khm z(®) = z* akkor z* megoldésa az Az = b egyenletrendszernek.
—00
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Bizonyitas. A Jacobi-iteracié kanonikus képletében térjiink at limeszre, és felhasznalva, hogy
lim Az = Aimz éslim(A + B) =lim A 4 lim B

lim |D(z*+tD) — z(®)) 4 Ax(k)} D lim (z®) — ") + A lim 2® = Az* =b
k—o00 K00 e, e’ k—00 N~
—z*—z*=0 —x*

Felhasznalva, hogy lim Az = Alimz éslim(A + B) = lim A + lim B.
Ha az Az = b linedris egyenletrendszer métrixa szigortan diagonélisan dominéns

|azk| .
B =|| - L = 1
1Bloo = | ML+ U)o = 113]?21”2 ] 1<k<n ]az P E la; k| < (soraira)
z;é'L

B = || — L = & B . 1 1 :
[1Bsllr = 1| L+ U)|h = 1r£lza<}§1 la; 4 %lzagxn‘ai”g lai k| < (oszlopaira)

k=1 ’ k=1

ki ki

akkor a Jakobi-iteracié konvergens.

Példa Jacobi-iteraciora. Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:

5 -2 1 4
0 3 —1| x= |2
2 -1 6 7

A b

Képezziik a Jacobi iterdcié komponensenkénti alakjat, majd szamoljuk ki az els6 négy iteracids
lépést az (0 = [0,0,0]” vektorbél kiindulva.

911 — 220 + 23 =14
3x2—x3:2
201 —x0+ 63 =17
4

5%1:44-21'2—1'3
3ro =2+ x3
6x3 =7—2x1 4+ 22

Irjuk vissza matrix alakra:

=
+
=
o
= O Ui
O W
)
no
+
[=2EN [IC] SY [N
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A kezdévektor (9 = [0, 0, O]T, igy az els6 négy iterdcids 1épés a kovetkezd.

2 1 4 4
1) _ 1 < _ “
zdW=10 0 3 0 +135] =13
21 o o 7|7
6 6 A x(0) 6 b 6 2(1)
2 1 47 r47 [ 5
ST e
2) __ 4 “ “ — 1J
2@ =10 0 g/ |5 +|5| =18
2 1 o] |7 7| |1
G & L el Llsl, Llool, e
o .2 17 57 47 5l
° 3 19 5 571
3) ES 19 c | _ |4« L
2@ =10 0 3 8| T3] = |27
2 1 o et 7| |11
6 6 A 90 2(2) _6_b L108 2(3)
0 2 1 51 4 2669
52 571 5 331
4) __ 4 A 4| Q991
=10 0 3 70| T |3| = |3
21 115 7 8051
G & . L108] s L6l, L8I00), e

A Gauss-Seidel kanonikus alakjat a kovetkezo atalakitdsokkal kaphatjuk meg:

2D = (D + L)"'Uz® + (D+ L)'
(D + L)z* ) + Uz® = p
(D + L)z*+D) — (D + L)z® + Uz® + (D + L)z® =b
(D +L)(z® ) — 20 U+ D+ L)a®™ =p
|\

=A
(D + L)(z®+D) — 20y 4 Az = p

Allitas. Ha a Gauss-Seidel itercié altal eléallitott (z(*)) vektorsorozat konvergens, azaz létezik
z*, melyre klim (k) = x*, akkor x* megoldasa az Ax = b egyenletrendszernek.

—00
Bizonyitas. A Gauss-Seidel-iterdacié kanonikus képletében térjiink at limeszre, és felhaszndlva,
hogy lim Az = Alimz éslim(A + B) = lim A + lim B.

lim |(D+ L)(z®) — 2®)) 4 Ag“ﬂ = (D+ L) lim (%) — 2®)) 4 4 lim 2® = Az* =p
k—o0 k—00 N— ——— k—ro00 S~

—z*—z*=0 —z*

Példa a Gauss-Seidel iteraciora. Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:

-5 -2 1 1

Bary 205 la, by =1

a1,1
1a2,1 3a2,2 '1(12,3 X= |bp=1

2
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A kezdévektor (9 = [0, 0, O]T, igy az els6 két iterdcids 1épés a kovetkezd.

0
xgl) = —a111 ( > al,jm§1) + > al,jxg'o) - b1> = —%5 (0 + a1,1x§0) + a1,3x§0) — b1> =
S\ =1 =2

1 0 0 0 1..(0 1 1 1 1

j=1 i=3
(1 g q)\-_5(_3 _ 15)_9 _2
3 5 - 15 15 1 — 2257 5
2 3
1 1 1 1 1
mg):a373(J§1a37]x§)+J§4a37]x§)b3 =-5 2 $§)71 ()+01>

1 1 .2 _ 1 2 2 5)\_3
—6<2'—5—1'5—1>——6(—5—5’—5)—10

T
Tehst (M) = [—l %, i} . Az 2 pedig hasonléan szamithaté: z(2) = [

o‘w

187 45

.8 1617
10 :

Példa: Adjuk meg azt a legfeljebb harmadfoku polinomot, amelyik illeszkedik az aldbbi pontokra:
(:CO =—1ly = 1)7 (:Ul =0,11 = 0)7 ($2 =1ly2 = _1)7 (.%'3 =2,y3 = 4)
Az alappontok tabldzatba rendezve:

z [-1]0] 1 [2]
p3(z) | 1 [0]-1]4]

frjuk fel a Lagrange-alakot, amihez el6bb felirjuk a kovetkez6 négy alappolinomot

lo(z) = (x —x1)(z — z2)(x — x3) _ (x = 0)(x—1)(z—2) _ z(z—1)(z —2)
‘ (wo — x1)(wo — w2)(xo —x3)  (—1—-0)-(=1—1)-(-1-2)  (=1)-(=2)-(-3)
)= @mwe-m)e—zs) _ @ (DE-Da=2) _(e+ 1>< ~1)(z—2)
' (21 — @) (x1 — 22)(x1 —23)  (0—(=1))- (0—1)-(0— 1-(-1)- (-2)
hiz) = @@ —e)@ =) _ @-(C)e-0@=2) _ (a+Dhaz—2)
(w2 —zo) (22 —a1)(w2 —z3) (1—(-1)-(1—-0)-(1—-2)  2-1-(-1)
o) = @=2E@=e)@—r) _ @-()e=-0@=1) _(@+ha-1)
’ (w3 —x0)(zs — 21) (23 —22)  (2—(-1))-(2-0)-(2-1)  3-2-1

Ezek utan képezziik a Langrange-alakot, ami

L3($) = f(xo)lo(x) +f(331)l1 (%) +f(562)l2($) —|-f(l‘3)l3(l‘) =1 l0($) +0- ll(m) + (—1) . lg (.T) +4'l3($)
Az egyszeriisités elvégzése utan azt kapjuk, hogy

Ly(z) = 2° — 2z
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Példa: ili(i% (linedris spline)

Az x;. alappontok a kovetkezok:

xo=—4dx1=-313=—-2;03=—1;04 =0;25 = ;26 = 2; 27 = 3; x5 = 4.
y
0.5 +
N\ i z,
—4 — —2 -1 fi 1 2 3\

0.5 |

Léthat6, hogy a linedris spline jol kozeliti a fiiggvényt az egyes intervallumokon, kivéve a [-1, 1]-es
intervallumot. Itt a fiiggvény nem képes az eredeti gorbiiletre illeszkedni.

p1 polinom az [z, z1] intervallumon.

(@) = ol (@ — ) + af’

ao = f(—4) = -5
_ flag) — flap—1) _ 10sin(4) — 17sin(3)
M= = T - 170
10sin(4) — 17sin(3 4(10sin(4) — 17 sin(3 n (4
pr(z) = sin( )170 sin( )x+ (10 sin( )170 sin(3)) S”fg ) _ _

1o (10sin(4) — 17sin(3))z + 30sin(4) — 68sin(3))
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Példa: Szamoljuk ki, majd rajzoljuk fel az alabbi pontokra négyzetesen legjobban illeszked6 egye-
nest: (r1 =—-1;41=0) (x2=0;y2=1) (z3=1;y3=0) (x4 =2;y4 =2) (legkisebb négyzetek
modszere)

n n
T " Zml 4 2 - Zyz 3
= ot = _ | i=1 _
Exi Exi Eﬂﬁiyi
i=1 i=1 &
T T 4 2 ao 3
AT Aa=A"D 2 6l lay| = |4
= — _3—2&1
4a0+2a1_3:>4a0_3_2a1:>a0_T
2a0 + 601 =4 =2 2220 4 6a; =4 = 3 — 201 + 1201 =8 = 10a1 =5 = a1 =
1
3-92.=
GJO:%:%
A megoldas: I(x) = %1‘ + %
y

|
\\
-
- Q@
©
w Y
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