4. Szamelmélet, grafok, kédolaselmélet

Szamelmélet

Relaciok, rendezések

Alapfogalmak

« Az (z,y) rendezett pdr, ha (z,y) = (u,v) <= x=u A y=v.
Ezt a tulajdonsagot halmazokkal definialjuk:

(z,y) == {{z}, {z,y}}
« Az XY halmazok Descartes-szorzata vagy direkt szorzata:
XxY ={(z,y):zeX,yeY}
« Ha X, Y halmazokra R C X x Y, akkor R reldacio X és Y kozott.

« Egy halmazt binér reldcionak neveziink, ha minden eleme rendezett par.
Ha R binér reldcié és (z,y) € R, akkor hasznalhat6 a kovetkezd jelolés: xRy

+ Az R binér relacié értelmezési tartomdnya: dmn(R) := {x | Jy : (z,y) € R}
« Az R binér relécié értékkészlete: rng(R) :={y | Iz : (z,y) € R}
« Egy R binér relacié inverze: R~ := {(a,b) : (b,a) € R}
« Legyen R binér reldcio, és A halmaz. Az A halmaz képe: R(A) :={y| 3z € A: (x,y) € R}
« Az R és S binér relaciok kompozicidja:
RoS:={(z,y) | 3z:(x,2) €S N (2,y) €R}

Tulajdonsagok

Az R egy X-beli binér relacié (azaz R C X x X), és Vrx,y,z € X, ekkor a relaci6

szigorian antiszimmetrikus | (z,y) € R= (y,z) ¢ R

reflexiv (z,z) € R
irreflexiv (x,z) ¢ R
szitmmetrikus (x,y) € R= (y,z) € R
antiszimmetrikus (z,y) €eR N (y,2) ER=— =1y
)
)

tranzitiv (z,y) € R A (y,2) € R= (z,2) € R

a)r =y
trichotom

b) (z,y) € R

¢) (y,z) €R
dichotém (z,y) € R V (y,x2) €R
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Rendezések
Legyen X halmaz, R,S relaciok X-beliek.
« Az R binér relacié ekwvivalenciareldcio, ha

» Reflexiv
> Szimmetrikus

> Tranzitiv
« Az R binér relacié részbenrendezés, ha

> Reflexiv
> Antiszimmetrikus

> Tranzitiv

« Az R binér reléci6 (teljes) rendezés, ha
> Részbenrendezés, és
> Dichotom

+ X részhalmazainak egy O rendszerét osztdlyozdsnak hivjuk, ha O paronként diszjunkt
nemiires halmazokbdl &ll6 halmazrendszer, melyre | JO = X.

Tétel: Egy ekvivalenciarelacié meghataroz egy osztalyozast.
Forditva: O osztélyozasra, az R =Y XY :Y € (9} ekvivalenciarelécié.

Korlatok

Legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximalis elem
X halmazbeli részbenrendezés (X) legkisebb (legelsd) eleme egy olyan z € X, hogy
VyeX:z<xy

(Ilyen nem biztos, hogy létezik, de ha igen, akkor egyértelmii).
X halmazbeli részbenrendezés (X) legnagyobb (utolsd) eleme egy olyan x € X, hogy

Vye X yxzx
e r-et minimadlisnak nevezziik, ha nincs nala kisebb elem,

e 1-et maximadlisnak nevezziik, ha nincs néla nagyobb elem.

(Szemben a legkisebb /legnagyobb elemekkel, minimalis/maximélis elembél t6bb is lehet.
Ha viszont X rendezett, akkor legkisebb=minimélis, legnagyobb=maximaélis.)
Also, fels6 korlat
X részbenrendezett halmaz, Y C X. Az v € X elem az Y
e also korldtja, haVy €Y :x 5 y.
o felsd korlatja, haVy € Y 1y < x.

Lathatd, hogy = nem feltétlentil eleme Y-nak, sét az is lehet, hogy Y-nak nincs alsé/felsé
korlatja, vagy akéar tobb is van. Ha azonban x € Y, akkor egyértelmi és ez Y legkisebb eleme.
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Infimum, szuprémum

Ha az also korlatok kozott van legnagyobb elem, azt Y alsé hatardnak, enfimuménak nevezziik.
(Jelolése: infY')

Ha a felso korlatok kozott van legkisebb elem, azt Y fels6 hataranak, szuprémuménak nevezziik.
(Jelolése: supY)

Alsé, fels6 hatar tulajdonsag

X részbenrendezett halmaz. HaV ) # Y C X : Y felulrdl korldtos és van szuprémuma,
akkor felsd hatér tulajdonsagu. Illetve ha V () 2 Y C X : Y alulrdl korldtos és van infimuma,
akkor also hatar tulajdonsagu.

Fiiggvények és muveletek
Figgvények
Egy f relacié fiiggvény, ha
(Ty)ef ANy) ef=y=y

Maés széval minden z-hez legfeljebb egy olyan y létezik, hogy (x,y) € f

Igy minden z € dmn(f)-re az f(z) = {y}.
Jelolése: f(x) =y vagy f:xz—y vagy f.=uy.

Ertelmezési tartomdny, értékkészlet

Az f: X — Y jelolést hasznéljuk, ha dmn(f) = X.
Az f € X = Y jelolést hasznaljuk, ha dmn(f) C X (amikor dmn(f)C X is eléfordulhat).
Mindkét esetben rng(f) C Y.

Az f fiiggvény

injektiv

kolesonosen egyértelmii szirjektiv byjektiv

fley=y AN f(2/)=y = xz=2"|VyeY :ToveX: flr)=y| injektiv és szirjektiv
Azaz rng(f) =Y.

Tehat az f fliggvény

az egész Y -ra képez.

Ez azzal ekvivalens, hogy
71 relécié is fiiggvény.

X Y X Y X Y
D 1 D 1 ‘D

' B 2 'B 2 > B

l C 3 'C 3 > C

A 4 4 A
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Indexelt csalad

Az x fliggvény ¢ helyen felvett értékét x;-vel is szoktuk jeldlni.

Ilyenkor gyakran

« dmn(f) = I értelmezési tartoményt indexhalmaznak, az
+ elemeit tndexcknek,
« rng(f)-et indexelt halmaznak, és magat

« az x figgvényt indexelt csalddnak szoktuk nevezni.

Miiveletek
+ Binér miivelet: f: X x X — X fliggvény az X halmazon.
+ Unér miivelet: f: X — X fliggvény az X halmazon.

« Nullér miivelet: f: {0} — X az X halmazon. (Gyakorlatilag elemkivélasztas)

Tulajdonsagok
« Legyen H, © binér miiveletek X-en. Vz,y, z € X.

1. B asszociativ, ha
(x By BHz=2 8 (y BHz)

2. H kommutativ, ha

3. B disztributiv a ©-ra, ha
rB (yo 2)=(@ By © (¢ B 2) - baloldali
(y© z) Br=(y B z) © (+ B z) - jobboldali
« Legyen ® binér mivelet X-en és [ binér mivelet Y-on f : X — Y mdivelettarto ha:

Vo, o0 € X @ f(ry © x2) = f(o1) O f(a2)

Szamfogalom, komplex szamok

Szamfogalom

Algebrai struktirak

Legyen GG halmaz és x egy miivelet

Semleges (egység) elem: a € GG semleges elem, haVg e G:axg=g*a=g.

L'a ¢ inverze, ha

Inverz elem: g,g7' € G és a € G semleges elem, akkor a g~
gxg t=aésglxg=ua

Nulloszté: x,y nullatdl kiillonbozs elemek, de x -y = 0. (z bal oldali, y jobb oldali nullosztd)
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« A G halmaz egy » miivelettel, azaz a (G, *) part grupoidnak nevezziik.

« Ha egy grupoidban a x mdvelet asszociativ, akkor a grupoid félcsoport.

« Semleges elemes félcsoportot momnoidnak nevezziik.

« Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor esoportrol beszéliink.
« Ha egy csoportban a mivelet kommutativ, akkor Abel-csoport.

« Az (R, +,") gytrd, ha

o az Osszeadassal Abel-csoport,
o a szorzassal félcsoport és

o teljesiil mindkét oldali disztributivitas.

Ha a szorzds kommutativ, akkor kommutativ gyiri.

Ha a szorzasnak van egységeleme, akkor egységelemes gyftiri.
+ A nulloszté mentes kommutativ gytrit integritast tartomdnynak nevezziik.

« Az R integritasi tartomany rendezett integritdsi tartomdny, ha rendezett halmaz,
tovabba az Osszeadds és szorzas monoton.

o Osszeadds monoton: z,y,z € Résx <y = z+z2<y+=z

o Szorzds monoton: x,y € R ésx,y >0 = x-y>0
« Egy R gyfiriit, ha R\ {0} szorzdssal Abel-csoport, akkor testnek nevezziik.

+ Ha egy test rendezett integritasi tartomany, akkor rendezett test.

Természetes szamok

Legyen ™ : N — N unér miivelet. Az aldbbi feltételeket Peano-axidomdknak nevezzik:

1. 0eN (a 0 természetes szam)

2. Vn eN,An" €N, hogy n #n* (n rdkovetkezdje)

(nem létezik olyan természetes szam,

+
3. #n €N, hogy n* =0 aminek a 0 a rakovetkez&je)

4. Han, m €N, ésm™ =n"t, akkor n=m (a ™ miivelet injektiv)

ACN, 0€ A, tovabbé
"VneA:nt e A, akkor A =N

(a matematikai indukci6 elve)

Tétel. Van olyan (N , (0,7 )) par, amely eleget tesz a Peano axiémaknak.
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Miiveletek

o Osszeadis
k,m,n € N, akkor:
1. Asszociativ: (k+m)+n=k+ (m+n)
2. Kommutativ: n+k=k+n
3. n+0=0+n=n (0: additiv zéruselem)
4. Egyszeriisitési szabdly: n+k =m+ k vagy k+n =k 4+ m, akkor m =n
» Szorzas
k,m,n € N, akkor:
Asszociativ: (k-m)-n=k-(m-n)
Kommutativ: n-k=%k-n
0-n=n-0=0 (0: multiplikativ zéruselem)
n-1=1-n=n (1: a multiplikativ egységelem)
Disztributiv: k- (m+n)=k-m+ n, illetve (m+n)-k=m-k+n-k

S W e

FEgyszerisitési szabdly: k # 0 esetén: n -k =m -k, akkor m =n

Egész szamok

Természetes szamok korében az osszeadéasra nézve csak a nullanak van inverze, masként szélva,
a kivonas altalaban nem végezhetd el.

Tekintsiik a ~ C N x N reldciét. Ertelmezziik ezeken a parokon a

a,b) ~ (c,d) relaciét, ha a + d = ¢ + b relacidt, az

)
a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+ d) Gsszeaddst, a
) -

a,b)-(c+d)=(a-c+0b-d,a-d+ c-b) szorzast, valamint a

(
(
(
(a,b) < (¢, d), relaciét ha a +d < ¢ +b

A ~ ekvivalenciarelacié. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat jeloljiik Z-vel. Az igy nyert hal-
mazt nevezzik az egész szamok halmazanak.

Mindegyik ekvivalenciaosztaly reprezentalhaté az (n,0) vagy (0,n) (vagy akar egyszerre mind-
kettd) alaki elemével. Az n € N szdmot az [(n, 0)] osztaly azonositja (més széval a természetes
szamok bedgyazhatok Z-be), illetve a [(0,n)] osztdlyt —n-nel jeloljiik (igy megkaptuk az Gsszes
ekvivalenciaosztalyt, a [(0,0)] osztélyt kétszer, hiszen -0 = 0).

, a—>b haa >0
Igy az [(a,b)]-t ’ —  médon jeldlhetjiik.
gy az [(a, )] {_<b_a)’ b < b j j

Ez a jelolés az egész szamok megszokott reprezentaciéjat adja: {...—3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
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Példaul:

0=1[(0,0] =[(L1)]= = [(k, )]

1=[1,0] =[21]= = [(k+ 1, k)]
—1=[0, D] =[(1,2)] = = [(k k+1)]

2=[20] =I[B1)]= = [(k+2,k)]
—2=[0,2)] =[13)]="-- =[kk+2)]

Z elemei a szokasos miiveletekkel gytirtit alkotnak. Az (a,b) par additiv inverze a (b, a) par.
A piros pontok a természetes szamok rendezett parjait mutatjak. Az 0sszekotott piros pontok
a vonal végén kékkel irt egész szamot reprezentald ekvivalenciaosztalyok.

n
10105) o(L5) 25) o[35) (45) e155)
_5 -.u'. _-'. ..u ’ ..l.. ..-’. -
10104 olL4) o124 o134 144 o154)
—4 ..." o ..." .." ‘.." '
H10103) ol13) ol23) e(33) e(43) (53)
16102 ol12) o122) o132 ol42) (52)
-2 ..." . o ..." ..." .
1el0D) olL1) l21) 31 ol41) e(51)
_]_ ._-'. .-'. .c'. ._.'. ._-'- -
161000 ol1,0) «(20) o{30) {40) (50)
o 1 2" "3 4" 5" m

Raciondlis szamok

Az egész szamok korében a nem nulla elemek koziil csak az 1-nek és a —1-nek van multiplikativ
inverze, méasként szélva az osztas altalaban nem végezheto el. Tekintsiik a ~ C Z X Z relaciét.
A racionélis szamok precizen egész szamok rendezett parjaként definidlhatok: (a,b) ahol b nem
nulla. Az Osszeaddst és szorzast ezeken a parokon a kovetkezoképp definialjuk:

« (a,b) + (¢,d) = (ad + bc, bd) Gsszeadést, a
* (a,b) - (c,d) = (ac,bd) szorzast.

Annak érdekében, hogy teljesiiljon az elvart % = % tulajdonsdg, definialni kell egy ekvivalen-
ciarelaciot is (~) a kdvetkezéképpen:

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc

Ez az ekvivalenciarelacié kompatibilis a fent definialt 6sszeadéassal és szorzassal. Legyen ezutan
Q az ekvivalenciaosztalyok halmaza, més széval azonosnak tekintjiik az (a, b) és a (c, d) pért,
ha ekvivalensek.

Az igy kapott szamok halmazan a teljes rendezés is definialhato:

(a,b) < (c,d) < (bd >0ANad <bc)V (bd <0Aad > be)

A ~ relacio ekvivalenciareldcid, az ekvivalenciaosztalyok halmazat jeloljiik Q-val.
Q elemeit raciondlis szamoknak nevezziik. (Q, +, ) rendezett test.
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Valés szamok

Nincs olyan a € Q szdm, melynek négyzete 2. Tehét nem minden szdm frhatoé fel 2 (m,n € NT)
alakban.

Archimédeszi rendezettség: Egy F rendezett testet archimédeszien rendezett, ha
r,yeF:IneN:nx >y (z>0)

A racionalis szamok rendezett teste archimédeszien rendezett, de nem fels6 hatar tulajdonsagu.
Egy fels6 hatar tulajdonsdgi rendezett testet a valds szamok testének neveziink, és R-rel

jeloljiik. (A'R)
Komplex szamok

A komplex szamok sziikségét a harmadfoku egyenletek megoldasara valo Cardano-képlet sziilte.
Ugyanis abban az esetben, amikor az egyenletnek harom kiilonboz6 valés gyoke van, a képletben
a gyokjel ala negativ szam keriil.

A komplex szamok halmaza C =R x R. C az

o (zyy)+ (2, y) = (x + o',y +y') Osszeaddssal és az

o (x,y) - (2,y) = (x2' —yy',y'x + ya') szorzdssal test.
A komplex szdmok halmaza nem rendezett test, mivel (tétel alapjan) egy rendezett integritédsi
tartomdnyban = # 0 = z? > 0. (Ez azonban (0,1)? = i* = —1-re nem teljesiil).
A komplex szamok korében

(0,0) a nullelem,

(1,0) egységelem,

(x,y) additiv inverze (—z, —y), és

Yy 5) par.

.« (0,0 T, ar multiplikativ inverze az R —
(0,0) # (z,y) p p <m2+y2 2ty

Val6s szamok azonositasa

Mivel (z,0) + (2/,0) = (z 4+ 2',0) és (z,0) - (2/,0) = (za’,0) igy az Osszes (z,0),z € R komplex
szamot azonosithatjuk R-rel.

Komplex szamok algebrai alakja

Mivel

(z,y) = (2,0) + (y,0) - i = = + yi
igy a komplex szamokat a + bi algebrai alakban is irhatjuk.
Ekkor az

« Re(z) = z valds szdmot a z = (x,y) komplex szdm valds részének, az

« Im(z) = y valés szdmot pedig a képzetes részének nevezzik.
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Konjugalt

2z = x + yi komplex szam konjugaltja: z =z — y1

Tulajdonsagai:

1.

N

+w=Z4+w

2.Z-w=7Z-w

N

w
x|

=2z

=~
w

+Z = 2Re(z)

5. z—Z =1i-2Im(z)

Abszolut érték
A z = (x,y) komplex szam abszolit értéke: |z| = /22 + 32
Tulajdonsagai:

1 2

-z

N

E

0=
Il
‘l\zl

2.

=
[\

N

3. |z| = |2]
4. |z-w| =[] - [w]
5. |z +w| < 2| + |w|

Trigonometrikus alak

+ Argumentum
z # 0 esetén az a z argumentuma V¢ € R, melyre Re(z) = |z|cos(t), és Im(z) = |z|sin(?).
Mas szoéval a z argumentuma az origébol a z-be mutatéd vektor és a pozitiv valés tengellyel
bezért szoge.

+ Trigonometrikus alak
A z komplex szam trigonometrikus alakja: z = |z|(cos(t)+i-sin(t)

« Moivre-azonossagok
Legyen z = |z|(cos(t)+i-sin(t)), és w = |w|(cos(s)4+i-sin(s)). Ekkor
2w = |z||w|(cos(t + s) + i - sin(t + s))

5 = %(cos(t —8)+i-sin(t —s)) (w#£0)
2" = |z|"(cos(nt) + i -sin(nt)) (n € Z)
+ Gyokvonas
Legyen 2" = w ekkor:

{L/E_{Zk_ \

t+ 2k t+ 2k
w\(cos( +n 7T>—|—sin< +n 7T)),/f—(),...,n—l}
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De mivel ez a jeloltés Gsszetéveszthet6 a valosak kozott (egyértelmiivé tett) valds gydkvondssal.
igy ezt a jelolést nem hasznéljuk. Vezessiik be helyette a n-edik komplex egységgyok fo-

galmét:
2km . 2kw
e =cos| — | +i-sin| — |, k=0,...,n—1
n n

Ezek utdn a w gyokeit a z és az n-edik komplex egységgyokok segitségével kaphatjuk meg:

ZEQy -y REN-1

Leszamlalasok véges halmazokon

Véges halmazok

« Halmazok ekvivalenciaja
X, Y halmazok ekvivalensek, ha létezik X-et Y-ra képezo bijekcid.
Jele: X ~Y

+ Véges és végtelen halmazok
X halmaz véges, ha In € N : X ~ {1,2,....,n}, eqyébként végtelen. Ha létezik n, akkor az
egyértelmt, és ekkor a halmaz elemszdmdanak/szdmossaganak nevezziik. Jele: #(X)

Skatulya elv

Ha XY véges halmazok és #(X) > #(Y), akkor egy f : X — Y leképezés nem lehet
kolesonosen egyértelmii (azaz bijekeid).

Leszamolasok

Ha szamit az elemek kivalasztasanak a sorrendje, akkor csak permutacié vagy variacié lehet.

Permutacio

Az A halmaz egy permutécidja az onmagara valé kolcsonosen egyértelmii leképezése. Az A
halmaz elemei kiilonbozéek. Hanyféleképpen lehet sorbarakni ismétlés nélkiil sorbarakni A
elemeit. Az A halmaz Osszes permutacidjanak szama:

Példa: a, b, ¢ permutacié: abc, bac, acb, bca, cba
Variacio
Az A halmaz elemeibdl készitheto, kiillonbozo tagokbdl all6 aq, as, ..., ax sorozatokat az A halmaz

k-ad osztalyd varidcidinak nevezziik. Ha A véges (#(A) = n), akkor V¥ (k < n) szdma meg-
egyezik az {1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képez6 kolcsonosen egyértelmii leképezések szaméval:

n!
Vhk— —— _
" (n—k)
Példa 1: a, b, c méasod osztalyd variaciéi: ab, ac, be, ba, ca, cb
Példa 2: 12 csapatos bajnoksagon hényféle sorrend alakulhat ki az elsé harom (dobogds) helyen?
12!

3 _ : _
iz = (12 —-3)! 1520
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Kombinacié
Ha A halmaz k € N elemi részhalmazait k-ad osztalyu kombinacidinak nevezziik. Ha A véges,
akkor CF szdma megegyezik {1,2,...,n} k elemii részhalmazainak szdm4val.

v (M) n!
Cn = (k) kl(n—k)!

A ={ay,...,a.} halmaz elemeinek ismétlédései iy, ..., 7. (Az elemek ismétléses permutécioi
olyan iy + - -- + i, = n tagl sorozatok, melyben az a; elem i;-szer fordul elé.)

Ismétléses permutacié

Pilw"vir — n'
" ilig!- -,
Példa 1: a, 1, m, a ismétléses permutacioi:
P2a71l71m — 4' — 12
4 21111!
Ismétléses variacio
Az A véges halmaz elemeibdl készithet6 (nem feltétleniil kiilonboz6) aq, - - - , ax sorozatokat, az

A halmaz k-ad osztalyu ismétléses variacidinak nevezziik.
ik _ ok
Vi=n

Példa 1: 2, 3 4, 5 felhasznélasdval hany harom jegyti szdmot lehet képezni, ha egy szamjegy
tobbszor is szerepelhet? 4
’L‘/f) — 43 = 64

Példa 2: TOTO kitéltése. Lehetséges értékek 1,2,X. Harom érték, és 14 hely.
Wt =34 = 4.782.969

Ismétléses kombinacio

Az A véges halmaz. A halmazbdl k elemet kivalasztva, ismétléseket megengedve, de a sorrend
figyelmen kiviil hagyva, az A halmaz k-ad osztalyu ismétléses kombinacidit kapjuk.

| Yhk—1
zOk:n
=)

Tételek

+ Binomialis tétel
Két tagu kifejezések n-edik hatvanyanak kiszamitasdhoz ad egy formulat.
z,y € R (kommutativ egységelemes gyfirii), n € N. Ekkor

(x+y)" = ; (Z) z" iyt

+ Polinomialis tétel
r,n € Nés xy, 9, -+ ,x, € R (kommutativ egységelemes gytirti), ekkor
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(l'l 4+ 4 3:7”)” — ‘ Z Pﬁbl,“',irx'ilxl; . l‘if‘ —

114+ir=n
n! Q1,02 ir - -
— — iy i1, ,0. €N
1 ligl g, b L2 r (i, s )

114 Fir=n

« Szita formula
X, , Xk C X (véges halmaz). f az X-en értelmezett, egy Abel-csoportba képz6 fiiggvény.

Legyen:
S=> flx)
rzeX
1<i1 << <k J?GXilﬂ---ﬂXir
és
So= >, [f(x)
:EGX\_L_I_CJ Xi
Ekkor

Szamelméleti alapfogalmak, linearis kongruencia-egyenletek

Szamelméleti alapfogalmak
Oszthatsag egységelemes integritasi tartomanyban

R egységelemes integritasi tartomany, a,b € R.
Ha 3c € R : a = bc, akkor b oszt6ja a-nak (a a b tébbszordse). Jele: bla

A b = 0-t kivéve legfeljebb egy ilyen c létezik.

Az oszthatésag tulajdonsdgai egységelemes integritasi tartomanyban.

- Ha b|a és b’|a’, akkor bb’}aa’

e Vae R: a‘O (a nulldnak minden elem osztdja)
. O‘a S a=0 (a null csak sajat maganak osztéja)
s Ya€eR: 1‘a (az egységelem minden elem osztdja)

b‘& =VYee R: bc’ac

bc‘ac ésc7é0:>b‘a
. b‘aiésciER, (it=1,---,j) = b‘z]:aicz-
i=1

. az ‘ reldcio reflexiv és tranzitiv
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Felbonthatatlan elem és primelem

0,1 # a € R felbonthatatlan (irreducibilis), ha a = bc esetén b vagy c egység (b, c € R).
0,1=#pé€ R prim, haVa,be R : p{ab esetén p’a vagy p|b

Legnagyobb ko6z6s osztd, legkisebb k6z6s tobbszoros, relativ prim

R egységelemes integritdsi tartomany. aq,--- ,a, € R elemeknek b € R
o legnagyobb kézos osztdja, ha b}ai és b’|az- esetén b"b.
Ha b egység, akkor ay,--- ,a, relativ primek.
o legkisebb kozos tobbszorose b € R, ha a¢|b és ai‘b’ esetén b!b’.

”»_ s

Bovitett euklideszi algoritmus

Az eljards meghatérozza az a,b € 7Z szamok legnagyobb kézos osztéjat (d € 7Z), valamint
x,y € Z szamokat ugy, hogy
d=ax+by

A szamelmélet alaptétele

Minden pozitiv természetes szam (sorrendtél eltekintve) egyértelmiien felbonthaté primszamok
szorzataként.

Eratoszthenész szitaja

e Irjuk fel a szémokat 1-t6] n-ig, (itt példéul 100-ig) egyesével.

e Keressiik meg az elsé olyan 1-t6l nagyobbat, amelyik még nincs sem kihtizva (next), sem
megjelolve. Elséként ez a 2.

e Ezutdn hizzuk ki ennek tobbszordseit, és (next)-et jeloljiikk meg.

e [smételjiilk meg a masodik 1épéstol djra az eljarast. Természetesen egy Osszetett szam
tobbszor is kihuzasra keriilhet.

e Az algoritmus akkor alljon le, ha a masodik lépésnél talalt szam négyzete mar nagyobb,
mint n.

Linearis kongruencia egyenletek

Kongruencia

Ha a,b,m € Z azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, azaz hogy a és b egészek m-mel
vett osztdsi maradéka egyenlo, ha .
mla—b

azaz

dkeZ:a=km-+b
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Jelolése:
a = b (mod m)

Ha a nem kongruens b-vel modulo m, azt mondjuk, inkongruens vele.

Jelolése: a # b (mod m).

Maradékosztalyok

A kongruencia ekvivalenciarelacid, tehat osztalyoz. Egy m € Z modulus szerinti kongruencia
ekvivalencia-osztalyait m szerinti maradékosztalyoknak nevezziik.

Az a elem &ltal reprezentalt maradékosztalyt @ mod m vagy [a] jel6li.

Altalaban egy maradékosztalyt a legkisebb nemnegativ eleme reprezental.

Ha egy maradékosztaly valamely eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik az, és a
maradékosztalyt redukdlt maradékosztalynak nevezziik.

Paronként inkongruens egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik.
Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszer.

Ha maradékrendszer pontosan a redukalt maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor redukalt
maradékrendszer.

Euler-féle ¢ fiiggvény

m > 0 egész szam. Az Euler-féle p(m) fiiggvény a modulo m redukélt maradékosztalyok
szamat adja meg. Ez nyilvan megegyezik a 0,1,--- ,m — 1 szdmok kozotti, m-hez relativ
primek szamaval.

Euler-Fermat tétel: Legyen m > 1 egész, a relativ prim m-hez, ekkor:
a?™ =1 (mod m)
Fermat tétel: Legyen p prim, és a € Z : p 1 a, ekkor

a” ' =1 (mod p)

Linearis kongruencia megoldasa

Keressiik az ax = b mod m kongruencia megoldésait (a, b, m € Z ismert).
Ez ekvivalens azzal, hogy keressiink olyan z-et, melyre (valamely y-nal) ax + my = b.

Legyen d = Inko(a,m). Mivel d osztéja ax + my-nak, b-t is osztania kell, kiilonben nincs meg-
oldas. Igy

b
%x + %y = ekkor a'z +m'y = 1.

A bévitett euklideszi algoritmus segitségével olyan u, v szamokat kapunk, melyekkel

adu+m'v=1 (ui.: o, m' relativ primek)
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Az egyenletet b'-vel beszorozva
aub +m'vb =0 =z =ub mod m'

Linearis kongruenciarendszer megoldasa

Két linearis kongruencia esetén a megoldasok
x=a (modm)ésxz=>b (modn)
A ko6z6s megoldashoz az
r=a+my=b+nzsmy—nz=b—a

egyenletet kell megoldani. Akkor és csak akkor van megoldés, ha d = Inko(m, n) osztéja b — a-
nak. Ekkor a megoldds valamely x; egésszel x = 21 mod lkkt(m,n) alakban {rhaté. (Tébb
kongruencia esetén az eljaras folytathatd.)

Kinai maradéktétel
Legyenek my,--- ,m, € N egynél nagyobb paronként relativ primek, és ¢y, -+ ,c, € Z. Az
r=c¢; (modm;j) (j=1, ..., n)

kongruenciarendszer megoldhat6 (1 < j < n), és a megolddsa egyetlen maradékosztédlya lesz
modulo M, ahol M = mymsy---m,,.

Grafok

Altalanos és sikgrafok
« Egy irdnyitatlan grdf a G = (V, E, ) rendezett 3-as, ahol:

» V' - a csucsok halmaza
> F - élek halmaza

> - illeszkedési relécié (p € E x V)
Ha v € ¢(e), akkor v illeszkedik az e élre. (v € V,e € E). Egy élnek mindig két vége van.

. El—, és csucstipusok

> v € V izoldlt csics, ha fle € E : v € p(e)

> e, € E élek pdrhuzamos élek, ha p(e) = ¢(€')

> ¢ € E hurokél, ha |p(e)| =1
« Egy irdnyitatott grdf a G = (V, E, ) rendezett 3-as, ahol:

> V' - a cstcsok halmaza

> I - élek halmaza
> 1) - illeszkedési reldci6 (¢ € E— V x V)

¥(e) = (v,v'), ahol v az e él kezd6pontja, v’ a végpontja.
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Véges, egyszerii grafok - alapfogalmak

G graf egyszerd grdf, ha nem tartalmaz parhuzamos vagy hurokéleket.
« G = (V,E,p) graf véges grdf, ha V, E véges halmazok.

+ Szomszédsag, fok
Két él szomszédos, ha van kozos pontjuk.
Két cstcs szomszédos, ha van kozos éliik.
v € V szomszédjainak szdma a v foka. [Jele: deg(v) = d(v)]

+ G r-reguldris grdf, ha minden pont foka r

)

« G pdros grdf,haV =V'UV"é V'NV" = (diszjunkt), valamint él csak V' és V" kozott
fut. Ha viszont igy V' és V" kézott minden él be hizva, akkor teljes paros graf. (Jele: K, .
ahol n = |V'|,m = |V"|)

G teljes grdf, ha minden él be van hizva, més szoval (|V} — 1)-regularis. (Jele: K‘V‘

G = (V,E, ) részgrdfja G' = (V',G',¢')nek, haVCV' N ECE N o C¢
« (G grafban egy n hosszu séta v-bol v'-be egy olyan
Vo, €1, V1, '+, Up—1, €n, Un

sorozat, melyre v = vy, v/ = v, és v;_1, v; € @(e;)

Egy séta vonal, ha minden €l legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.

Egy vonal ut, ha minden csics legfeljebb egyszer szerepel a sorozatban.

Egy séta/vonal/tut zdrt, ha kezdd és végpontja megegyezik, egyébként nyilt.
« Egy graf osszeftiggd, ha barmely két csics kozt van 1t.

Ez a relacié ekvivalenciarelacio, melynek ekvivalenciaosztalyait komponenseknek nevezziik.

e G = (V, E o, C.,ce, C’U,cy) rendezett 7-es cimkézett grdfot jelol, ahol C., C, tetszoleges
halmazok, és
c.: E— C,

¢ B — O,
= = R, akkor a gréfot stdlyozott grdfnak nevezziik, és w a csiics/él sulya.

Ha C, C,
(w(e) = ce(e), w(v) = cy(v))

Sikba rajzolhatdésag

« Egy graf sikba rajzolhato, ha lerajzolhat6 gy, hogy az élei nem keresztezik egymaést.

« Két graf topologikusan izomorf, ha a kovetkezd 1épést illetve forditottjat véges sok
ismétlésével egyikbdl a masikat kapjuk: Egy méasodfoku csiicsot elhagyunk, és a szomszédjait
osszekotjik.

« Ha G graf sikba rajzolhato, akkor a tartomdnyok az élek altal hatarolt sikidomok.
(A nem korlatolt sikidom is tartomany.)
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Tételek

1. Minden véges graf R3-ban lerajzolhato.
2. Ha egy véges graf sikba rajzolhaté <= gombre rajzolhato

3. Fuler-tétel: Ha a GG véges graf osszefliggd, sikba rajzolhaté graf, akkor:
Bl +2= V[ +|T|

4. Kuratowsky-tétel: Egy véges graf pontosan akkor sikba rajzolhaté, ha nem tartalmaz
Ks-tel, vagy Kj3-mal topologikusan izomorf részgrafot.

Fak
« Egy G graf fa, ha dsszefiiggo és kormentes.

« Legyen F részgrafja G-nek. Ha F' fa és csticsainak halmaza megegyezik GG csucsainak hal-
mazaval, akkor F-et a G feszitofajanak nevezziik.

> Ha G egyszeri grdf, akkor a kovetkezo feltételek ekvivalensek:
1. G fa
2. G osszefiiggd, de barmely él torlésével mar nem az
3. Két kiilonbozo csics kozott csak egy ut van
4. G kormentes, de egy él hozzdadasdaval mar nem az

> Ha G egyszeri véges grdf, akkor a kovetkezo feltételek ekvivalensek:

1. G fa
2. GG-ben nincs kor és n — 1 éle van
3. G 0Osszefliiggd és n — 1 éle van

« Az irdnyitott fa olyan fa, melyre:
eV :d (v)=06&Y #£v:d (V) =1 (Egy cstcs befoka 0, a tébbié 1)
Tovabbi fogalmak:

> r € V,d (r) =0 cstcsot gyokér csicsnak nevezzik
» V' estces szintje az r, v’ it hossza

> (v,0) € Y(e), a v sziil§je v'-nek, v' gyereke, v-nek.

> v levél, ha d*(v) =0

Euler- és Hamilton-grafok

Euler-graf

Az Euler-vonal olyan vonal v-bdl v'-be a grafban, amelyben minden él szerepel.
Ha v = ¢’ akkor ezt a vonalat Euler-korvonalnak is szokas nevezni.
Euler-vonallal rendelkez6 grafot FEuler-grdfnak nevezik.

Tétel: Egy Osszefliggd véges grafban pontosan akkor 1étezik Euler-korvonal, ha minden cstcs
paros foku.
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Hamilton-graf

A Hamilton-1it egy olyan 1t v-bdl v'-be a grafban, mely minden csicsot tartalmaz.
Ha v = ¢’ akkor ezt az utat Hamilton-kornek is szokds nevezni.
Hamilton-uttal rendelkez6 grafot Hamailton-grdfnak nevezik.

Grafok adatszerkezetei

Grafok szamitogépes reprezentaciéjahoz legtobbszor lancolt listakat, vagy matrixokat szoktak
hasznalni. A lancolt listak inkabb ritka grafokra, mig a méatrixok stri grafok esetén gaz-
dasagosak.

Illeszkedési matrix

G = (V, E, ) irdnyitott graf esetén a grafot egy A = {0, 1, —1}"*™ matrix segitségével tudjuk
reprezentalni, ahol V = {vy, -+ ,v,}, és B ={e1, -+ ,em}.

Ekkor a matrix egyes elemei:

1 ha v; kezdépontja e;-nek
a;; = ¢ —1 ha v; végpontja e;-nek
0  kiilonben

Ha G nem iranyitott, akkor a;; = ’am-‘

Cstucsmatrix

A fenti jelolésekkel iranyitott esetben B € Z™*", ahol b;; a v;-b6l v;-be mend élek szamat jeloli.
Ha G iranyitatlan, akkor b;; v; hurokéleinek szama, egyébként b;; a v; és v; csucsok kozotti élek
szama.

Kdédolaselmélet

Polinomok és miuveleteik

Legyen R gytirti. Egy polinomot egy
Zfixi (n €N, f; € R)
i=0

alaku véges osszegnek tekintiink.

Az f,, tagot a polinom féegyiitthatojanak nevezziik.
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Miiveletek

Legyen R[x] az f = (fo, f1,--+) végtelen sorozatok feletti gylirii (polinomok gyfirtije), ahol
fi € R.
Ekkor az R[z]-beli miiveletek:

« Osszeadss:
fH+g=(fo+g0fit+tag, ) (f,9 € R[z])

e Szorzés:

f-g=h="(ho,h1, ") (f,9,h € R[x]), ahol

hy, = Z fig;

i+j=k
Megjeqgyzés:
« Ha R kommutativ, akkor R[z] is az.
+ Ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor

o R[x] is egységelemes az (1,0,0, - - - ) egységelemmel.

Maradékos osztas

Legyen R egységelemes integritési tartomany, f,g € R[x], g # 0 és tegyiik fel, hogy ¢ féegyiitt-
hatdja egység R-ben. Ekkor

Ng,reRx]: f=g-q+r  (deg(r) < deg(g))

Horner-séma

A Horner-moédszer egy polinom helyettesitési értékének kiszamitdsara alkalmas. (Ezzel egyiitt
természetesen az is eldonthetd, hogy adott ¢ érték a polinom gyoke-e vagy nem. 4-ed fok felett
erre még analitikus megoldas sincs.)

A moédszer 1ényege, hogy az egyébként f,x™+ f,,_12" 1+ - -+ fo polinom helyettesitési értékének
kiszamolasahoz rendkiviil sok szorzasra és osszeadasra lenne sziikség. A polinom atalakitasdaval
azonban a miveletek szamat lecsokkenthetjiik. A maradékos osztast alkalmazva:

far" 4 foc2" et fo= (" fad" ) 24 S
Ezt rekurzivan folytatva a kovetkezo alakra jutunk:
(((fnerfn—1)x+fn—2)x—|—~~)x+f0
A helyettesitési érték kiszamitasat egy tablazatban konnyebben elvégezhetjiik.

fn fn—l fn—2 fO
C fn fnc_l'fn—l (fnc+fn—1)c+fn—2 f(C)

A tablazat kitoltése a kovetkezéképp zajlik:

1. Az els6 sorba felirjuk a polinom egytitthatéit
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2. A masodik sor els6 cellajaba beirjuk az argumentum értékét.
3. A féegyiitthato ald beirjuk 6nmagét.

4. A masodik sor cellainak kitoltésével folytatjuk

5. Az el6z6 cella elemét megszorozzuk az argumentummal

6. A szorzathoz adjuk hozza az aktualis egyiitthatot

7. Az Osszeget frjuk be az aktualis celldba

8. Folytassuk az 5. ponttal, mig el nem jutunk az utolso celldig

Az utolsé celldba a polinom helyettesitési értéke kertil.
(Ha ez nulla, akkor az argumentum a polinom gydke.)

Betiinkénti kodolas

A kodolas a legaltalanosabb értelemben az tlizentek halmazénak egy mésik halmazba vald
leképzését jelenti. Gyakran az iizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibol alkotott sorozat-
tal adjuk meg. Ekkor az tizenetet felbontjuk elore rogzitett olyan elemi részekre, hogy minden
lizenet egyértelmiien eldalljon ilyen elemi részek sorozataként. A kdédolashoz megadjuk az ele-
mi részek kodjat, amelyet egy szétar tartalmaz. Az ilyen kédolast betidinként: kédoldsnak
nevezziik.

A kédolandoé tizenetek egy A abécé betiii, és egy-egy betil kodja egy masik, B dbécé (kodabécé)
bettliinek felel meg. Tegyiik fel, hogy mindkét abécé nem iires és véges.

Egy A 4bécé betiiibdl felirhato szavak halmazdt AT-szal jeldljiik, mig az tires szdval kiterjesz-
tettet A*-gal.

Ez alapjan a betlinkénti kédolast egy ¢ : A — B* leképezés hatdrozza meg, amelyet kiterjeszt-
hetiink egy 1 : A* — B* leképezéssé az aldbbi mdédon:

Ha ajag...a, = a € A, akkor a kdédja (o) = ¢(aq)p(ae)...o(as). Nyilvan ha ¢ nem injektiv
(vagy az tres szé benne van az értékkészletében), akkor a 1 kédolds sem injektiv, azaz nem
egyértelmiien dekédolhats. Emiatt feltehetjiik, hogy ¢ injektiv, és BT-ba képez.

Shannon- és Huffman-kéd
Alapfogalmak

Az informaciéforras n lizenetet bocséjt ki. A kiilonbozo tizeneteket jeloljik aq, - - - , a,,-mel.

« Az a; lizenet k;-szer fordul el6, melyet gyakorisdgnak nevezziik.

« Az a; relativ gyakorisdga a p; = %
« A py, -+ pm szdm m-est az tizentek eloszldsanak nevezzik. (> p; = 1)
i=1

Az a; tizenet egyedi informdciotartalma

« I; = —log,p;, ahol r > 1 (az informécié egysége).
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« I; = —log,p;, ahol r = 2 (bitenkénti kédolas esetén).

Az tizenetforras altal kibocsatott atlagos informacidtartalom az entrdpia:
m
Hy(p1,-+ ,pm) = — > _ pilog,p;
i=1

Legyen «, 8, € A szavak. Ekkor az afvy szénak
. « prefixe
« [ infize

« v szuffixe

A betlinkénti kodolashoz egyértelmiien megadhaté egy szemléletes iranyitott, élcimkézett fa.

Legyen ¢ : A — B* a betlinkénti kédolas.

« Készitsiink el egy olyan fat, melynek a gyokere az iires sz6 és ha f = ab (b € B)-re, akkor
a-bdl huzddjon olyan él S-ba, melynek b cimkéje van.

« Ekkor minden azonos hosszu szd egy szinten lesz.

« Azokat a cstcsokat, melyekbdl minden b € B cimkével vezet ki él teljes csicsnak nevezziik,
kiilonben csonka cstucsok.

A ¢ : A — BT injektiv leképezés dltal meghatarozott ¢ : A* — B* betiinkénti kddolds
1. felbonthaté (egyértelmiien dekédolhaté), ha v injektiv
2. prefix kod, ha ¢ értékkészlete prefixmentes.
3. egyenletes kod (fix hosszusagi), ha ¢ értékkészletében minden elem megegyezé hosszi

4. vesszBs kdd, ha 39 € BT vesszd, hogy ¥ szuffixe minden kdédszonak, de sem prefixe,
sem infixe semelyik kédszonak.

Legyen A ={ay, - ,a,} a kédolandé abécé. Az a; kddjdnak hossza [;.
Ekkor a kod atlagos szohosszisaga:

l= Z pili
i=1

Ha egy adott elemszamu abécével és adott eloszlassal egy felbonthaté betiinkénti kod atlagos
szohoszusdga minimalis, akkor optimdlis kédnak nevezzik.
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Shannon-kdéd

Shannon kéd egy optimélis kéd (r elemszamu abécével és p; gyakorisdgokkal).

Shannon kéd eldallitas

1. Az tizenetekben el6fordulé szimbdélumok el6fordulasi gyakorisdganak meghatéarozasa.

2. A szimbolumok gyakorisdg szerinti csokkend sorrendbe rendezése.

3. A lista két részre osztasa ugy, hogy a két részben 1évo szimbdlumok Osszesitett gyakorisaga
(kozel) egyenld legyen.

4. A lista fels részéhez 0-at, az alsé részéhez 1-et rendeliink (vagy forditva).

5. A 3.-ik és 4.-ik eljarast addig ismételjiik, amig a kettéosztott lista mindkét részében csak
1-1 szimbolum talélhato.

Példa 2:
Szimbdélumok | Gyakorisag | Relativ gyakorisag | Informacié tartalom | Bitek szama
A 6 & ~0.15 ~loga() = 2.70 ~loga () * 6 = 16.20
B 7 oy ~ 0.17 —~loga(y) = 2.47 ~loga(y) 7= 17.34
C 15 15~ 038 —~loga(33) = 1.37 ~loga(33) * 15 = 20.67
D 6 & ~015 ~loga(y) = 2.70 —loga() 6 = 16.20
E 5 55~ 0.13 —loga() = 2.96 —loga(+p) * 5 = 14.81

Rendezziik a szimbolumokat gyakorisag szerint csokkend sorrendben:

Szimbdélumok | Gyakorisag | Relativ gyakorisag | Informacié tartalom | Bitek szama
C 15 15~ 0.38 ~loga(33) = 1.37 —~loga(33) * 15 = 20.67
B 7 of5 ~ 0.17 —loga(y) = 2.47 —loga(y) * 7= 17.34
A 6 &~ 0.15 ~loga() = 2.70 ~loga(k) * 6 = 16.20
D 6 & ~015 ~loga() = 2.70 ~loga() 6 = 16.20
E 5 55 ~ 0.13 —loga () = 2.96 —loga(+y) * 5 = 14.81
Szimbdlumok
C 15 C 15 15 0
22 0
7 B 7 7 1
A 6 A 6 6 0
D 6 17 1|D 6 D 0
11 1
E 5 E 5 E 1
C|  B|A| D E
00{01|10 110|111
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A kodfat 1. abran lathatjuk.
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1. abra. Shannon-kéd példa 2. koédfaja

Huffman kéd eldallitas:

1. Az tizenetekben el6fordulé szimbolumok elofordulési gyakorisdganak meghatarozasa.
2. A szimbodlumok gyakorisdg szerinti csokkend sorrendbe rendezése.

3. A két legkevésbé gyakori szimbdlumot Osszevonjuk és beirjuk a szimbdélumok kozé a gya-
korisagi sorba.

4. A 3.-ik pontot addig ismételjiik, amig 2 elemii lesz a lista. Ekkor az egyik elemhez 0-at a
masikhoz 1-et rendeliink.

5. Visszaléplink az el6z6 osszevont szimbolumhoz, és az elobbivel azonos sorrendben a két
szimb6lumhoz 0-at és 1-et rendeliink, mindaddig, mig vissza nem jutunk az egyes szimbdélumokhoz.

Példa 2:
Szimbdlumok | Gyakorisag | Relativ gyakorisdag | Informacié tartalom | Bitek szama
A 6 &~ 0.15 ~loga() = 2.70 ~loga(k) * 6 = 16.20
B 7 o5 =~ 0.17 —~loga(y) = 2.47 ~loga(y) * 7= 17.34
C 15 5~ 0.38 —loga(33) = 1.37 —loga(33) * 15 = 20.67
D 6 &~ 015 ~loga() = 2.70 ~loga(k) * 6 = 16.20
E 5 35 =~ 0.13 ~loga () = 2.96 —~loga () *5 = 14.81

Rendezziik a szimbdélumokat gyakorisdg szerint csokkend sorrendben:

Szimbdlumok | Gyakorisag | Relativ gyakorisag | Informacié tartalom | Bitek szdma

C 15 5 ~0.38 —loga(33) = 1.37 ~loga(£3) + 15 = 20.67
B 7 o~ 0.17 ~loga(gy) = 2.47 ~loga(gy) * 7= 17.34
A 6 &~ 0.15 —~loga () = 2.70 —~loga () * 6 = 16.20
D 6 &~ 0.15 ~loga() = 2.70 ~loga(k) * 6 = 16.20
E 5 35 =~ 0.13 ~loga () = 2.96 —loga () * 5 = 14.81
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Szimbdlumok

15 c 15 c 15 ABDE 24 1
B 7 DE 11 AB | 13 C 15 0
A 6 B |7 1|DE |11
D 6 1|A |6 0
E 5 0
C B A D
0 111 110 101

E
100

ABDE — AB — B | ABDE - AB — A | ABDE - DE — D | ABDE — DE — E

A kédfat 2.

abran lathatjuk.

2. dbra. Huffman-kéd példa 2. kédfaja

Hibajavité kédok, kédtavolsag

Hibakorlat

0z6 koédolas

A hibakorlatoz6 kédokat két csoportba sorolhatjuk: hibajelzd és hibajavito kddok.
Mindkét esetben az iizenetekhez kddszavakat rendeliink, amik alapjan az atvitel soran keletkezo
hibakat kezelni tudjuk.

Amennyiben az tizenet

» konnyen ismételheté6 =—> hibajelzd,

+ nehezen ismételheté = hibajavito kodot alkalmazunk.

Kodok tavolsaga, silya

A kédébécé u és v szavanak Hamming-tdvolsdga d(u,v) az azonos poziciéban levé, eltérd
jegyek szama.
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A Hamming-tavolsiag rendelkezik a tavolsag szokéasos tulajdonsagaival, vagyis Yu, v, z:
d(u,v) >0

du,v) =0 <= u=v

d(u,v) = d(v,u) (szimmetria)

d(u, z) < d(u,v) +d(v, z) (hdromszog egyenl6tlenség)
A kéd tavolsaga
d(C) = m;n d(u,v) (u,v e C)

Amennyiben az A kédabécé Abel-csoport a 0 nullelemmel, ekkor egy u sz6 Hamming-silya
w(u) a széban szereplé nem nulla elemek szama.
Ekkor a kod silya

w(C) = rl{l;glw(u)

Hibajavité kod
Amikor egy olyan szot kapunk, ami nem kédszo, a hozza legkisebb Hamming-tavolsagi kddszora
javitjuk.

« A K kéd t-hibajavito, ha egy legfeljebb ¢ helyen megvaltozott kédot helyesen javit.

« A K kéd pontosan t-hibajavito, ha t-hibajavito, de nem t + 1-hibajavité.

Megjegyzés: d minimalis tavolsdgu kdéd esetén C%—nél kevesebb hibat biztosan egyértelmiien

tudunk javitani.

Hamming-korlat

Egy q elemi dbécé n hosszu szavaibdl allo C' kod t-hibajavito.
Ekkor barmely két kodszora a toliink legfeljebb t tavolsagra 1évé szavak halmazai diszjunktak.

Mivel egy kdédszdétdl j tavolsdgra pontosan (?)(q — 1)/ sz6 van, {gy a Hamming-korldt a
kédszavak szamara adott t-nél:

#O)- Y (Z) (¢-1Y <q"

Jj=0

Amennyiben egyenléség all fent tokéletes kodrol beszéliink.

Linearis kédok

A véges test és A" linearis tér. Minden K < A™ alteret linedris kodnak nevezziik.
Ha az altér

« k dimenzios,
« a kod tavolsaga d és
« #(A) = q (Hamming-korlat)
akkor az ilyen kdédot [n, k, d], kddnak nevezziik.

Egy linearis kédnal feltessziik, hogy kédolandé iizenetek K* elemei, azaz a kéddbécé elemeibdl
képzett k-asok.
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Generatormatrix

K véges test feletti [n, k, d], linedris kédoldst valasszuk egy (kolcsondsen egyértelmii) linedris
leképezésnek:
G:K'"— K"

Ezt egy matrixszal, az Ggy nevezett generatormatrixszal jellemezhetjiik.

Polinomkdédok

Egy linedris kod esetén az iizeneteket megfeleltethetjiik F, (¢ elemii véges test) feletti k-nél
alacsonyabb foktu polinomoknak.

k—1
(ag,ay, -+ ,a5_1) = ao + @12 + - - + ag_1x

Legyen G(z) rogzitett m-edfoki polinom. A p(z) polinomot (tizenet) G(x)-szel szorozva linedris
kodolast kapunk (mivel a p — pG kélesondsen egyértelmii).

Ekkor a kddszavak hossza: n = k + m.
Az ilyen tipusu linearis kédolast polinomkddoldsnak nevezziik.

Megjegyzés: Feltehetjiik, hogy G(z) f8polinom (egyiitthatdja egység), illetve a konstans tag nem nulla (ha nulla

lenne, a szorzatban kiesne a konstans tag, {gy a kédban a nulla indext(i bet{i soha nem hordozna informéciot)

CRC - Cyclic Redundancy Check

Ha egy polinomkddban G(a:)‘x” — 1, akkor ciklikus kddrol beszéliink.

Ekkor, ha agaq - - - an-q kodszo, akkor an.1ag- - - a,_o is az, mivel:
-1 -1
1+ 0o+ -+ ap 22" = x-(ag+ax+ - a, 12" ) —a,_1(z" — 1)

oszthaté G(x)-szel.
A CRC az T, feletti ciklikus kédokat foglalja magéba, és kizdrolag hibajelzésre alkalmas.

A kdédolds menete kovetkezo:
L. VngUk p(x)xm - (07 07 B 07 Qmy Am+1, " CLn_l)

2. Ezt osszuk el G(x)-el maradékosan

Ekkor a kédszo legyen:
p(x)z™ —r(z) = q(z)G(z)

Ez oszthaté G(x)-szel és magas fokszamokon az eredeti iizenet betiii helyezkednek el.

A fogadott sz6 ellendrzése: Megnézziik, hogy oszthaté-e G(z)-szel. Ha nem oszhat6, akkor hiba
tortént.
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Kiegészités
Shannon-kéd

A kovetkez6 modon allitjuk elo:
1. Rendezziik a betiiket relativ gyakorisagaik alapjan csokkend sorrendbe.

2. Hatarozzuk meg az lq, - - - , [, szohosszisagokat a kovetkezd modon:

rt < pp <
3. Osszuk el az abécé elemeit az egyes helyiértékeken.

Példa 1:

Legyen a kédabécé a 0, 1,2 halmaz, az kédolandd betiik és gyakorisagaik pedig a kovetkezok:

a b ¢ d e f g h i j
0,171 0,02 | 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09

A relativ gyakorisagok rendezése utan:

f a h c j i b d g e
0,31 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Hatdrozzuk meg széhosszusagokat. Az f, a, h és ¢ esetében: 372 = r7b < p; < r7litl = 371
Tehat azok széhossztisaga 2. A tobbi esetben is igy jarunk el:

f a h c j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5)

Ezek alapjan f kédszava a 00, a kddszava a 01, h-hoz a 02 tartozik, mig c-hez 10. A j-hez ezek
utan 11 tartozna, de mivel az 3 hosszu, igy 110.

A kédszavak tehat a kovetkezoképp alakulnak:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01
2 2 2 2 3 3 4 4 4 5
00 01 02 10 | 110 | 111 | 1120 | 1121 | 1122 | 12000

Az elkésziilt kédfa 3. abran lathato.
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3. abra. Shannon-koéd példa 1. kodfaja

Hufmann-kéd

A Huffman-kéd is optimadlis kéd (r elemszamu abécével és p; gyakorisdgokkal), melyet a kovet-
kez6 moédon allitunk el6.

1.
2.

7.

Rendezziik a betiiket relativ gyakorisagaik alapjan csokkend sorrendbe.

Annak érdekében, hogy csak egy csonka cstcs keletkezzen
m=n modr—1

kongruencianak teljesiilnie kell, ahol m az egyetlen csonka csics kifoka. Ami ekvivalens
azzal, hogy m =2+ ((n — 2) mod r — 1). Tehdat osszuk el n — 2-t r — 1-gyel, és igy m a
maradék+2 lesz.

Az els6 1épésben a sorozat m utolsé betiijét dsszevonjuk (1) jelolést/betiit adunk neki),
és ennek a relativ gyakorisdga a tagok relativ gyakorisdganak osszege lesz. Rendezziik
a sorozatot. Ezen lépés utdan mar a betlik szama kongruens r — 1-gyel, igy a kovetkezo
redukcios 1épésekben mindig teljes csucsokat tudunk késziteni.

. Az utolsé r betiit vonjunk 6ssze, helyettesitsiik egy 1j betiivel és relativ gyakorisag legyen

a relativ gyakorisagok Osszege.

A 4-es redukcids 1épést addig ismételjiik mig » db beti nem marad. Ekkor rendre minden
betlihoz a kodabécé egy-egy betiijét rendeljiik.

Ha redukalt elemmel talalkozunk szétbontjuk, majd az 6 elemeihez is a kédabécé betiiit
rendeljiik, de konkatenaljuk az elézével.

A 6-os 1épést addig ismételjiik mig marad redukalt elem.

Példa 1:

A Shannon-kédnal latott forrast kédoljuk be ugyantigy {0, 1,2} kédabécével.

a

b ¢ d e f g h i j

0,17

0,02 0,13 | 0,02 | 0,01 | 0,31 | 0,02 | 0,17 | 0,06 | 0,09
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Rendezziik relativ gyakorisdg szerint:

f a h ¢ j i b d g e
0,31 10,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01

Osszuk el n —2-t r — 1-gyel: 10 —2=4% (3 —1)+0. Igy m a maradék—+2, azaz m = 2.
Az utolsé6 m betiit 6sszevonjuk, és rendezziik a sorozatot:

f a h c j i |(ge)| b d
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 | 0,06 | 0,03 | 0,02 | 0,02

Innentol kezdve minden redukcids 1épésben az utolsé r db azaz 3 betiit vonjuk ossze:

f 1 a | h | ¢ | j [((ge)bd] i
0,31 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,09 0,07 0,06

Ezt addig ismételjiik, mig r darab beti marad:

(ahe) | £ | (.((ge)b,d)i)
0,47 | 0,31 0,22

A szétbontas alapjan a 4. dbran lathaté fat tudjuk osszeallitani.
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4. dbra. Huffman-kdéd példa 1. kodfdja

Ezek alapjan a kédtabla:

betli | gyakorisag | kdéd
f 0,31 1
a 0,17 00
h 0,17 01
c 0,13 02
j 0,09 20
i 0,06 22
b 0,02 211
d 0,02 212
g 0,02 2100
e 0,01 2101
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