5. Valdészinliségszamitasi és statisztikai alapok

Alapfogalmak

Véletlen kisérlet: Egy olyan torténés / jelenség, aminek az eredményeinek halmazat ismerjiik
elére, de a pontos kimenet ezek kozott véletlen alakul. Azonos feltételek mellett megismételhetd.

A kockadobasunk esetén maga a dobas a kisérlet, az eredmények halmaza 1, 2, 3, 4, 5, 6.
A (0, 1)-beli véletlen szdm vélasztdsa esetén az eredmények halmaza a (0, 1) intervallum.

Esemény: Egy olyan éllitds, aminek az igazsagtartalma a kisérlet elvégzése utan kiértékelheto.
Az eseményeket nagybetiivel jeloljiik. Két esemény kizard, ha egyszerre nem koévetkezhet be
mindketto.

Egy A esemény része egy B eseménynek (A maga utdn vonja B-t), ha A teljestilése esetén B
mindenképp teljestil. Jelolése: A C B. Két esemény ekvivalens, ha mindketto része a masiknak.
Jelolése: A = B. A biztos esemény jele: €2, a lehetetlené @.

Kockadobéas esetén az alabbiak mind események:

A = {4-ct dobunk}, B = {4-et vagy 6-ot dobunk}, C = {Osszetett szdmot dobunk},

D = {Paratlant dobunk}, E = {100-nél kisebbet dobunk}, F = {3, 5-6t dobunk}.

A és D kizardak, A része B-nek, B és C ekvivalensek, E a biztos esemény, F pedig a lehetetlen.

Teljes eseményrendszer: Aj, As, ..., A,, ... paronként kizard események rendszere teljes
eseményrendszer, ha a kisérlet barmely kimenetele esetén valamelyik A; bekovetkezik (az aldbb
definidlt osszeadast felhasznédlva atfogalmazhatd: az 6sszegiik ).

A kockadobas esetén példaul

T1 = {{pédrosat dobunk}, {paratlant pobunk}}, vagy

T2 = {{1-et dobunk}, {primet dobunk}, {4-et vagy 6-ot dobunk}}
is teljes eseményrendszert alkotnak.

Miiveletek eseményekkel

Egy A esemény ellentettjén (vagy komp_lementgrén) azt az eseményt értjiik, ami pontosan
akkor kovetkezik be, amikor A nem. Jele A. (Pl: Q = @).

Két esemény Osszege (vagy unidja) az az esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha a két
esemény kozil legalabb egy teljesiil. Jele A + B vagy AU B.

Két esemény szorzatan (vagy metszetén) azt az eseményt értjiik, ami pontosan akkor kévetkezik
be, amikor mindkét esemény teljestil. Jele A- B, AB vagy AN B.

Egy A és egy B esemény kiilonbségén azt az eseményt értjiik, amikor az A bekovetkezik, de a
B nem. Jele A — B vagy A\B. Valamint A — B = A - B.
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o algebra

Legyen X egy halmaz. Egy R C 2% halmaz pontosan akkor o algebra X felett, ha teljesiti az
aldbbi harom feltételt:

e XeR
e R zart a komplementerképzésre: Ac R=A=X—-A€cR

e R zart a megszamlalhat$ osszegre: Ay, As,..., Ap,...€E R=>D> A, R

Egy kisérlet kimeneteleinek a halmazénak nem feltétlen minden eleme érdekes szamunkra.
A vizsgalatainkhoz fontos a kisérleten definidlhaté események koziil a szamunkra megfigyel-
hetoeket mindig megadni elore.

Elemi esemény: Azokat a nem lehetetlen, megfigyelheté eseményeket, amiknek nincs olyan
nem lehetetlen, megfigyelheté részeseménye, ami nem ekvivalens vele, elemi eseményeknek ne-
vezzilk. Azaz A € R pontosan akkor elemi esemény, ha:

A+ @ ésVB+@, BER, BCA:ACB

Az elemi eseményeket w-val jeloljiik.

A kockadobésnal a megfelel6 elemi események a kovetkezok:

wy; = {1-et dobunk}, wy = {2-t dobunk}, wy = {3-mat dobunk}, wy = {4-et dobunk},

ws = {5-6t dobunk}, ws = {6-ot dobunk}.

Lehetne elemi esemény az, hogy "x lett a dobott érték, amit y oldalrél atfordulva értiink el”,
de persze ez nem célszeri valasztas.

Eseménytér: Az elemi események halmaza. Mivel az Osszes elemi esemény Osszege (), ezért
az eseményteret is szokasosan (2-val jeloljik. Fontos megjegyezni, hogy abban az esetben, ha
2 nem megszamlalhato, akkor az eseménytér onmagaban nem hatarozza meg a megfigyelheto
események halmazat.

A kockadobds esetén az el6z6 példaban latott elemi események mellett az eseménytér

Q= {wly Wy, W3, W4, Ws, WG}

Valoszintliség

Definicié. Megfigyelheto események egy R o algebrajan definidlhatjuk a wvalosziniséget,
mint a kovetkezd tulajdonsdgokat teljesité P : R — [0, 1] valés fiiggvény:

e A valdsziniiség nem negativ: 0 < P(A)

A biztos esemény valdsziniisége 1: P(2) =1

VA € R-ra, paronként kizar6 (A; - A; = 0,i # j)

e Kizaro események megszamlalhatd osszegének valdszinlisége a valdszintiségek Osszege:

A Agy Ay ER, Vi A AA =@ = P JA) =) P(A).
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Definicié. Az eseménytér, a megfigyelheté események halmaza és a rajtuk definialt valszintiség
egylitt ugynevezett (Kolmogorov-féle) valdszinliségi mezot alkot: (£2, R, P) harmas.

A kockadobds esetén, ha szabdlyos kockardl beszéliink (és minden érték{i kimenetel megfigyelhetd), akkor ve-
hetjiik %—nak minden lehetséges érték valdszinliségét, és igy rogtén megkapjuk a 3. tulajdonsdgbol minden
esemény valdsziniiségét (az eseménybe foglalt lehetséges kimenetelek szdma szorozva %—al). Ha az eseménytér
megszamlalhato elemszamu, akkor miikodik is ez a médszer, azaz az elemi események valdsziniiségeibol minden
esemény valészintiségét megkaphatjuk (nem megszamlalhaté esetben nem miikodik, példdul az egységintervallumon
egyenletesen valasztott pont esetén minden egyes pont valdszinlisége nulla, az intervallumok azonban mar a

hosszuknak megfelel§ valészintiséget képviselnek).

Diszkrét és folytonos valdszintliségi valtozok

Valészinidiségi vdltozonak neveziink egy eseménytér (kisérlet) elemeihez valés szamokat
rendelé X : Q — R fiiggvényt, ha

VeeR: {w €N: X(w) < a:} € R (halmaz eseményt alkot)

A kockadobds esetén legegyszertibb modon ugy definidlhatunk egy X valdszintliségi valtozot,
hogy az értékének a dobas kimenetelét adjuk.

A X valészintiségi valtozo diszkrét, ha az értékkészlete véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Ha a X diszkrét valészintiségi véltozé értékkészlete {xq, xo, ...}, akkor a P(X = z;) szdmokat
X eloszldsanak nevezziik.

Megjegyzés: Véges vagy végtelen sok szam, akkor és csak akkor alkot diszkrét eloszlast, ha nem
negativak és az Osszegiik 1.

A X valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye: Fy : R — R
Fx(z)=P(X < x)

Tétel. Az Fy : R — R fiiggvény pontosan akkor eloszldsfiiggvénye valamely val6szintiségi
valtozonak, ha

1. monoton névekvé: Va; < zo: Fx(x1) < Fy(x2)

2. balrdl folytonos: Vrg € R: lim Fx(z) = Fx(xg)

JI—>1I0

3. lim Fx(x)=0

T—r—00

4. lim Fx(z)=1
T—+00
Egy diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye olyan 1épcsos fliggvény, amely a lehetséges
értékeknél ugrik, és az ugras nagysaga az adott érték valdszintisége.

Ketten 16nek céltablara. Az A talalati esélye 0,7. és a B taldlati esélye 0,8.
Mindketten egy 16vést adnak le egymastol fliggetlentil.
Jelentse X a taldlatok szamat és adjuk meg az eloszlasfiiggvényt!
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talalatok szama valoszintiség

0 (1-0.7)%(1—-0.8) =0.3%x0.2=0.06
1 0.7%(1—-08)+(1—-0.7)x0.8=0.7%0.2+0.3%0.8 =0.38
2 0.7+ 0.8 =0.56

1.2 1"

1+ o

0.8 1

0.6 1

0.4+

0.2+

— T
-2 -1 1 2 3 4 )

Ha X diszkrét valoszintiségi valtozo értékkészlete {1, xs, ...}, akkor

1 <T

A szabalyos kockadobds esetén az elézd példaban definidlt X valdszintségi valtozénak adjuk
meg az eloszlasfiiggvényét. Lathatd, hogy az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékeknél lesz csak véltozas,
ezeken a pontokon kiviil nem.

Az egyes intervallumokra a megfelel6 valdszintiségeket kiszamolva megkapjuk, hogy

e Fy(x)=0, haz <1,

oFX(:c):%, hai<z<i+1lés1l<x<6,
=1,

o Fy(x) ha z > 6.

1. &bra

Legyen a X diszkrét valdszintiségi valtozé értékkészlete {xy, zs,...}.
Ekkor X wvdrhato értéke
E(X) =)z P(X = )
k

(feltéve, hogy ez a sor abszolit konvergens, azaz Y. |zx| - P(X = a;) < 00).
k
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Példa: 3 darab 10 dollarossal befektetési terveink vannak, egy rulett segitségével.
A terv a kovetkez6: feltesziink 10 dollart a pirosra.

Ha nyer, akkor megduplaztuk a 10 dollart és abbahagyjuk a jatékot.

Ha veszit, akkor ijabb 10 dollart tesziink a pirosra, és ha ezuttal nyertink, akkor szintén abba-
hagyjuk a jatékot.

Ha maésodszorra sem nyeriink, akkor az utolsé 10 dollart is felrakjuk a pirosra.

A kérdés, hogy varhatéan mennyi pénziink lesz a tranzakcié végén.

A ruletten 18 piros, 18 fekete és egy zold mez6 taldlhato.
NY: Nyert, V: Veszitett.

1 2 3. | X; P(X;)
18 _
NY 40 37 = 00487
19 18 _
vV NY 30 37 - 35 = 0.25

19 19 18 _
vV V. NY|20 37-37-?7—0.128
9 .19

EX = a- P(X = x3,) =40 % 0,487 + 30 % 0.25 + 20  0.128 = 29, 54
k

Folytonos valésziniiségi valtozok

A X valdszintiségi valtozo abszolit folytonos, ha létezik olyan fx : R — R fliggvény, hogy
Fx = f fx(t) dt minden = € R esetén. Ekkor az fx fliggvényt a X valdszintliségi valtozo
—0oQ0

stirtiségfiiggvényének nevezzik.

Tétel. Egy f: R — R fliggvény, ,,akkor és csak akkor” striségfiggvénye valamilyen abszolit
folytonos valdszintiiségi valtozénak, ha

e [ nem negativ (azaz f(x) >0, Yz € R)
° f flz) de =1
Megjeqyzés:
b
e Pla< X <)) :ffx(x) dx (a,b € R, a < b esetén)

e Ha X abszolit folytonos valdszintiségi valtozo, akkor Fx(z) mindig folytonos fiiggvény,
és fx(z) folytonos az x € R pontban, akkor Fy differencidlhaté z-ben és Fi (z) = fx(x).
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[ tstorte= [ fladaos i+ J plaao =1

—00

Legyen a X abszolut folytonos valdszintiségi valtozé siriiségfiiggvénye fx(x).
Ekkor X wvdrhato értéke

o0

EX = /xfx(x) dx

—00

(feltéve, hogy ez az integral abszolit konvergens, azaz f ‘x| - fx(z) do < 00)
A X val6szintiségi valtozd szordsnégyzete (vairancidja):
DX = E(X — EX)’ = EX? - E°X

(feltéve, hogy ez létezik.)
Megjegyzés: A X valbszintliségi valtozo szorasa

DX =+VvD?2X

e Ha X diszkrét valdszintiségi valtozo:

D*X = in-P(X =Tp) — (Zxk-P(X :ZL'k))

Roulettes példa: D*X = 402 x 0,487 + 30?  0.25 + 20 x 0.128 = 1055.2

e Ha X abszolut folytonos valdszintiségi valtozo:

DQX:/IB2~fxd£L'— /x-fx(a:)dx
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Diszkrét valds

Ertékkészlete legfeljebb megszamldlhatéan végtelen, azaz {xq,. ..

zintliségi valtozok

, Tp, ...} elemekbdl All.

Ekkor eloszlasa: py := P(X = xy).

Név Ertelmezés Eloszlas EX D*X
indikétor Egy p valészinliségli | P(X =1) =p P p(1 —p)
Ind(p) esemény PX=0)=1-p

bekovetkezik-e  vagy

sem.
geometriai Hanyadikra  kovet- Pg(__ ;Ckl_ Zl7 1 L
(Pascal) kezik  be  elészor | 1p 5 b p
Geo(p) egy p valészin(iségl T

esemény.

Ha a kisérletiink a kockadobés az elsé 6-os dobésig és az
X valdszintiségi valtozd a dobédsok szama, akkor 6 geometriai eloszlasu.

hipergeometriai | Visszatevés — nélkili | P(X = k) = n% n%( - %)(1 — ]T\Lf;_ll)
Hipgeo(N, M,n) | mintavétel.

(),
(2)

k=0,1,...,n

HaNésMavwv

égtelenbe tart ugy, hogy

M / N egy 0 és 1 kozott

i p konstanshoz tart, akkor

a hipergeometrikus eloszlasok sorozata a binomidlis eloszlashoz tart.

binomiélis Visszatevéses  min- | P(X = k) =| np np(1 —p)
Bin(n,p) tavétel. M)k —p)n*
k=0,1,...,n
. . . . . n n(l—p)
negativ.  bino- | Hanyadikra kovetke- | P(X = k) = 7 ——
mialis zik be n. alkalommal (:j)p”(l — p)kn p
Negbin(n,p) egy p valészintliségli | k=n,n+1,...
esemény.
2
Poisson Ritka esemény. P(X = k) = 47e™ A A
Poi(\) .
Példa:
Hipergeometrikus:

Egy dton 30 nap alatt 12 napon tortént baleset. Ebbol a 30 napbdl kivdlasztunk egy hetet, mi a
valdsziniisége, hogy ezen a héten 2 balesetes nap van?

Hipergeometriaindl ismert, hogy mennyi az osszes elem és az osszes selejt N, K, és a minta n.
Az 6sszes elem N = 30 nap, ebbdl (selejtes) a balesetes nap, M = 12. A minta egy hét, vagyis
n =17, és itt X = 2 balesetes napot szeretnénk.
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P(X =k)= (A’j) (1\;:24) _ (122> (<:§> ;2) _ (122()30()158) _ % — 0.27777188
7

7

EX:n*%:mQ:o.%

(o8

A masik két feladatban csak valamilyen szazalékos érték, a varhatd, az atlag, az ardny vagy
valoszintiség. Ez esetben nem tudjuk, hogy mennyi baleset torténik a 30 nap alatt, csak azt
tudjuk, hogy varhatéan mennyi.

Binomadlis:
Egy uton 30 nap alatt atlag 12 balesetes nap van. Mi a valdsziniisége, hogy egy adott héten 2
balesetes nap van?

A binomialisnal vett példaban nem lehet tobb a balesetes napok szama, mint 7, igy X korlatos.

X = balesetes napok szama.

nz?,p:%:%%:().él.

PX=k=2)=(1p*1—p)" "= () «04%% (1 —0.4)7"2 =21 %0.16 x 0.07776 = 0.2612736
EX=nxp=7Tx04=28

Poisson:

Egy uton 30 nap alatt atlag 12 baleset torténik. Mi a valdszintisége, hogy egy adott héten 2
baleset van?

Az els6 két esetben X a balesetes napok szama, a harmadikban pedig a balesetek szama.

A harmadik feladatnal a Poisson eloszlas esetében baleset tetszoleges szamu lehet, atlaghban 12
30 naponta, de lehet akar 1000 is, tehat itt X nem korlatos.

X = balesetek szdma.

A = varhatéan hany baleset van egy héten 30 naponta 12 baleset szokott lenni, tehat naponta

%—8 = 0.4 és gy hetente hétszer annyi 7 x 0.4 = 2.8.
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Név Eloszlasfiiggvény Stirtiségfiiggvény EX D*X

0 r<a 1 < )
egyenletes %:—a a<z<bh h—q TS a—2|—b (bIQG)
E(a,b) L a b < 0 kiilonben
exponencidlis L—e™ r=20 Aweme z 20 1 1
E:fp ) 0 kiilonben 0 kiilonben ) 3\

(z —m)*
normélis e 20 reR m o
N(m 02) V2o
) 1 xQ
standard b(z) = ... e 2 zeR 0 1
normalis V2
N(0,1?)
1 a.a—1 —Ax
=\ >0
gamma ING)) e v % a
I'(a, A) 0 kiilsnben A
Fogalmak

e Konvolucio: X,Y fliggetlen valészinliségi valtozok, konvoliucidéjuk az X +Y v. v.

n

e Figgetlenség: P(Xy < x1,...,Xn < ) = [[ P(X; < x;) vagy diszkrét esetben:
P(Xy)zy,..., Xy = x,) = [ [ P(Xi = 1)

o Virhato érték: (Q, R, P) valészinliségi mez6d, X : Q — R valdszintliségi valtozo, FX =
fQ XdP, ha ez létezik. Diszkrét esetben EX = >, xj - pr, ha abszolit konvergens.
Abszolit folytonos esetben EX = ffooo x - f(x)dx, ha abszolit folytonos.

o Szdrdsnégyzet: D*X = E((X — EX)?) = EX? — E*X

o [. momentum: EX' = fxldP, ha létezik.
Q

o Szoras: DX =+/D?X

e Kovariancia: cov(X,Y)=E(X—-EX)(Y—-EY)=E(XY)—-EX-EY. Hacov(X,Y) =
0, akkor X és Y korreldlatlan. (Megjegyzés: ha két v.v. fiiggetlen, akkor cov(X,Y") = 0,
vagyis korreldlatlanok; illetve cov(X, X) = D?X.)

e Korrelicio: R(X,Y) = %, két v.v. linedris kapcsolatat méri.

o R >0 — pozitiv
o R < 0 — negativ
o R? ~ (0 — gyenge

o

R? ~ 0.5 — kozepes

o R~ 1 — erds
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Nagy szamok torvénye

Gyenge torvény
X1, Xs, ... figgetlenek, azonos eloszldstak, FX; = m < oo, D?X; = 02 < 00.

X+ ...+ X,
P( 1+ ...+

—m25>—>0 (n — o0)
n

Ve > O-ra (sztochasztikus konvergencia).

Eros torvény
X1, Xo, ... fiiggetlenek, azonos eloszldsiak, EX; = m < oo, D*X, = 02 < 0.

Xi+..+X,

—m (n— o0)
n

1 valészintiséggel.

2
Megjegyzés: Csebisev-egyenlotlenséggel bizonyitjuk. <% —0(n— oo))

Csebisev-egyenlGtlenség
EX véges.
2
Ekkor P(|X — EX| > \) < DAiX
Megjegyzés: Bizonyitas Markov-egyenltlenséggel.

Markov-egyenlotlenség
X >0,c>0.

Ekkor P(X > ¢) < £X

Konvergenciafajtak
X, — X, vagyis X konvergens.
e sztochasztikusan: ha Ve > 0-ra P(|X, — X| >¢) = 0 (n — o0).
e [ valdsziniiséggel (majdnem mindeniitt): ha P(w : X, (w) = X(w)) = 1.
o [P-ben: ha E(|X, — X|P) = 0 (n — o0) (p > 0 rogzitett).
e closzldsban: ha Fx, (z) — Fx(z) (n — oo) az utébbi minden folytonossagi pontjédban.

Kapcsolataik: 1 valdszintiségii és LP-beli a legerdsebb, ezekbol kovetkezik a sztochasztikus,
ebbol pedig az eloszlasbeli.

Centralis hatareloszlas tétel

X1, Xo, ... fiiggetlenek, azonos eloszlasiak, EX; = m < oo, D?X; = 02 < o0.
Elkkor 21+ -+ Xo —nm N(0,1) (n — o0) eloszlasban, azaz

Vno
p<X1—|—...+Xn—nm _
Vno

x) = ®(x) (n— o)
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Statisztikai mezo

(Q,R,P) harmas, ha P = {Py}yco és (2, R, Py)
Kolmogorov-féle val6sziniiségi mezo Vi) € O-ra.

Fogalmak
o Minta: X = (Xy,....,X,) : Q — X € R". (X; val6sziniiségi valtozo)

o Mintatér: X, minta lehetséges értékeinek halmaza, gyakran R", Z".

Minta [realizdcidja): x = (x4, ..., z,), konkrét megfigyelés.

Statisztika: T : X — R*.

Statisztika alaptétele: (Glivenko—-Cantelli-tétel) X, X, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi F
eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor az F,, tapasztalati eloszlasfiiggvényre teljesiil, hogy

sup |F.(z) = F(z)| =0 (n— o0)

—oo<r<oo

1 valdszintiséggel.

Statisztikai becslések

(Q, R, P) statisztikai mezd, ¥ € ©, Py(X; < x1,..., Xp < ) = Fy(x)

T(X) a becslése, ha T : R" — ©.

T(X) a h(?) becslése, ha T : R™ — h(©).

Torzitatlansdg: T(X) torzitatlan becslése h()-nak, ha EyT(X) = h(9) VI € ©.
Aszimptotikusan torzitatlan: T(X) aszimptotikusan torzitatlan a h(¢)-ra, ha EyT(X) — h(9)
(n — oc0) Vi € O.

A Ty torzitatlan becslés hatdsosabb Ty torzitatlan becslésnél, ha D3Ty < D3T, Vi € ©.
Hatéasos, ha minden mas torzitatlan becslésnél hatasosabb. Ha van hatasos becslés, akkor az
egyértelmii.

' keli 5o- Tikeld s o | (X =12) diszkr.
e Maximum-likelihood becslés: Likelihood fiiggvény: L(0,z) = { fox(z) abs=. folyt.
[T Po(Xi = 2) diszkr.
H?zl fox,(x:) absz. folyt.

¥ a ¥ ismeretlen paraméter maximum-likelihood becslése, ha L(ﬁ‘, X) = maxyeo L(¥, X).

Fliggetlen esetben: L(9,x) = {

e Momentum-mddszer becslés: ¥ = (1, ...,9%), X1, ..., Xn, [. momentum: M;(¥) = EyX],

n

2 X

tapasztalati [. momentum: M, = %
¥ a ¥ momentum moédszer szerinti becslése, ha megolddsa az M;(¥) = M;, | = 1.k
egyenletrendszernek.
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Hipotézisvizsgalat

Feltesziink egy hipotézist, és vizsgaljuk, hogy igaz-e. Elfogadjuk vagy elutasitjuk. Lehet pa-
raméteres vagy nem paraméteres, vizsgalhatjuk varhaté értékek, szérasok egyezoségét, értékét,

teljes eseményrendszerek fiiggetlenségét. Illeszkedésvizsgalattal megéllapithatjuk, hogy a valdszintiségi
valtozdk adott eloszlasfliggvénytiek-e, homogenitasvizsgalattal pedig azt, hogy ugyanolyan el-
oszlasu-e két minta.

Hy: nullhipotézis, ¥ € ©g; Hy: ellenhipotézis, ¥ € ©1; © = Oy O;.

Eqy- és kétoldali vizsgdlat: Kétoldali ellenhipotézisnél a nem egyezdséget tessziik fel, egyolda-

linal valamilyen relaciot. Kétoldalinal a préba értékének abszolut értékét vizsgaljuk, hogy az
elfogadasi tartoméanyon beliil van-e, ekkor példaul az u-probanal az adott hibaszazalékot meg

kell felezni a szamitashoz, hiszen a ® fiiggvény szimmetrikus az y tengelyre.

o Statisztikai proba: X = X.|J Xy (diszjunkt halmazok) elfogaddsi és kritikus tartomany.

Ez a felbontas a statisztikai préba. Ha a megfigyelés eleme a kritikus tartomanynak, akkor
1 r e Xg

elutasitjuk a nullhipotézist, ha nem eleme, akkor elfogadjuk. T'(z) = { 0 otherwise

e FElsdfaju hiba: Hy igaz, de elutasitjuk. Valdszintisége: Py(X € X), ¥ € Oy.

e Masodfaji hiba: Hy hamis, de elfogadjuk. Valészintisége: Py(X ¢ Xi), ¥ € ©;.
Az a cél, hogy ezek a hibdak minél kisebbek legyenek. Egymas kéarara javithatd a két
valészintiség, ha a megfigyelések szama rogzitett.

e Préba terjedelme: « a préba terjedelme, ha Py(X € X;) < a, ¥ € O,.
o a proba pontos terjedelme, ha supyee, Po(X € Xi) = o

Klasszikus statisztikai probak

Alapfogalmak

Alaphipotézisnek vagy nullhipotézisnek (Hy) nevezziik az alapfelvetésiinket, amit igazolni
szeretnénk. Ezzel szemben all az ellenhipotézis, ami akkor teljesiil, ha a nullhipotézis nem igaz.

Elfogaddsi tartomdnynak neveziink egy olyan halmazt, amelyben a nullhipotézis teljestilése
esetén a vizsgalt statisztika értéke nagy valdszintiséggel (1 — p) elhelyezkedik. Ezzel szemben
a kritikus tartomdnyba varhatéoan akkor esik a h statisztika értéke, ha az ellenhipotézis
teljesiil.

‘ Hy igaz Hy hamis
Hibak H, elfogadésa | helyes dontés maésodfaja hiba
Hy elvetése | elsofaju hiba  helyes dontés

Egy proba terjedelme az elséfaju hiba valészintiségének felso hatara.
Ha 8 a méasodfaju hiba valdszintisége, akkor a proba erdfiiggvénye: 1 — 3.

Azonos terjedelmi probak koziil erdsebbnek nevezziik azt, amelyiknek az eréfiiggvénye min-
den ponton nem kisebb a masikénal.

Tovabbiakban:
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X normalis eloszlasi, ismert szérasi valtozé n elemii mintaja:

X;~N(m,c%), i=1,...,n

X, Y egymastdl fiiggetlen normalis eloszlasi, ismert szérasu valtozé n, m elemd mintaja:

X;~N(m,0?)), i=1,...,n,
T]jNN<m2,O'%), jzl,...,m

X a vizsgalt valoszintiségi valtozd atlaga a mintaban,

e m,; az elore megadott érték, amihez az atlagot viszonyitjuk,

o a vizsgalt valdszinliségi valtozo ismert szérasa.

u-probak
Egymintas eset

A proba azt ellendrzi, hogy egy adott statisztikai ismérv esetén a mintabeli atlag szignifikansan
eltér-e a populacios atlagtél. Mas szavakkal, hogy egy valdszinliségi valtozd atlaga szigni-
fikansan kiilonbozik-e egy adott m értéktol.

Adott egy X normalis eloszlasi, ismert szorasu valtozd n elem@ mintdja. Nullhipotézisiink az,
hogy a varhaté érték megegyezik-e egy konkrét értékkel (Hy : m = my), mésképpen fogalmazva
azt vizsgaljuk, hogy a mintabeli atlag nem tér-e el szignifikdnsan mg-tol.

Legyen a probastatisztika: o
X — mo

g

u=/n

Ekkor a p valdszintiség mellett elfogadjuk a nullhipotézist, ha ’u‘ < ueg, ahol uz a standard
normalis eloszlds 1 — £ kvantilise. Ha igaz a nullhipotézis, akkor ez kozel standard normélis
eloszlasu.

Ha az ellenhipotézis egyoldali, akkor az elfogaddsi tartomany v < wu,-re, illetve v > —u,-re
modosul.

Kétmintas eset
A préba azt vizsgalja, hogy egy valdszintiségi valtozo atlaga két kiillon mintaban szignifikansan

kiilonbozo-e.

Két fiiggetlen (a fenti feltételeket teljesité) mintdra (X,Y’) vonatkozé nullhipotézisiink, hogy
varhato értékiik egyenlé (Hy : my = my). Erre a prébastatisztika:

X-Y
u =
2
Ui Ty
+ <
Ny Ny

Tétel. Az u-probak konzisztens, torzitatlan és legerésebb probak.
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o u-proba: Feltételezziik, hogy a minta normdlis eloszldsi (X; ~ N(m,o?)), i = 1..n, és
hogy a szoras ismert.

o Egymintds: A nullhipotézis az, hogy a varhaté érték megegyezik-e egy konkrét
értékkel (mg), masképpen fogalmazva azt vizsgaljuk, hogy a mintabeli atlag nem
tér-e el szignifikdnsan mg-tol. Tehdt Hy : m = my, és kétoldali esetben Hy : m # my,
egyoldaliban pedig példdul Hy : m > mg vagy Hy : m < my.

Az u-préba értéke: u = \/ﬁX%ml Ha igaz a nullhipotézis, akkor ez kozel standard
normalis eloszlasu.

e hibaval6szintiséggel vizsgaljuk a hipotézist, ehhez sziikségiink van a ®(u;_.) = 1—¢
értékre.

Kétoldali esetben Ho-t elutasitjuk, ha |u| > u, ¢, és elfogadjuk, ha |u| <u, ¢.

£
2
Egyoldali esetben u > wu;_. (jobb) és u < uy_. (bal) esetét vizsgéljuk, ezen esetekben
utasitjuk el H-t.

o Kétmintds: Itt a feltételek a kovetkezék: X; ~ N(my,0}), i = l.n és n; ~

N@2,a§), j = l.m. A szordsok szintén ismertek. Hy : m; = mg, és u =
—XQ—n =. Hy : my > my, ez a felsé (jobb?) oldali, Hy : mi < my pedig az
91 | 92

n_m
alsé (bal?) ellenhipotézis.

e t-proba: Ennél a préobandl nem ismert a szoras, viszont ugyanigy normadlis eloszlast
feltételeziink, mint az u-prébandl. X; ~ N(m,o?), i = 1..n.

7 — My
o}
ahol 02 a korrigalt tapasztalati szérdsnégyzet, amit a mintdbdl szdmithatunk ki.
(Megjegyzés: n helyett n — 1-gyel osztunk a képletben.) Ez az érték t-eloszlasu H
esetén, ami n — 1 szabadsagfokid. Mds néven szokas ezt a préobat Student-probanak

1S nevezni.

o Egymintds: Hy : m = myg. Ellenhipotézis az u-prébahoz hasonléan. t = \/n

Y

o Kétmintds: X; ~ N(my,0%), i =1.n és n; ~ N(ma,03), j = 1..m. Ez esetben sem
ismert a szoras, viszont feltételezziik, hogy a két minta szérasa megegyezik. Ekkor

nm(n +m — 2

szabadséagfoka.

X—-7

)
\/Z(Xi—Y)QJFZ(??j—ﬁ)Q

n 4+ m — 2 a préba

o f-proba: Két minta esetén hasznalhaté. Ez a préba szorasok egyezoségének vizsgalatara
alkalmas, tehat itt Hy : 07 = 09. Ha a két minta szorasnégyzete megegyezik, akkor a
2
hanyadosuk 1-hez tart. f,_i,—1 = max(%, %). A két szabadsagi fok koziil az els6 az f
2 01
szamlaléjahoz tartozo minta elemszama —1, a masodik a nevezdjéhez.

o Welch-proba: Mas néven d-préba. Hasonld, mint a kétmintas t-proba, de itt a szérasok
egyezOségét nem kell feltenni. Szabadsédgi foka bonyolult képlettel szamithato.

A e
[ fotx:) Loz

f1 az ellenhipotézis szerinti. Adott egy A és egy B érték, A < B. Ha V,, > B, akkor
elutasitjuk Hy-t, ha V,, < A, akkor elfogadjuk, és ha A < V,, < B, akkor 0j mintaelemet

o szekvencidlis probak: V, . fo anullhipotézis szerinti stirtiségfiiggvény,
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vesziink.
Stein tétele szerint N 1 valdszintiséggel véges. N = min{n :V, < AV 'V, > B}.

o Mindség-ellendrzés: ny elemet néziink, ¢; < ¢y és c3 hatarértékek. Ha X; < ¢, akkor
elfogadjuk Hy-t, ha X; > c¢o, akkor elutasitjuk. Ha ¢; < X7 < ¢o, akkor megnéziink no
elemet, és ha X; + Xy < ¢3, akkor szintén elfogadjuk Hy-t. A varhaté mintaelemszam
méri a hatékonysagat.

o x2-préba: Hy : Ay, ..., A, teljes eseményrendszer. P(A;) = p;,i = 1..n, v; a gyakorisag.

Ha teljesiil a nullhi2potézis, akkor % ~ Dj.

Vi — np;

X? — Z ( D, z)
csoportok szdma. (Megjegyzés: ha tul kicsi lenne 1-1 csoportban a gyakorisag, akkor
azokat Osszevonjuk.)
x2-prébat hasznalhatunk illeszkedés-, homogenitas- és fiiggetlenségvizsgdlatra is. (Megjegyzés:
més képlet van mindhez.)

. Ez x? eloszlast, aminek r — 1 szabadsdgfoka van. r az osszeadott

o Fqgyéb probak:

o Kolmogorov-Szmirnov-prdba: 2 tapasztalati eloszlasfiiggvény megegyezik-e (homo-
genitdsvizsgdlat), vagy 1 minta esetén megegyezik-e valamilyen eloszlasfiiggvénnyel.
Dy, = max, |F,(z) — G (x)]. X; F eloszlastiggvénnyel, Y; G-vel. Hy : F = G.

o FElojel-proba: Hanyszor teljesiil, hogy valami pozitiv.

o Wilcoxon-préba: (rangstatisztika), P(X >Y) = % tesztelésére Gsszeszamoljuk, hogy
hany parra teljesiil, hogy X; > Y].
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