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Zardovizsga tételek

16. Halad6 algoritmusok

Haladé algoritmusok
Elemi graf algoritmusok: szélességi, mélységi bejaras és alkalmazdsai. Minimalis feszitofak, altaldanos algoritmus,
Kruskal és Prim algoritmusai. Legrovidebb utak egy forrasbol, sor alapi Bellman-Ford, Dijkstra, DAG legrévidebb

at. Legrovidebb utak minden csticsparra: Floyd-Warshall algoritmus. Graf tranzitiv lezartja.

1 Grafalgoritmusok

1.1 Graf abrazolas

Lancolt listas abrazolas
A graf csdcsait helyezziik el egy témbben (vagy lancolt listdban). Minden elemhez rendeljiink hozzd egy

lancolt listat, melyben az adott cstics szomszédjait (az esetleges élstlyokkal) soroljuk fel.

Matrixos abrazolas
Legyen a cstcsok elemszama n. Ekkor egy A™*™ matrixban jeloljiik, hogy mely csicsok vannak 6sszekotve.
Ekkor mind a sorokban, mind az oszlopokban a csicsok szerepelnek, és az a;; celldban a ¢ csicsbdl j csicsba

vezetd él stilya szerepel, ha nincs él a két csics kozott, akkor —oo (silyozatlan esetben 1 és 0)

Amennyiben a graf irdnyitatlan nyilvan a;; = aj;

1.2 Szélességi bejaras

G gréf (irdnyftott/irdnyitatlan) s startcsicsdbdl a tévolsdg sorrendjében érjiik el a cstcsokat. A legrovidebb utak
feszitéfajat adja meg, igy csak a tavolsdg szamit, a sily nem.

A nyilvantartott csticsokat egy sor adatszerkezetben taroljuk, az aktudlis csics gyerekeit a sor-ba tessziik. A
kovetkez6 cstics pedig a sor legels6 eleme lesz.

A cstcsok tavolsagéat egy d, sziileiket egy 7 témbbe irjuk, és oo illetve 0 értékekkel inicializaljuk.
Az algoritmus:
1. Az s startcsicsot betessziik a sorba
2. A kovetkezo lépéseket addig ismételjiik, mig a sor iires nem lesz
3. Kivessziik a sor legelsd (u) elemét
4. Azokat a gyerekcsticsokat, melyeknek a tdvolsdga nem oo figyelmen kiviil hagyjuk (ezeken mér jartunk)

5. A tobbi gyerekre (v): bedllitjuk a sziilgjét (w[v] = u), és a tavolsdgat (d[v] = d[u] + 1). Majd berakjuk a

sorba.

Alkalmazdsai
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1. Két u és v csomépont kozotti legrovidebb it megkeresése, az it hosszat az élek szdmdaval mérve (elénye a

mélységi kereséshez képest)
2. (Forditott) Cuthill-McKee-hdloszadmozés, a szélességi bejards egy véaltozata

3. Bindris fa szerializdciéja/deszerializaciéja versus szerializicié rendezett sorrendben; lehet6vé teszi a fa hatékony

djrakonstrualasat

4. Egy péaros graf kétoldalusaganak tesztelése

1.3 Minimalis koltségili utak keresése

Dijkstra algoritmus
Egy G irdnyitott vagy iranyitatlan, pozitiv élsilyokkal rendelkez6 grafban keres s startcsicsbdl minimalis

koltségli utakat minden csicshoz.

Az algoritmus a szélességi bejaras modositott valtozata. Mivel itt egy hosszabb utnak lehet kisebb a kdltsége,
mint egy rovidebbnek, egy mar megtaldlt csiicsot nem szabad figyelmen kiviil hagyni. Ezért minden cstcs
rendelkezik hdrom &dllapottal (nem elért, elért, kész). A d és m tomboket a szélességi bejardshoz hasonléan

kezeljiik.

A még nem kész csucsokat egy prioritdsos sorba helyezziik, vagy minden esetben minimumkeresést alka-

Imazunk.

Az algoritmus:

1. Az s startesucs sulyét O-ra éllitjuk eltdroljuk

2. A kovetkezo l1épéseket addig ismételjiik, mig a konténeriink iires nem lesz
3. Kivessziik a sor legjobb (u) elemét, és "kész”-re allitjuk
4

. Ha egy gyerekesics (v) nem kész, és a jelenleg hozzdvezeté it silya kisebb, mint az eddigi, akkor: a

szll6jét u-ra allitjuk (w[v] = u), és a silyat frissitjik (d[v] = d[u] + d(u,v)).
5. A t6bbi cstcsot kihagyjuk.

Bellman-Ford algoritmus
Egy G élsilyozott (akdr negativ) irdnyitott graf s startcsicsabdl keres minden élhez minimaélis koltségi
utakat, illetve felismeri, ha negativ koltségli kor van a grafban. A d és m tomboket az el6zéekhez hasonldéan

kezeljiik.

Az algoritmus:

1. A startcstcs sulyat allitsuk be O-ra.

2. n—1 iterdciéban menjiink végig az 6sszes csicson, és minden csticsot (1) vessiink dssze minden csicesal
(v). Ha olesébb utat taldltunk akkor v-be felillirjuk a sdlyat (d[v] = du] + d(u,v)), és a sziilgjét
(mv] = ).

3. Ha az n-edik iterdciéban is tortént modositas, negativ kor van a grafban

1.4 Minimalis koltségii feszit6fa keresése

A minimalis koltségii feszit6fa vagy minimadlis feszitofa egy Osszefiiggsd, irdanyitatlan grafban taldlhatéd legkisebb
élsulyu feszitéfa. A feszit6fa egy olyan fa, ami a graf Osszes csicsat tartalmazza és élei az eredeti graf élei koziil
valék. A minimélis feszit6fa nem feltétleniil egyértelmii, de annak silya igen. Egy graf tetszdleges minimalis

feszitofajanak keresésére hasznalhaté Kruskal és Prim algoritmusa. Mindkét algoritmus mohd stratégidt hasznél.
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Kruskal algoritmus
Az éleket silyuk szerint novekv6 sorrendbe rendezziik, és sorra megvizsgaljuk, hogy melyeket vehetjiik be
a megolddsba. Kezdetben a graf minden csicsa egy-egy halmazt alkot. Egy vizsgalt él akkor keriil be
a megoldasba, ha a két végpontja két kiillonb6z6 halmazban van, mert ebbdl tudjuk, hogy a vizsgalt él
hozzdadéasaval nem keletkezik kor a grafban. Ekkor a két halmazt egyesitjik. Az algoritmus végére egyetlen

halmaz fog maradni.

Az algoritmus:

1. Viélasszuk ki a legkisebb silyu élt.
2. Amennyiben az él a részgrafhoz valé hozzdadasa kort alkot, dobjuk azt el, kiilonben adjuk hozza.
3. Addig ismételjiik a fenti 1épéseket, amig van meg nem vizsgalt él.
Alkalmazésai:
1. A Kruskal algoritmus annak a tételnek az egyszer(i bizonyitasdra késziilt, hogy a minimalis koltségli
feszitéfa egyértelmii, ha a grafban nincs két azonos sulyu éL
2. Véletlen labirintust lehet vele generalni. Ebben az esetben a feldolgozandé graf minden élének stlya

megegyezik, ezért nem kell az éleit rendezni.

Prim algoritmus
A Prim algoritmus egy irdnyitatlan élsilyozott (akdr negativ) graf s startcsicsabdl keres minimdlis koltségii
feszitofat. A d és m tomboket az el6zoekhez hasonléan kezeljitkk. Az algoritmus egy prioritdsos sorba helyezi

a csucsokat.

Az algoritmus:

1. A startcesices sulyat dllitsuk be 0-ra.
A csticsokat behelyezziik a prioritasos sorba.
A kovetkezo6 1épéseket addig végezziik, mig a prioritasos sor ki nem tiriil.

Kivesziink egy csticsot (u) a sorbdl.

A I

Minden gyerekére (v), amely még a sorban van és a nyilvantartott v-be vezet6 él stilya nagyobb, mint
a most megtaldlt: A v sziilgjét u-ra valtoztatjuk, a nyilvantartott silyt felilirjuk d[v] = d(u,v). Majd

felilirjuk a v dllapotat a prioritdsos sorban.
6. Azokkal a gyerekekkel, melyek nincsenek a sorban, vagy a silyukon nem tudunk javitani, nem valtoztatunk.
MASKEPP
Miikodési elve, hogy cstuicsonként haladva épiti fel a fat, egy tetszbleges csicsbdl kiindulva és minden egyes
lépésben a lehetd legolcsébb élt keresi meg egy kovetkez6 csucshoz.

Az algoritmus:

1. Valasszuk ki a graf egy tetszéleges cstcsdt, legyen ez egy egycsicsu fa.

2. Ameddig van az eredeti grafnak olyan csicsa, amelyik nincs benne a faban, addig ismételjiik az alabbi

lépéseket.
3. Vélasszuk ki a fa csiicsai és a graf tobbi csicsa kozott futé élek koziil a legkisebb stlyt.

4. A kivélasztott él nem fabeli csicsat tegylik at a faba az éllel egyiitt.

Alkalmazés: Ezt is lehet véletlen labirintus generaldsdra hasznalni.
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1.5 Mélységi bejaras
G irdnyitott (nem feltétlentil 6sszefiiggld) graf mélységi bejarasaval egy mélységi fat (erd6t) kapunk. Az algoritmus

a kovetkezo:
o Az élsilyok nem jatszanak szerepet

e Nincs startestcs, a graf minden csicséra elinditjuk az algoritmust. (Természetesen ekkor, ha mér olyan

cstcsot valasztunk, amin mér voltunk, az algoritmus nem indul el.)

e A csuicsokat mohén valasztjuk, azaz minden cstcs gyerekei koziil az els6t vélasztva haladunk el6re, amig csak

lehet. (Olyan csicsot taldlunk, amelynek nincs gyereke, vagy minden gyerekén jartunk mér.)
e Ha mar nem lehet elére haladni visszaléptink.

e Minden cstcshoz hozzarendeliink két értéket. Az egyik a mélységi sorszam, mely azt jeloli, hogy hanyadiknak

értiik el. A maésik a befejezési szam, mely azt jelzi, hogy hanyadiknak 1éptiink vissza bel6le.
A graf éleit a mélységi bejaras kdzben osztdlyozhatjuk. (Inicializdldskor minden értéket O-ra &llitottunk)
o Faél: A kovetkezd cstics mélységi szama 0

e Visszaél: A kovetkezd csics mélységi szdma nagyobb, mint 0, és befejezési szdma 0 (Tehdt az aktudlis Ut egy

el6z6 csucsdra kanyarodunk vissza)

o Keresztél: A kovetkezd csics mélységi szédma nagyobb, mint 0, és befejezési szdma is nagyobb, mint 0,
tovabba az aktudlis cstics mélységi szdma nagyobb, mint a kévetkezd csics mélységi szama. (Ekkor egy az

aktudlis csticsot megeléz6 cstcsbol induld, mar megtaldlt itba mutaté éllel van dolgunk)

e Eloreél: A kovetkezd csiucs mélységi szama nagyobb, mint 0, és befejezési szdma is nagyobb, mint 0, tovabba
az aktudlis csics mélységi szdma kisebb, mint a kovetkezd csics mélységi szdma. (Ekkor egy az aktuélis

csticsbdl induld, mar megtaldlt itba mutaté éllel van dolgunk)
A mélységi bejardst épitéelemként hasznilé algoritmusok
1. Graf sszefiiggé komponensének keresése
2. Topolégiai rendezés
3. 2- (él vagy cstics) kapcesolt elemek keresése
4. 3- (él vagy cstics) kapcesolt elemek megkeresése
5. Szeparal6 élek megkeresése egy grafban
6. Graf erOsen Osszefiiggé komponenseinek keresése
7. Rejtvények megoldasa csak egy megoldassal, példaul labirintusokkal

8. A labirintus létrehozésa véletlenszeriien elvégzett mélység-elézetes keresést hasznalhat

1.6 DAG Topologikus rendezése

Alapfogalmak

e Topologikus rendezés:
Egy G(V, E) graf topologikus rendezése a cstcsok olyan sorrendje, melyben V(u — v) € E élre u el6bb

van a sorrendben , mint v
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e DAG - Directed Acyclic Graph:
Irdnyitott kormentes graf.
Legtobbszor munkafolyamatok irdnyitasara illetve fiiggdségek analizaldsara hasznaljdk.
Tulajdonsagok:
— Ha G grafra a mélységi bejards visszaélt taldl (Azaz kort taldlt) = G nem DAG
— Ha G nem DAG (van benne kor) = Bérmely mélységi bejards taldl visszaélt

— Ha G-nek van topologikus rendezése =— G DAG

Minden DAG topologikusan rendezheto.

DAG topologikus rendezése
Egy G graf mélységi bejdrasa soran tegyiik verembe azokat a csuicsokat, melyekbdl visszaléptiink. Az algo-

ritmus utdn a verem tartalmat kiirva megkapjuk a graf egy topologikus rendezését.

1.7 Legrovidebb utak minden csicsparra: Floyd-Warshall algoritmus

A csticsok tavolsdgat egy d, a sziileiket egy m méatrixba irjuk, melyeket az el6bbiekhez hasonléan oo és 0 értékekkel
inicializdlunk. A végeredmény az lesz, hogy d[i,j] az i indexfi csicsbdl a j indexii csiicsba vezetd optimédlis 1t
hossza, vagy oo, ha nincs it i-bél j-be. [, j] pedig az algoritmus 4ltal kiszdmolt, az i index{i csicsbdl a j indexii
csticsba vezetd optimadlis tton a j csics kozvetlen megelézdje, ha i # j és 1étezik it i-bél j-be, kiilonben 7[i, j] = 0.
Az algoritmus leirasa:

Vegyiink egy G grafot, V cstcsokkal 1-t6]1 N-ig szdmozva. Tovabbd egy fiiggvényt az in. legrovidebbUtvonal(i,j,k),
amely visszatér a legrovidebb utvonallal i és j kozott adott csicsok hasznalataval: 1,2, ..., k kozbensd pontként a
csucsok mentén. Figyelembe véve az adott fliggvényt, a céliink az, hogy megtalaljuk a legrévidebb utat minden
i-t6l j-ig bérmelyik cstics hasznélatdval 1,2;..., N. A cstcspdarok mindegyikénél a legrovidebbUtvonal(i,j,k)
lehet akar
(1) egy utvonal, amely nem megy &t k-n (amely csak az adott csicsokat hasznalja: 1,....,k — 1)

VAGY
(2) egy ttvonal, amely végig megy k-n (i-t6l k-ig és aztdn k-tdl j-ig, mindkét esetben az adott kozbensd csiicsokat
haszndlva: 1,....,k —1).

Tudjuk, hogy a legjobb tutvonal i-t0l j-ig az, amely csak azon csticsokat hasznélja, amik 1-en keresztiil k£ — 1-ig
vannak meghatdrozva a legrovidebbUtvonal(i,j,k-1) éltal, és egyértelm(i, hogy ha jobb ttvonal lenne i-tél k-ig,
majd onnan j-ig, akkor ezen titvonalaknak a hossza lenne a legrévidebb tit lancolata az i-t6l a k-ig (csak a kézbensé
cstcsok haszndlatdval 1, ...,k — 1) és a legrovidebb a k-t6l j-ig (csak a kozbensd csticsok hasznélatdval 1, ...,k — 1).

Ha w(i,7) az él silya az adott i és j csicsok kozott, akkor meghatdrozhatjuk a legrovidebbUtvonal(i,j,k)
fiiggvényt a kovetkezd rekurziv képlet szerint: legrovidebbUtvonal(i,j,0) = w(i, j) rekurziv eset:
legrovidebbUtvonal(i,j,k) =
min(legrovidebbUtvonal(i,j,k-1), legrovidebbUtvonal(i,k,k-1) + legrovidebbUtvonal(k,j,k-1)).

Ez a képlet a Floyd-Warshall algoritmus szive. Az algoritmus futdsa sordn elGszor kiszamolja a
legrovidebbUtvonal(i,j,k) alapjan az (i, j) parokat a k = 1, majd k = 2 és igy tovébb esetekre. Ez a folyamat
addig folytatodik, amig végill k = N teljesiil és az N-edik iteracié is lefut, és megtaldltuk a legrévidebb utat

mindegyik (7, j) paros szdmdra barmilyen kézbensé cstics hasznélatdval.

1.8 Graf tranzitiv lezartja
Els6 definicié: A G = (V, E) graf tranzitiv lezartja alatt a V. x V 2 T reldciét értjiik, ahol (u, v) € T, ha G-ben

az u csucsbdl elérhetd a v csucs.

Maésodik definicié: Egy G = (V, E) irdnyitott graf tranzitiv lezartja az a G’ = (V, E') graf, amelyben u-bdl v-be

pontosan akkor vezet él, ha u-bdl vezet iranyitott Ut v-be az eredeti G gréfban.
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Minden irdnyitott kormentes grafhoz (DAG) megfeleltethetd a csiicsai egy részbenrendezése, amelyben u < v
pontosan akkor all fenn, ha a grafban létezik u-bodl v-be mend irdanyitott ut. Ugyanakkor egy ilyen részbenrendezést
sok kiilonb6z6 iranyitott kormentes graf is reprezentalhat. Ezek koziil a legkevesebb élt a tranzitiv redukalt, a
legtobbet a tranzitiv lezart tartalmazza.

Egy graf tranzitfv lezdrtja kénnyen kiszamithaté pl. a Floyd-Warshall-algoritmussal O(n?) idben, illetve n
szélességi kereséssel O(n(n+m)) idében. Ugyanakkor vannak lényegesen hatékonyabb mddszerek is, amelyek a
gyakorlatban majdnem linearis idében futnak.

Egy ilyen mddszer az erésen Osszefiiggd komponensek meghatarozasan, valamint a komponensek gréafjanak

topologikus rendezésén alapul, de Osszetett adatszerkezeteket is alkalmaz.



