ELTE IK - Programtervezo Informatikus BSc
Zardovizsga tételek

12. Formalis nyelvek és automatak

Formalis nyelvek és automatak
Generativ grammatikdk és a Chomsky-féle hierarchia. Grammatikdk normalformai. Regularis kifejezések.
Véges automata. Veremautomata. Nyelvosztalyok zartsagi tulajdonsagai. A regularis és a kornyezetfiiggetlen

nyelvosztalyok algoritmikus problémai.

1 Formadlis nyelvtanok és a Chomsky-féle hierarchia

1.1 Alapfogalmak
Abécé, sz6
Szimbdlumok véges nemiires halmazat dbécének nevezzik.

Egy V 4dbécé elemeibdl képzett véges sorozatokat V feletti szavaknak vagy sztringeknek nevezzik. A 0

hossztsagu sorozatot iires szénak nevezziik és e-nal jeloljik.
AV 4bécé feletti szavak halmazat (beleértve az iires szdt is) V*-gal, a nemiires szavak halmazat V*-szal
jeloljiik.
Konkatenacié
Az x = wv sz6t az u,v € V szavak konkatendciéjanak nevezziik.
A konkatendcié asszociativ, de (éltaldban) nem kommutativ.

V* zart a konkatendciéra. Azaz:
u,v €V = uv e V*
Tovéabba € egységelemnek tekintheté V*-gal és a konkatenaciéval. Azaz:

ueV* =ueeV* éseueV”

Egyéb definicidk
e u,v € V. Az u sz6t a v részszavanak nevezziik, ha v = zuy, (z,y € V) teljesiil. Ha még zy # ¢, akkor
u valédi részszé.
e v=zxuy (x,y,u,v € V). Ekkor:
— Ha z = ¢, akkor u-t a v sz6 prefixének nevezziik

— Ha y = ¢, akkor u-t a v sz6 szufixének nevezziik

e Egy u € V sz76 tiikorképe alatt a szimbélumai forditott sorrendben valé felirdsat értjiik. (Jele: u=1)



PTI BSc Zdrovizsga tételek 12. Formalis nyelvek és automatak

1.2 Formalis nyelvtanok

Nyelv
Ha L C V*, akkor L-et V feletti nyelvnek tekintjiik.
Az iires nyelv (egy sz6t sem tartalmaz) jele: )

L nyelv véges nyelv, ha véges szamu szot tartalmaz, kiilonben végtelen nyelv.

Nyelvekre vonatkozé miiveletek:

e L1 ULy ={u| u€ Ly vagy u € Lo} : az Ly és Ly nyelv unidja

e L1NLy={u|u€ Ly ésu€ Ly} : az Ly és Ly nyelv metszete

o [ —Lo={u|u€ Ly ésué¢ Ly} : az L1 és Ly nyelv kiilonbsége
e L=V*—L:azLCV* komplementere

o L1Ls ={ujus| uy € Ly,us € Lo} : az Ly és Ly nyelv konkatendcidja
Minden nyelvre fennall: )L = L) = () illetve {e}L = L{e} =L

e L': az L nyelv i-edik (i > 1) iteraciéja (a konkatenaciéra nézve), és L° = {e}

e L* = |J L' : az L nyelv iterativ lezartja
i>1

Az unié, konkatendci6 és iteracié lezarasa miiveleteket regularis miivelteknek nevezzik.
Grammatika

Nyelvek sokféle médon eléallithaték. A produkciés rendszerekkel vald elallitds egyik médja a nyelvek

generalasa grammatikaval.

A G generativ grammatikdn egy (N, T, P, S) négyest értiink, ahol:
e N és T diszjunkt dbécék, a nemtermindlis (V) és termindlis (7') szimbdlumok dbécéi.
e S € N a kezddszimbdlum.

e P az (x,y) rendezett pdrok halmaza, ahol z,y € (NUT)* és x legaldbb egy nemtermindlis szimbdélumot
tartalmaz.

A P halmaz elemeit atirdsi szabdlyoknak nevezziik.
Az (x,y) jelolés helyett az x — y jelolést alkalmazzuk. (Ha —¢ (NUT) )

Levezetés
G = (N,T,P,S), és u,v € (NUT)*. A v sz6 kozveleniil (egy 1épésben) levezethetd u szébdl G-ben, ha

U =u1Tug, v=uiyug ésx >y € P (uj,us € (NUT)")

Ezt u =¢ v jeloljiik.

Azt mondjuk, hogy a v 826 k (> 1) 1épésben levezethetd az u sz6bdl G-ben, ha

Fup, oy tprr € (NUT) 1w =1u1,v = Uy 68 u; =>g uip1 (1 <i<k)

A v sz6 levezethet6 az u sz6bdl G-ben, ha v = v vagy Jk > 1 szam, hogy v k 1épésben levezethetd u-bol.
Masképp: A v sz6 levezethetd az u sz6bdl G-ben (jele: v =¢ v), ha u = v vagy 3z € (N UT)* szd, hogy
U= 26 z2=qv

Generalt nyelv
L(G) a G = (N,T,P,S) grammatika altal generalt nyelv, ha:

L(G) ={w| S = w,weT"}
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1.3 Chomsky-féle hierarchia
G = (N, T, P,S) generativ grammatika i-tipusi (¢ = 0, 1,2, 3), ha P szabdlyhalmazara a kovetkezék teljesiilnek:

Mondatszerkezetii grammatika (i=0)

Nincs korlatozas

Kornyezetfiigg6 grammatika (i=1)
P minden szabélya uj Aug — ujvug alakid, ahol, A € N és v # ¢, (u1,u2,v € (NUT)*). Kivéve az S — ¢
szabalyt (ha létezik). Ekkor S nem fordul el egyetlen szabdly jobboldaldn sem.

Kornyezetfiiggetlen grammatika (i=2)
P minden szabélya A — v alaki, ahol, A € N,v € (NUT)*.

Reguldris grammatika (i=3)
P minden szabalya A — vB vagy A — v alakd, ahol, A, B € N,v € T*.

L nyelv i-tipust, ha i-tipusi grammatikaval generalhat6. Az i-tipust nyelvek osztalyat £, jeloljiik.

Az i-tipust nyelvosztélyok a kovetkezd tulajdonsidgokkal rendelkeznek:
[ £3C£2C£1C£0

e Az L; (1 =0,1,2,3) nyelvosztilyok mindegyike zart a reguldris mfiveletekre.

2 Automatak

Formalis nyelvek megadasa nemcsak generativ, hanem felismer6 eszkozokkel is lehetséges, azaz olyan szamitasi
eszkoz0k segitségével, amelyek szavak feldolgozasara és azonositasara alkalmasak. Ilyen eszk6z példaul az automata,

amely egy sz0, mint input hatdsara kétféleképpen viselkedhet: vagy elfogadja, vagy elutasitja.

2.1 Véges Automata

Definicié
A véges automata egy rendezett 6tos,
A= (Q7T757QO7F)

ahol:

Q - dllapotok véges nemiires halmaza

T - input szimbdlumok dbécéje

0:Q xT — Q - allapot-atementi fliggvény

qo € @ - kezddallapot

F C Q@ - elfogadé allapotok halmaza

Miikodés:
A véges automata diszkrét idGintervallumokban végrehajtott 1épések sorozata dltal miikodik. Minden egyes
1épés soran az automata elolvassa a kovetkezo input szimboélumot és atmegy egy olyan allapotba, amelyet az

allapotdtmeneti fliggvény meghatdroz (az aktudlis dllapot és input szimbdlum alapjan).

Kezdetben az A véges automata a gg kezdéallapotban van és az olvaséfej az input szalagon levé u € T™* sz6
els6 betlijét dolgozza fel. Ezutdn a véges automata 1épések sorozatat végrehajtva elolvassa az input w szot;

betiirél bettire haladva olvas és 1j allapotba keriil.

Miutén az u input sz6 utolsd betiijét is elolvasta a véges automata, vagy q € F|, azaz elfogadé allapotba kertil,
és akkor az u szot az automata elfogadja, vagy az 1j allapot nem lesz eleme F-nek, és ekkor az automata a

sz6t nem fogadja el.
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VDA - Véges determinisztikus automata
A b fiiggvény egyértékii, ezért minden egyes (g, a) parra, ahol (q,a) € Q x T egyetlen olyan s allapot 1étezik,

amelyre 0(q,a) = s teljesiil. Ezért ezt a véges automatédt determinisztikusnak nevezziik.

VNDA - Véges nemdeterminisztikus automata
Ha t6bbértéki allapot-atmeneti fiiggvényt is megengediink, azaz ¢ : Q x T — 29, akkor nemdeterminisztikus
véges automatardl beszéliink. (Ebben az esetben aktudlis dllapotnak egy dllapothalmaz valamely elemét,

mintsem egyetlen allapotot tekinthetiink.)

Ez azt jelenti, hogy a kezdeti allapot helyettesitheté egy Qo C @ kezdballapot halmazzal. (Es az is

el6fordulhat, hogy egy a input szimbdlum esetén §(q, a) iires az aktudlis dllapotok mindegyikére.)

Tulajdonsagok
Az dllapot-atmeneteket

qa —p

alaku szabdlyok formdjiban is frhatjuk p € §(g, a) esetén. Jeloljik Ms-val az A = (Q,T, 0, Qo, F') nemdeter-

minisztikus véges automata ¢ allapot-atmenet fiiggvénye dltal az el6bbi médon szarmazd szabalyok halmazat.

Ha minden egyes (g, a) parra egyetlen ga — p szabdly van Ms-ban, akkor a véges automata determinisztikus,

egyébként nemdeterminisztikus.

o Kozvetlen redukcio:
Legyen A = (Q, T, 6, qo, F) egy véges automata és legyenek u,v € QT™* szavak. Azt mondjuk, hogy az A
automata az u szét a v széra redukélja egy 1épésben/kozvetleniil. Ha van olyan ga — p szabdly Ms-ban,
és van olyan w € T* szd, amelyre u = qaw és v = pw teljesiil.

o Redukcié:
Az A = (Q,T,90,q0, F) véges automata az u € QT szét a v € QT™* széra redukilja (v =% v), ha
u=v, vagy Jz € QT™, amelyre u =% 2z és z =4 v teljestil.

e Az automata &ltal elfogadott nyelv:

Az A=(Q,T,6,qo, F) véges automata altal elfogadott/felismert nyelv alatt az
LA ={ueT| qoqu="p, q€QoéspeF}

szavak halmazdt értjiik. (Az iires sz6, akkor és csak akkor van benne az automata éltal elfogadott L(A)
nyelvben, ha Qo N F # ().

o Tétel:
Minden A nemdeterminisztikus véges automatdhoz meg tudunk adni egy 3-tipusi G grammatikat gy,
hogy L(G) = L(A) teljesiil.

o Tétel:
Minden 3-tipusi G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges automatat tgy, hogy L(A) = L(G)

teljesiil.

Ezek utdn fenall a kérdés: Létezik-e olyan reguldris nyelv, amely VNDA-val felismerheté, de nem
ismerhetd fel VDA-val?
Viélasz: Nincs.

o Tétel:
Minden A = (Q, T, 0, Qo, F) VNDA-hoz meg tudunk konstrudlni egy A’ = (Q',T,4', ¢, F') VDA-t tgy,
hogy L(A) = L(A’) teljesiil.



PTI BSc Zdrovizsga tételek 12. Formalis nyelvek és automatak

2.2 Veremautomata
Definicié
A veremautomata egy rendezett hetes

A= (ZanTa(SVZOv(J(%F)

ahol

e 7 - a veremszimbdlumok véges halmaza,
e Q - az allapotok véges halmaza,
e T - az inputszimbdlumok véges halmaza,

§:ZxQx (TU{e}) — 277%9 _ §tmeneti fiiggvény

zo € Z - a kezdeti veremszimbd6lum,

qo € @Q - a kezdeti allapot,

e ' C (Q - az elfogadé allapotok halmaza

A veremautomata konfigurdcidja alatt egy uq alaku szét értiink, ahol u € Z* a verem aktudlis tartalma és
q € @ az aktudlis allapot.

A kezdeti konfiguréicié zgqo.

Miikodés:

Tegyiik fel, hogy az A veremautomata olvaséfeje az a inputszimbdlumon &ll, a veremautomata ¢ allapotban
van, valamint a verem tetején levd szimbSlum z. Legyen 6(z,q,a) = (u1,71), ..., (tn, ), ahol u; € Z* és
ri € Q,1 < i <n. Ekkor A kévetkezo allapota valamely r; lesz és egyidejiileg z-t helyettesiti az wu; széval,
tovabbd az olvaséfej egy cellaval jobbra lép az input szalagon.

Ha 6(z,q,€) nem iires, akkor tn. e-dtmenet hajthaté végre.

Ha az input szalag a w € T™* szdt tartalmazza és a zpqp kezdeti konfiguraciébél kiindulva a 1épések sorozatat
végrehajtva az A veremautomata egy up konfigurdciéba ér, ahol p elfogadé allapot, akkor azt mondjuk, hogy

A elfogadta a w sz0.
Tulajdonsagok

o Kozvetlen redukcié:
a, B e ZrQT

Az A veremautomata az « szét a 8 széra redukélja egy 1épésben (o =>4 ), ha:
zeZ pqge@, aceTU{e}, nuezZ*ésweT"

hogy:
(u,p) € 0(z,q,a) és a = rzqaw és B = rupw

e Redukcié:
Az A veremautomata az a szét a 3 széra redukdlja (¢ =% B), ha vagy o = 8, vagy 371, ..., v € Z*QT*
szavakbdl all6 véges sorozat, hogy oo = 71, 5 ="n, 6és
Yi=a%i+1 (=1,..,n-1)

e A veremautomata &dltal elfogadott nyelv:

Az A veremautomata altal (elfogadé allapottal) elfogadott nyelv:

L(A) = {w € T"| zpqow =7 up, aholu € Z*,p € F}
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e Determinizmus:
A 0 leképezést szabalyok formdjdban is megadhatjuk. Az igy nyert szabalyhalmazt Mgs-val jeldljik.
Tehat

1. zqa — up € Ms ha (u,p) € §(z,q,a)
2. zq — up € Ms ha (u,p) € §(z,q,¢€)

Az A= (Z,Q,T,96, 20, qo, F) veremautomatdt determinisztikusnak mondjuk, ha minden (z,q) € Z x Q

par esetén:
1. Va €T :|6(z,q,a) =1¢és 8(z,q,6) =0
vagy
2. |(2,¢,6)| =1ésVaeT:0(z,q,a) =10

e Ures veremmel elfogadott nyelv:

Az N(A) nyelvet az A veremautomata iires veremmel fogadja el, ha
N(A) ={w € T*| zogow =7 p, ahol p € Q}

o Tétel:
Barmely G kornyezetfiiggetlen grammatikahoz meg tudunk adni egy olyan A veremautomatdt, amelyre
L(A) = L(G) teljesiil.

o Tétel:
Minden A veremautomatahoz meg tudunk adni egy kornyezetfiiggetlen G grammatikat gy, hogy
L(G) = N(A) teljestil.

3 Regularis nyelvek tulajdonsagai és alkalmazasai

3.1 3-tipust grammatikak normalformaja

Minden 3-tipusi, azaz reguléris nyelv generdlhaté egy olyan grammatikdval, amelynek szabdlyai:
e X —»aY,ahol X, Y € NésaecT

e X ¢, ,ahol X e N

3.2 Regularis kifejzések
Motivacio
Ismeretes, hogy minden véges nyelv regularis. Tudjuk tovdbbd, hogy az L3 nyelvosztély (a reguléris nyelvek

osztdlya) zdrt az unié, a konkatendcié és az iterdcié lezdrtja miiveletekre nézve.

Kovetkezésképpen, kiindulva véges szamu véges nyelvbol és az elozéekben felsorolt, in. regularis miiveleteket

véges sokszor alkalmazva reguldris nyelvet kapunk.
Kérdés az, hogy vajon ezzel az eljardssal minden regularis nyelvet el tudunk-e allitani, azaz, ez a mddszer

elégséges-e az L3 nyelvosztaly leirdsara?

Definicié
Legyenek V és V' = {g,, 4+, %, (, )} diszjunkt dbécék. A V &bécé feletti reguldris kifejezéseket rekurziv médon
a kovetkezdképpen definialjuk:
1. e reguldris kifejezés V felett.
2. Minden a € V regularis kifejezés V felett.

3. Ha R reguldris kifejezés V felett, akkor (R)* is reguldris kifejezés V felett. [iterativ lezdrds]
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4. Ha @ és R reguldris kifejezések V felett, akkor (Q) - (R) [konkatendcid] és (@) + (R) [unid] is reguldris
kifejezés V felett.

Megjegyzés: Minden reguldris kifejezés jelol (meghatdroz) valamely reguldris nyelvet. (Pl.: e a {e} nyelvet,
a+baz{a}U{b} = {a,b} ésa-b az{a}{b} = {ab} nyelvet.) A reguldris kifejezés a szintazis, az, hogy
hogyan értelmezzik, a szemantika.

Axiémak

P, Q, R regularis kifejezések. Ekkor fenndllnak a kovetkezo tulajdonsagok:

e Asszociativités:
P+(Q@+R)=(P+Q)+R

P-(Q-R)=(P-Q)-R

o Kommutativitas:

P+Q=Q+P
e Disztributivitas:
P.(Q+R)=P-Q+P-R
(P+Q)-R=P-R+Q"R
o Egységelem:
e-P=P-¢c=P
P =e¢+P-P*
P*=(e+P)"

A fenti axiémék azonban még énmagukban nem elegenddek az osszes reguléris kifejezés eldallitdsara (helyettesités

segitségével). Sziikség van még az aldbbi inferencia szabdlyra:

P=R+P-Q A ¢¢Q = P=R-Q

Vegyiik még hozzé az () szimbdlumot a reguldris kifejezések halmazdhoz, amely az {ires nyelvet jeloli. (Ebben
az esetben nincs sziikséglink az € szimbdlumra, mivel (* = {c}). fgy, a definiciéban helyettesithetjiik az ¢
szimbdlumot az () szimbélummal. Ekkor helyettesitjiik e-t a megel6z8 axiéma rendszerben (0)*-gal és még
egy tovabbi axiémat tekintiink:

0-P=P-0=0

A fenti szabdlyok elégségesek ahhoz, hogy levezessiink minden érvényes egyenldséget reguléris kifejezések

kozott.

Regularis kifejezések és regularis nyelvek
Minden reguldris kifejezés egy reguldris (3-tipusii) nyelvet jelol, és megforditva, minden reguldris nyelvhez
megadhaté egy, ezen nyelvet jelold reguldris kifejezés.

(Ezzel vélaszt adtunk a motivdciéban feltett kérdésre.)

3.3 Linearis grammatikak és nyelvek
Definicié
Egy G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen grammatikat linedrisnak neveziink, ha minden szabdlya:
1. A»u, AeNueT*
2. A—uBuy, A,B€ N,uj,us €T*
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Tovabba G-t bal-linearisnak, illetve jobb-linedrisnak mondjuk, ha u; = ¢, illetve us = € minden 2. alaku

szabélyra.
Egy L nyelvet linearisnak, bal-linearisnak, illetve jobb-linedrisnak mondunk, ha van olyan G linearis, bal-
linedris, illetve jobb-linedris grammatika, amelyre L = L(G) teljesiil.
Linearis és regularis grammatikak, nyelvek
A jobb-linedris grammatikdk azonosak a reguldris grammatikdkkal (3-t{pustiak).

Tétel:

Minden bal-linedris grammatika reguléris (3-tipusi) nyelvet general.

4 Kornyezetfiiggetlen nyelvek tulajdonsagai és elemzésiik

4.1 Kornyezetfiiggetlen grammatikak normalformai

Kornyezetfiiggetlen grammatikak normélformai olyan grammatikai transzformacioval eléallitott grammatikak, melyek:
e bizonyos szintaktikai feltételeknek/tulajdonsidgoknak tesznek eleget
¢ (4ltalaban) valamilyen szempontbdl egyszer(ibbek, mint az eredeti grammatikdk
e ugyanazt a nyelvet generaljdk (igy ugyanazon tipusba tartoznak)

Tétel:

Minden G = (N, T, P,S) kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrudlni egy vele ekvivalens G’ =
(N, T, P',S") kornyezetfiiggetlen grammatikat gy, hogy: G’ minden szabdlydnak jobboldala nemiires sz6 [kivéve
azt az esetet, mikor ¢ € L(G), ekkor S’ — ¢ az egyetlen szabdly, melynek jobboldala az iires sz6 és ekkor S’ nem

fordul el6 G’ egyetlen szabdlydnak jobboldaldn sem.]

e-mentes grammatika

A G grammatika e-mentes, ha egyetlen szabédlyanak jobboldala sem az iires sz6.

Tétel:
Minden kornyezetfiiggetlen G grammatikdhoz meg tudunk konstrudlni egy G’ e-mentes kornyezetfiiggetlen
grammatikdt, amelyre L(G’) = L(G) — {e} teljesiil.

Chomsky normalforma
A G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen grammatikat Chomsky-normalformdjinak mondjuk, ha minden egyes

szabdlya:
e X »a,ahol X € NyaeT
e X -YZ ahol XY, Z € N
Tétel:

Minden e-mentes G = (N, T, P,S) kornyezetfiiggetlen grammatikdhoz meg tudunk konstrudlni egy vele

ekvivalens G’ = (N’, T, P’, S) Chomsky-normélformaji kérnyezetfiiggetlen grammatikat.

Tétel (az el6z6 kovetkezménye):
Minden G kornyezetfiiggetlen grammatika esetében eldonthetd, hogy egy u sz6 benne van-e G grammatika

altal generdlt nyelvben.
Redukalt grammatika

e A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisdt inaktivnak/nem aktivnak nevezziik, ha nem

vezetheto le beldle termindlis szo.

e A kornyezetfiiggetlen grammatika egy nemtermindlisat nem elérhetének nevezziik, ha nem fordul el

egyetlen olyan szoban sem, amely a kezd6szimbdélumbdl levezethetd.
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e Egy nemtermindlist nem hasznosnak mondunk, ha vagy inaktiv, és/vagy nem elérhetd.

e Az, hogy egy A nemtermindlis elérheté-e vagy aktiv-e, az eldonthetd.

e Egy kornyezetfliggetlen grammatika redukalt, ha minden nemtermindlisa aktiv és elérhetd.
Tétel:

Minden kornyezetfiiggetlen grammatikahoz meg tudunk konstrualni egy vele ekvivalens redukalt kornyezetfiiggetlen

grammatikat.

4.2 Levezetési fa

A kornyezetfiiggetlen grammatikdk levezetéseit fakkal is jellemezhetjiik. A levezetési fa egy szd eldéllitdsanak

lehetOségeirol ad informécidkat. A levezetési fa egy irdanyitott graf, amely specidlis tulajdonsigoknak tesz eleget:
o A gydkér cimkéje: S
e A t6bbi cstics cimkéje (N UT) valamely eleme

A levezetési fa nem minden esetben adja meg a levezetés sordn alkalmazott szabalyok sorrendjét. Két levezetés
lényegében azonos, ha csak a szabéalyok alkalmazasanak sorrendjében kiilonbozik.

Egy kornyezetfiiggetlen grammatika minden levezetési fija egy egyértelmii (egyetlen) legbaloldalibb levezetést
hataroz meg. A legbaloldalibb levezetés soran minden levezetési lépésben a legbaloldalibb nemtermindlist kell

helyettesiteniink.

Tétel:

Minden kornyezetfiiggetlen grammatikardl eldonthetd, hogy az altala generalt nyelv az iires nyelv-e vagy sem.

4.3 Bar-Hillel Lemma

Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez meg tudunk adni két p és q természetes szamot gy, hogy minden olyan sz6
L-ben, amely hosszabb, mint p

UTWYZ

alaki, ahol |zwy| < g, xy # € , és minden

uz'wy'v

sz6 is benne van az L nyelvben minden i > 0 egész szdmra (u, z,w,y,v € T™).

Tétel:

Eldonthetd, hogy egy kornyezetfiiggetlen grammatika végtelen nyelvet generdl-e vagy sem.



