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Zardovizsga tételek

13. Szamitaselmélet

Szamitaselmélet

A Turing gép és a Church-Turing tézis. Turing gépek varidnsok: tobbszalagos, nemdeterminisztikus, szdmold,
offline. Rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek. Eldonthetetlen problémak. 1dé- és tarbonyolultsagi osztalyok:
P, NP, PSPACE. NP-teljes problémak.

1 Kiszamithatésag

1.0.1 Algoritmusmodellek
e Godel: rekurziv fiiggvények (primitiv rekurziv fliggvények 1931-ben, majd dltaldnosabb 1934-ben)
e Church: A-kalkulus, A-definidlhaté fiiggvények: ekvivalensek a rekurziv fliggvényekkel (bizonyitott)

e Turing: Turing-gép (1936), a A-definidlhaté és a Turing-géppel kiszamithaté fiiggvények megegyeznek (bi-
zonyitott)

Church-Turing tézis: A kiszamithatdésiag kiilonb6z6 matematikai modelljei mind az effektiven kiszamithaté

figgvények osztalyat definialjak.

1.0.2 Fogalmak

Kiszamitasi problémanak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfogalmazott kérdést, amire egy algo-
ritmussal szeretnénk megadni a vélaszt. A gyakorlati élet szinte minden probléméajahoz rendelhet, megfeleld

absztrakciét haszndlva, egy kiszamitasi probléma.
Egy problémat a hozzé tartozé konkrét bementettel egylitt a probléma egy példanyanak nevezziik.

Specialis kiszamitasi probléma az eldontési probléma. Ilyenkor a problémaval kapcsolatos kérdés egy eldontendd

kérdés, tehat a probléma egy példanyara a vélasz ”igen” vagy "nem” lesz.

Egy kiszamitasi probléma reprezentalhaté egy f: A — B fiiggvénnyel. Az A halmaz tartalmazza a probléma
egyes bemeneteit, jellemzoen egy megfelelé abécé feletti szoban elkédolva, mig a B halmaz tartalmazza a be-
menetekre adott valaszokat, szintén valamely alkalmas dbécé feletti szoban elkédolva. Ertelemszerfien, ha eldéntési

problémérdl van szd, akkor az f értékkészlete, vagyis a B egy két elemll halmaz: {igen,nem}, {1,0}, stb.

Kiszamithaté fiiggvény: Egy f : A — B flggvényt kiszdmithatonak neveziink, ha minden x € A elemre az

f(z) € B fiiggvényérték kiszdmithatd valamilyen algoritmikus modellel.
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Megoldhaté, eldénthetd probléma: Egy kiszdmitdsi probléma megoldhats (eldontési probléma esetén azt

mondjuk, hogy eldonthetd), ha az dltala meghatarozott fiiggvény kiszamithato.

Algoritmusok iddigénye: Legyenek f,g : N — N fiiggvények, ahol N a természetes szamok halmaza. Azt
mondjuk, hogy f legfeljebb olyan gyorsan nd, mint g (jelolése: f(n) = O(g(n))), ha ¢ > 0 és ny € N, hogy
f(n) <cxg(n) Vn >ng. Az f(n) = Q(g(n)) jeloli azt, hogy g(n) = O(f(n)) teljesiil és f(n) = O(g(n)) jeldli azt,
hogy f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)) is teljesil.

Példa: 3n® +5n% + 6 = O(n?), n* = O(2") Vk > 0, stb.

Tétel: Minden polinomidlis fliggvény lassabban nd, mint barmely exponencidlis fliggvény, azaz minden p(n) poli-

nomhoz és ¢ > 0-hoz Ing egész szdm, hogy Vn > ng esetén p(n) < 2¢"

Kiszamitasi probléma megfeleltetése eldontési problémanak: Tekintstink egy P kiszamitasi problémat és
legyen f : A — B a P &ltal meghatdrozott fliggvény. Ekkor megadhaté P-hez egy P’ eldontési probléma tgy,
hogy P’ pontosan akkor eldonthetd, ha P kiszdmithatd. Allitsuk parba ugyanis minden a € A elemre az a és
f(a) elemeket, és kédoljuk el az {gy kapott parokat egy-egy széban. Ezek utdn legyen P’ az {gy kapott szavakbdl
képzett formédlis nyelv. Nyilvanvald, hogy ha minden a € A és b € B elemre az (a,b) € P’ tartalmazds eldénthetd
(azaz P’ eldonthetd), akkor P kiszdmithaté és forditva. E megfeleltetés miatt a tovabbiakban jellemz&en eldontési

problémakkal foglalkozunk.

2 Turing-gépek

Hasonléan a véges automatahoz vagy a veremautomatahoz, a Turing-gép is egy véges sok allapottal rendelkezo
eszkoz. A Turing-gép egy két irdnyban végtelen szalagon dolgozik. A szalag celldkra van osztva, tulajdonképpen
ez a gép (korldtlan) memoridja. Kezdetben a szalagon csak a bemend sz van, minden celldn egy bet(i. A szalag
t6bbi celldja egy ugynevezett blank vagy szokoz (U) szimbdélumokkal van feltdltve. Kezdetben a gép tigynevezett
ir6-olvasé feje a bemend sz6 els6 betiijén all és a gép a kezdballapotaban van. A gép az ir6-olvasé fejet tetszblegesen
képes mozgatni a szalagon. Képes tovdbbd a fej pozicidjaban a szalag tartalm&t kiolvasni és atirni. A gépnek van
két kitlintetett dllapota, a ¢; és a g, allapotok. Ha ezekbe az édllapotokba keriil, akkor rendre elfogadja illetve

elutasitja a bemend szét. Formalisan a Turing-gépet a kovetkezé mdédon definidljuk.
A Turing-gép formadlis definicidja: A Turing-gép egy olyan M = (Q, %, T, 4, qo, ¢i, gn) rendszer, ahol:
e () az allapotok véges, nem iires halmaza,

® 40,4, qn € Q, qo a kezdbéllapot, ¢; az elfogadd allapot, ¢, pedig az elutasité allapot,

e 3 és I' abécék, a bemend jelek és a szalagszimbdlumok abécéje gy, hogy ¥ C T' és I' — ¥ tartalmaz egy

specialis L szimbdlumot,
¢ 0:(Q—{qi,qgn}) xT' = Q xT' x {L, R, S} az dtmenetfiiggvény.

Ugy mint a veremautomatik esetében, egy M Turing-gép miikddésének fazisait is konfigurdcidkkal irhatjuk le.

Turing-gép konfiguraciéja: Az M Turing-gép konfiguracidja egy olyan uqv szd, ahol ¢ € Q) és u,v € I v £ ¢.
Ez a konfigurdcié az M azon allapotat tiikrozi amikor a szalag tartalma uv (uv el8tt és utdn a szalagon mar csak
Ll van), a gép a ¢ allapotban van, és az ir6-olvasé fej a v elsé betiijére mutat. M &sszes konfiguracidjanak halmazét

Cp-el jeloljik.
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Turing-gép kezdb6konfiguraciéja: M kezdékonfiguracidja egy olyan goull sz6, ahol u csak X-beli betiiket tar-

talmaz.

Turing-gép konfiguraciéatmenete: M konfiguraciéatmenete egy olyan FC Cps xCyy relécid, amit a kovetkezSképpen
definidlunk. Legyen uqav egy konfiguracié, ahol a € T" és u,v € T'*. A kovetkez6 hdrom esetet kiilonboztetjitk meg:

1. Ha §(q,a) = (r,b,S), akkor ugav - urbv.
2. Ha é(q,a) = (r,b, R), akkor ugav b ubrv’, ahol v = v, ha v # ¢, killénben v’ = L.

3. Ha é(q,a) = (r,b, L), akkor ugav - u'rcbv, ahol u'c = u valamely u’ € T*-ra és ¢ € T'-ra, ha u # ¢, egyébként
pedig v’ =€, ¢ = L.

Azt mondjuk, hogy M véges sok 1épésben eljut a C konfiguraciébdl a C’ konfiguraciéba (jele C F* C’), ha
létezik olyan n > 0 és C1, ...C,, konfigurdcidsorozat, hogy C; = C, C,, = C’ és minden 1 < i < n-re C; - Ciy1.
Ha g € {qi, qn}, akkor azt mondjuk, hogy az uqv konfigurdcié egy megélldsi konfigurdcié. Tovdbbd, ¢ = ¢;

esetében elfogadd, mig ¢ = g, esetében elutasité konfiguraciérol beszéltink.

Turing-gép altal felismert nyelv: Az M Turing-gép altal felismert nyelv (jelolése L(M)) azoknak az u € ¥*

szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy qoull H-* zq;y valamely x,y € T'*, y # ¢ szavakra.
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dbra 1: Egy, az L = {u#u | u € {0, 1}+} felismerd Turing-gép.
Turing-gépek ekvivalencidja: Két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.

Turing-felismerhet6 nyelv, rekurzivan felismerhet6 nyelvek osztdlya: Egy L C ¥* nyelv Turing-felismerhet6,
ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. A Turing-felismerhetd nyelveket szokds rekurzivan felsorolhaténak is

nevezni. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztalyat RE-vel jeloljiik.

Turing-eldontheté nyelv, rekurziv nyelvek osztalya: Egy L C ¥* nyelv Turing-eldonthetd, ha létezik
olyan Turing-gép, amely minden bemeneten megallasi konfiguraciéba jut és felismeri L-et. A Turing-felismerhetd

nyelveket szokds rekurzivnak is nevezni. A rekurziv nyelvek osztalyat R-rel jeldljik.

Turing-gép futasi ideje, idSigénye: Tekintsiink egy M = (Q,%,T,6, o, ¢, ¢n) Turing-gépet és annak egy
u € ¥* bemend szavat. Azt mondjuk, hogy M futdsi ideje (idSigénye) az w szén n (n > 0), ha M a goull
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kezdGkonfigurdciébdl n 1épésben el tud jutni egy megalldsi konfiguraciéba. Ha nincs ilyen szam, akkor M futési
ideje az u szén végtelen.

Legyen f : N — N egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy M idbigénye f(n) (vagy azt, hogy M egy f(n) id6korlétos
gép), ha minden u € ¥* input széra M idéigénye az u szén legfeljebb f(1(u)).

2.0.1 Tobbszalagos Turing-gépek

A tobbszalagos Turing-gépek, értelemszeriien, egynél tobb szalaggal rendelkeznek. Mindegyik szalaghoz tartozik

egy-egy iré-olvaso fej, melyek egymastol fiiggetleniil képesek mozogni a szalagon.

To6bbszalagos Turing-gép definicidja: Legyen k > 1. Egy k-szalagos Turing-gép egy olyan M = (Q, X, T, 4, g0, ¢i, ¢n)
rendszer, ahol a komponensek a § kivételével megegyeznek az egyszalagos Turing-gép komponenseivel, § pedig a
kévetkez8képpen adédik. 8 : (Q—{qi, ¢n})xTF — QxT*x{L, R, S}". Legyenek ¢,p € Q, a1, as, ..., ax, by, b, ..., by, €
I'és Dy, Do, ....,Dy, € {L,R,S}. Ha 6(q,a1,a2,...,ar) = (p,b1,ba,...,bx, D1, Do, ..., Di), akkor a gép akkor a gép
a ¢ allapotbdl, ha a szalagjain rendre az aq,as, ..., ar betiiket olvassa, 4t tud menni a p allapotba, mikézben az
ai, as, ..., a betiket atirja a by, ba, ..., by betiikre és a szalagokon a fejeket Dy, D, ..., D irdnyokba mozgatja.

A tobbszalagos Turing-gép konfiguricidja, a konfigurdciéatmenet valamint a felismert illetve eldontott nyelv
definiciéja az egyszalagos eset értelemszerli altalanositasa. A tobbszalagos Turing-gép idGigényét is az egysza-

lagoshoz hasonléan definialjuk.

To6bbszalagos és egyszalagos gépek ekvivalencidja: Minden k-szalagos, f(n) idSkorldtos Turing-géphez van

vele ekvivalens O(n * f(n)) idSkorldtos egyszalagos Turing-gép.

2.0.2 Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép allapotfiiggvénye d : (Q — {qi, ¢n}) X P(T' = @ x ' x {L, R}) alaku. Tehat
M minden konfigurdci6jabdl néhdny (esetleg nulla) kiilonbozé konfigurdciéba mehet ét. Ily médon M szédmitdsi
sorozatai egy u szon egy faval reprezentalhatok. A fa csicsa M kezdékonfiguracidja, a szogpontjai pedig M kon-
figuraciéi. A fa minden levele megfelel M egy szamitasi sorozatanak az u-n. M akkor fogadja el u-t, ha a fa
valamelyik levele elfogad6 konfiguracié. Nevezziik ezt a most leirt fat az M nemdeterminisztikus szamitési fajanak
az u-n. Az M altal felismert nyelv a determinisztikus esethez hasonléan definidlhatd, a gép altal eldontott nyelv

pedig a kovetkezdképpen.

Nemdeterminisztikus Turing-gép altal eldont6tt nyelv: Azt mondjuk, hogy egy nemdeterminisztikus M
Turing-gép eldont egy L C I'* nyelvet, ha felismeri, és minden v € X% szora M szamitdsi sorozatai végesek és

elfogadasi vagy elutasitdsi konfiguracidba vezetnek.

Nemdeterminisztikus Turing-gép id6digénye: Legyen f : N — N fiiggvény, M egy nemdeterminisztikus
Turing-gép. Az M iddigénye f(n), ha egy n hosszi u bemeneten nincsenek M-nek f(n)-nél hosszabb szdmitdsi

sorozatai, azaz az M szdmitdsi f4ja az u-n legfeljebb f(n) magas.

Determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gépek ekvivalencidja: Minden M nemdeterminisztikus
Turing-géphez megadhaté egy ekvivalens M’ determinisztikus Turing-gép. Tovdbbd, ha M f(n) id8igényii valamely
f N — N fiiggvényre, akkor M’ 20(/(") id8igényti.

3 Eldonthetetlen problémak

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy bar a Turing-gép a lehetd legaltalanosabb algoritmus modell, mégis vannak

olyan problémék, melyek nem szamithaték ki Turing-géppel.
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Emlékeztets: A rekurzivan felsorolhaté (Turing-felismerhetd) nyelvek osztdlydt RE-vel, a rekurziv (Turing-

eldonthetd) nyelvek osztdlyat R-rel jeloljik.

Vildgos, hogy R C RE. A célunk az, hogy megmutassuk: az R valddi részhalmaza az RFE-nek, azaz van olyan
nyelv (probléma) ami Turing-felismerhetd, de nem eldéntheté.

Csak olyan Turing-gépeket fogunk vizsgdlni, melyek bemend dbécéje a {0,1} halmaz. Ez nem jelenti az
altaldnossdg megszoritdsat, hiszen ha taldlunk egy olyan {0,1} feletti nyelvet, melyet nem lehet eldénteni ilyen

Turing-géppel, akkor ezt a nyelvet egyaltalan nem lehet eldonteni.

3.0.1 Turing-gépek kdédolasa

A {0,1} feletti szavak felsorolhatéak (vagyis megszdmldlhatéak). Valdban, tekintsiik azt a felsoroldst, amely-
ben a szavak a hosszuk szerint kovetik egymast, és két egyforma hosszu szé kozil pedig az van elébb, ame-
lyik az alfabetikus rendezés szerint megel6zi a mésikat. Ily médon a {0,1}" halmaz elemeinek egy felsoroldsa a
kovetkezdképpen alakul: wy; = ¢, wy =0, wz = 1, wy = 00, ws = 01 és igy tovabb. Ebben a fejezetben tehat a w;
széval a {0,1}" 4. elemét jeloljiik.

Legyen tovabbda M egy {0,1} inputédbécé feletti Turing-gép. Van olyan k& > 0 szdm, hogy Q-t felirhatjuk
Q = {p1,...px} alakban, ahol p1 = qo, Pk—1 = G, Pr = Gn. Tovabba, van olyan m > 0 szdm, hogy I'-t
felirhatjuk I' = { X3, ...X,, } alakban, ahol X; =0, Xo = 1, X3 = U, és Xy, ...X,, az M tovabbi szalagszimbdlumai.
Nevezzik végil az L, R, S szimbdlumokat (amelyek irdnyokat jelolnek) rendre Dy, Dy és Ds-nak. Ezek utdn M
egy 0(pi, Xj) = (pr, X5, Dy) (0< 1,7 <k,1<j,s <més1l<t<3) atmenete elkddolhaté a 0710710710°10" széval.
Mivel minden 0-s blokk hossza legaldbb 1, az atmenetet kodolé széban nem szerepel az 11 részszé. Tehdt az M
Osszes atmenetét kddolo szavakat Osszeflizhetjiik egy olyan szovd, melyben az dtmeneteket az 11 részszé valasztja

el egymastol. Az igy kapott sz6 pedig magat M-et kodolja.

A tovdbbiakban M;-vel jeloljiik azt a Turing-gépet, amelyet a w; sz6 kédol (i > 1). Amennyiben w; nem a fent
leirt kédolasa egy Turing-gépnek, akkor tekintsiik M;-t olyannak, ami minden input esetén azonnal a ¢, allapotba
megy, azaz L(M;) = 0.

A kés6bbiekben sziikséglink lesz arra, hogy elkédoljunk egy (M, w) Turing-gép és bemenet péarost egy {0,1}
feletti széban. Mivel a Turing-gépek kédoldsa nem tartalmazhat 111-et, ezért (M, w) kédja a kovetkezs: M kédja
utdan frunk 111-et, majd utdna w-t.

3.0.2 Egy nem rekurzivan felsorolhaté nyelv
Az Lsys nyelv: Az Lsys nyelv azon {0, 1} feletti Turing-gépek bindris kédjait tartalmazza, melyek nem fogadjik
el onmaguk kédjét, mint bemend szét, azaz Lays = {w; | ¢ > 1,w; ¢ L(M;)}

Tétel: La'tlé ¢ RE.

3.0.3 Egy rekurzivan felsorolhaté, de nem eldénthetd nyelv

Az L, nyelv: Tekintsiik azon (M, w) parok halmazat (egy megfeleld bindris sz6ban elkédolva), ahol M egy {0,1}
bemend abécé feletti Turing-gép, w pedig egy {0,1} feletti sz6 gy, hogy w € L(M), azaz M elfogadja w-t. Ezt a
nyelvet jeloljik Ly-val. L, = {(w;,w;) | i,j > 1,w; € L(M;)}

Tétel: L, € RE.

Tétel: L, ¢ R.
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3.0.4 Tovabbi tételek

1. Legyen L egy nyelv. Ha L,L € RE, akkor L € R. Kévetkezmény: a rekurzivan felsorolhaté nyelvek nem

zartak a komplementerképzésre.

2. Ha L € R, akkor L € R, azaz a rekurziv nyelvek zirtak a komplementerképzésre.

3.0.5 Tovabbi eldonthetetlen problémak

Kiszamithaté fliiggvény: Legyen ¥ és A két dbécé és f X*bdél A*-ba képz6 fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f
kiszamithato, ha van olyan M Turing-gép, hogy M-et egy w € ¥* széval a bemenetén elinditva, M ugy all meg,

hogy a szalagjan a f(w) € A* sz6 van.

Eldontési problémak visszavezetése: Legyen L1 C ¥* és Lo C A* két eldontési probléma. Lq visszavezethetd
Lo-re (L1 < L), ha van olyan f : X* — A* kiszdmithat6 fiiggvény, hogy minden w € ¥* széra w € Ly pontosan
akkor teljesiil, ha f(w) € Lo is teljesiil.

Tétel: Legyen L1 C ¥* és Lo C A* két eldontési probléma és tegyiik fel, hogy L visszavezetheté Lo-re. Ekkor

igazak a kovetkezo éllitasok:

1. Ha L; eldonthetetlen, akkor Ly is.

2. Ha Ly ¢ RE , akkor Ly ¢ RE.

A megallasi probléma: Legyen L, = {(M,w) | M megdll a w bemeneten}, azaz Ly, azon (M, w) Turing-gép és
bemenet parosokat tartalmazza elkédolva, melyekre M megéll a w bemeneten. Lj, eldonthetetlen (L,, visszaveze-
thetd Ly-ra), viszont Ly, € RE.

Az Ljres probléma: Legyen Liyes = {(M) | L(M) =0}. Liyres eldonthetetlen (L, visszavezethetd Ly es-te),
valamint L,..s ¢ RE.

Rekurzivan felsorolhaté nyelvek (nem trividlis) tulajdonsdga: Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy
halmaza, akkor P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy tulajdonsdga. Ha P # () és P # RE, akkor P nem trividlis

tulajdonsaga a rekurzivan felsorolhaté nyelveknek.

Rice tétele: Adott P tulajdonsdgra jeloljiik Lp-vel azon Turing-gépek kédjainak halmazat, amelyek P-beli nyel-

vet ismernek fel. Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy nem trividlis tulajdonsaga, akkor Lp eldonthetetlen.

Post Megfelelkezési Probléma (réviden PMP): A PMP problémdt a kovetkezéképpen definidljuk. Legyen

///// ul]

sy [22] 8 egy domindhalmaz, melyben n > 1 és
o1 Um gy y

ULy ey Up, V1, ooy Uy, € N, A kérdés az, hogy van-e egy olyan 1 < iy, ....3,, < m (m > 1) indexsorozat, melyre

teljesiil, hogy a [~2], ..., [+=] domindkat egymés mellé frva alul és felill ugyanaz a sz6 adédik, azaz u,...u;, =

Viq im tm
Viq -

Formaélis nyelvként a kovetkez6képpen definidlhatjuk a PMP-t: PMP = {(D) | D — nek van megolddsa}. PMP
eldonthetetlen.

.v;, . Ebben az esetben a fenti domindsorozatot a D egy megolddsanak nevezziik.

4 Bonyolultsagelmélet

A bonyolultsidgelmélet célja a megoldhatd (és ezen belil az eldonthetd) probléméak osztdlyozdsa a megolddshoz

sziikséges eréforrasok (jellemzben az idé és a tdr) mennyisége szerint.
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4.0.1 Id6bonyolultsagi fogalmak

TIME: Legyen f : N — N fiiggvény. TIME(f(n)) = {L | L eldontheto O(f(n)) idoigényt Turing — géppel}

P = J,>; TIME(n"). Tehdt P azon nyelveket tartalmazza, melyek eldénthetéek polinom id8korldtos determin-
isztikus :[‘uring—géppel. Ilyen példdul a jél ismert ELERHETOSEG probléma, melynek bemenete egy G graf és annak
két kitiintetett csticsa (s és t). A kérdés az, hogy van-e a G-ben 1t s-bél i-be. Ha az ELERHETOSEG probléméra
nyelvként tekintlink, akkor irhatjuk azt, hogy

ELERHETOSEG = {(G, s,t) | G — ben van 4t s — bol t — be}.

Konnyen megadhaté az ELERHETOSEG probléméjit polinom idében eldontd determinisztikus Turing-gép, tehdt
ELERHETOSEG € P.

NTIME: Legyen f : N — N fliggvény.
NTIME(f(n)) = {L | L eldontheto O(f(n)) idoigénytu nemdeterminisztikus Turing — géppel }

NP = (J, -, NTIME(n*). Az NP-beli problémék rendelkeznek egy kizos tulajdonsiggal az alébbi értelemben. Ha
tekintjiik e_gy NP-beli probléma egy példanyat és egy lehetséges ” bizonyitékot” arra nézve, hogy ez a példany ”igen”
példanya az adott probléménak, akkor ezen bizonyiték helyességének leellentrzése polinom idében elvégezheto.
Ennek megfelel6en egy NP-beli problémat eldonté nemdeterminisztikus Turing-gép altalaban gy miikodik, hogy
”megsejti” a probléma bemenetének egy lehetséges megoldasat, és polinom idoben leellenérzi, hogy a megoldas
helyes-e.

Tekintsiik a SAT problémadt, amit a kdvetkezdképpen definidlunk. Adott egy ¢ itéletlogikai KNF. A kérdés
az, hogy kielégithet6-e. Annak a bizonyitéka, hogy a ¢ kielégithetd, egy olyan valtozé-hozzarendelés, ami mel-
lett kiértékelve a ¢-t igaz értéket kapunk. Egy tetszOleges véltozd-hozzarendelés tehat a ¢ kielégithetdségének
egy lehetséges bizonyitéka .Annak leellendrzése pedig, hogy ez a hozzdrendelés tényleg igazza teszi-e ¢-t, polinom
id6ben elvégezhets. A SAT NP-beli probléma.

Az a definiciékbdl kovetkezik, hogy fennall a P C NP tartalmazas.

4.0.2 NP-teljes problémak

Polinom idében kiszamithaté fliiggvény: Legyen 3 és A két dbécé és f E*bdl A*-ba képzd fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy f polinom id6ben kiszamithaté, ha kiszamithaté egy polinom id6igényti Turing-géppel.

Eldontési probléméak polinom idejii visszavezetése: Legyen Ly C ¥* és Ly C A* két eldontési probléma. Ly
polinom idében visszavezethet Lo-re (L1 <, Lg), ha L < Ly és a visszavezetésben haszndlt f fiiggvény polinom

idoben kiszamithato.

Tétel: Legyen L, és Lo két probléma ugy, hogy L1 <, Ly. Ha Lo
1. P-beli, akkor L; is P-beli.
2. NP-beli, akkor L; is NP-beli.

NP-teljes probléma: Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha
1. NP-beli, és

2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom id6ben visszavezethetd L-re.
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Tétel: Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Megjegyzés: Jelenleg NEM tudunk P-beli NP-teljes problémarsl!!!

Tétel: Legyen L, egy NP-teljes, Ly pedig NP-beli probléma. Ha L; <, Lo, akkor Ly is NP-teljes.
Cooke tétele: SAT NP-teljes.

Legyen k > 1. kSAT = {(¢) | ¢ minden tagjdban k literdl van.}

Tétel: 3SAT NP-teljes, ugyanis SAT <, 3SAT.

TELJES RESZGRAF = {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k csticst részgrafja}. Tehdt a TELIES RESZGRAF
azon GG és k parokat tartalmazza, megfeleld dbécé feletti szavakban elkédolva, melyekre igaz, hogy G-ben van k

csucsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csics kozott van él.

TELJES RESZGRAF= {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k csticst részgrafja}. Tehdt a TELIES RESZGRAF
azon G és k parokat tartalmazza, megfelelo abécé feletti szavakban elkddolva, melyekre igaz, hogy G-ben van k

csucsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csics kozott van él.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k) | G véges graf,k > 1, G —nek 3 k elemt fiiggetlen cstcshalmaza}. Vagyis
a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k péarokat tartalmazza, melyekre igaz, hogy G-ben van k olyan cstcs,

melyek kozil egyik sincs Osszekotve a masikkal.

CSUCSLEFEDES =
{(G k) | G véges graf,k > 1, G — nek van olyan k elemt csicshalmaza, }

mely tartalmazza G minden élének legalabb 1 végpontjat.

TELJES RESZGRAF, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ és CSUCSLEFEDES NP-teljesek (TELJES RESZGRAF <, FUGGETLEN
CSUCSHALMAZ <,, CSUCSLEFEDES).

UTAZOUGYNOK = ) )
(G ) | G véges iranyitatlan graf, az éleken egy — egy pozitiv egész sullyal és }

van G — ben legfeljebb k osszstlyt Hamilton kor

Tétel: Az UTAZOUGYNOK probléma NP-teljes.

4.0.3 Tarbonyolultsag

A tarbonyolultsdgot egy specidlis, ugynevezett offline Turing-gépen vizsgaljuk.

Off-line Turing-gép: Offline Turing-gépnek neveziink egy olyan tobbszalagos Turing-gépet, mely a bemenetet
tartalmazo szalagot csak olvashatja, a tobbi, in. munkaszalagokra pedig irhat is. Az offline Turing-gép tarigényébe

csak a munkaszalagokon felhasznalt teriilet szamit be.

A tovabbiakban Turing-gép alatt minidig offline Turing-gépet értiink. Most definidljuk a tarbonyolultsaggal
kapcsolatos nyelvosztalyokat.

SPACE(f(n)) = {L|L eldontheto O(f(n)) tarigényt determinisztikus Turing — géppel}

NSPACE(f(n)) = {L|L eldontheto O(f(n)) tarigényt nemdeterminisztikus Turing — géppel }
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PSPACE = |J,., SPACE(n")
NPSPACE = |J,., NSPACE(n")
L = SPACE(log, n)

NL = NSPACE(log, n)

Savitch tétele: Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)).



