ELTE IK - Programtervezo Informatikus BSc
Zardovizsga tételek

13.1 Logika

Logika

[téletkalkulus és elsérendii predikdtumkalkulus: szintaxis, szemantika, ekvivalens &talakitasok, a szemantikus

kovetkezmény fogalma, rezolucié.

1 Logika

1.1 Alapfogalmak

A logika targya az emberi gondolkodasi folyamat vizsgdlata és helyes gondolkodasi forméak keresése, illetve létrehozasa.

Fogalmak:

1. Allitas: Olyan kijelentés, melynek logikai értéke (igaz volta) eldonthetd, tetsz6leges kontextusban igaz vagy
hamis. Azt mondjuk, hogy egy &llitds igaz, ha informéciétartalma megfelel a valdsdgnak (a tényeknek), és

hamis az ellenkezd esetben.

A mindennapi beszédben hasznalt kijelenté mondatok legtobbszor nem &llitasok, mivel a mondat tartalmédba
a kontextus is beleszamit: idépont, kornyezet dllapota, dltaldnos miiveltség bizonyos szintje, stb. (pl. nem

allitds az, hogy "ma reggel 8-kor siitétt a nap”, de &llitds pl. az, hogy ”minden pdros szdm oszthaté 2-vel”).
2. Igazsagérték: Az igazsigértékek halmaza L = {igaz, hamis}.

3. Gondolkodasi forma: Gondolkoddsi forma alatt egy olyan (F,A) part értiink, ahol A allitds, F' =
{A1, As, ..., A, } pedig allitasok egy halmaza.

A gondolkodésforma helyes, ha minden esetben, amikor F' minden &llitasa igaz, akkor A is igaz.

1.2 Itéletkalkulus

1.2.1 Az itéletlogika szintaxisa

Az itéletlogika abécéje

Az {téletlogika dbécéje Vo = V,U{(, ) }U{—, A, V, D}, ahol V,, az {téletvaltozik halmaza. Tehét V az itéletvéltozdkat,
a zardjeleket, és a logikai miveletek jeleit tartalmazza.

Az itéletlogika nyelve

Az itéletlogika nyelve (Ly) {téletlogikai formuldkbdl all, amelyek a kovetkezéképpen dllnak eld:

1. Minden {téletvaltozo itéletlogikai formula. Ezek az ugynevezett primformuldk (vagy atomi formuldk).
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2. Ha A itéletlogikai formula, akkor —A is az.
3. Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor (A A B), (AV B) és (A D B) is itéletlogikai formuldk.
4. Minden itéletlogikai formula az 1-3. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all el6.

Literal: Ha X itéletvaltozo, akkor az X és =X formulédk literalok, amelyek alapja X.

Ko6zvetlen részformula:
1. Primformulanak nincs kozvetlen részformuldja.
2. = A kozvetlen részformulaja A.
3. Ao B (o a A,V, D binér 6sszekétdjelek egyike) kozvetlen részformuldi A (bal oldali) és B (jobb oldali).

Részformula: Legyen A € L; egy itéletlogikai formula. Ekkor A részformuldinak halmaza a legsziikebb olyan

halmaz, melynek
1. eleme az A, és
2. ha a C formula eleme, akkor C koézvetlen részformuléi is elemei.
Szerkezeti fa: Egy C formula szerkezeti faja egy olyan véges rendezett fa, melynek cstcsai formuldk,
1. gyokere C,
2. a —A csticsdnak pontosan egy gyermeke van, az A,
3. a Ao B csucsanak pontosan két gyermeke van, rendre az A és B formuldk,

4. levelei primformulak.

(~(X DY)V Z)

/N

~(X DY)

(X DY)

A

abra 1: Példa szerkezeti fara.

Logikai 6sszetettség: Egy formula logikai Osszetettsége a benne taldlhatd logikai 6sszekotéjelek szama.

Mivelet hataskore: Egy miivelet hatdskore a formula részformuldi koziil az a legkisebb logikai Osszetettségii

részformula, melyben az adott miivelet el6fordul.
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F6 logikai 6sszeko6t6jel: Egy formula 6 logikai OsszekotOjele az az Gsszekotéjel, amelynek hataskore maga a

formula.
Precedencia: A logikai 6sszekot6jelek precedencidja csokkend sorrendben a kovetkezo: —, AV, D.

A definicidk alapjan egyértelmii, hogy egy teljesen zdrdjelezett formuldban mi a logikai 6sszekotdjelek hatdskore
és mi a {6 logikai 6sszekotojel. Most megmutatjuk, hogy egy formulaban milyen esetekben és mely részformulakat
hatarolé zardjelek hagyhatdak el ugy, hogy a logikai 6sszekotéjelek hatdskore ne valtozzon. A részformulak kozil
a primformuldknak és a negdciés formuldknak nincs kiils§ zardjelparja, ezért csak az (Ao B) alaki részformuldkrol
kell eldontentink, hogy irhaté-e helyettiik Ao B. A zirdjelek elhagydsat mindig a formula kiilsd zardjelparjanak (ha
van ilyen) elhagydsdval kezdjik. Majd ha egy részformuldban mar megvizsgdltuk a kiils6 zaréjelelhagyds kérdését,

utdna ezen részformula kozvetlen részformuldinak kiils6 zaréjeleivel foglalkozunk. Két eset lehetséges:

1. A részformula egy negdciés formula, melyben az (A o B) alaki kozvetlen részformula kiilsé zardjelei nem

hagyhatok el.

2. A részformula egy (A e B) vagy A e B alaki formula, melynek A és B kozvetlen részformuldiban kell donteni
a kiils6 zardjelek sorsardl. Ha az A formula A; o Ay alaki, akkor A kiilsé zdrdjelparja akkor hagyhatdé el, ha
o nagyobb precedencigji, mint e. Ha a B formula B; o By alakt, akkor B kiils6 zaréjelparja akkor hagyhato

el, ha o nagyobb vagy egyenld precedencidji, mint e.

3. Ha egy (A A B) vagy A A B alaki formula valamely kozvetlen részformuldja szintén konjunkcié, illetve egy
(AV B) vagy AV B alakd formula valamely kozvetlen részformuldja szintén diszjunkcié, akkor az ilyen

részformuldkbdl a kiils6 zardjelpar elhagyhato.

Formulalancok: A zardjelek elhagyasara vonatkozé megallapoddsokat figyelembe véve tgynevezett konjunkcios,
diszjunkcids, illetve implikdciés formulaldncokat is nyerhetiink. Ezek alakja Ay A ... A A,, A1 V...V A, illetve
Ay D ... D A, Ezeknek a lancformulidknak a f6 logikai Osszekotéjelét a kdvetkezd zardjelezési megallapodéssal
fogjuk meghatdrozni: (A3 A (As Ao A(An—1 AAy).)), (A1V (A2 V..V (A,-1 V Ap)..)), illetve (41 D (A2 D ... D
(Ap—1 D Ap)..)

1.2.2 Az itéletlogika szemantikaja

Interpretacié: Ly interpretacidjan egy Z : V,, — L fiiggvényt értiink, mely minden {téletvaltozohoz egyértelmiien

hozzarendel egy igazsagértéket.

Boole-értékelés: Ljy-beli formuldk Z interpretdciobeli Boole-értékelése a kovetkezd Bz : Lo — L fliggvény:

1. ha A primformula, akkor Bz(A) = Z(A),

2. Bz(—A) legyen —Bz(A),

3. Bz(A A B) legyen Bz(A) A Bz(B),

4. Br(AV B) legyen Bz(A) V Bz(B),

5. Br(A D B) legyen Bz(A) D Bz(B),
Bazis: A formula itéletvaltozdinak egy rogzitett sorrendje.
Szemantikus fa: Egy formula kiilonb6zé interpretacidit szemantikus fa segitségével szemléltethetjiik. A szeman-
tikus fa egy olyan bindris fa, amelynek i. szintje (i >= 1) a bézis i. {téletvaltozdjdhoz tartozik, és minden csticsdbdl

két €l indul, az egyik a szinthez rendelt itéletvaltozéval, a masik annak negaltjaval cimkézve. Az X itéletvaltozo

esetén az X cimke jelentse azt, hogy az X igaz az adott interpreticiéban, a =X cimke pedig azt, hogy hamis az
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adott interpretaciéban. A szemantikus fa minden dga egy-egy lehetséges interpretaciot reprezentdl. Egy n valtozds

formula esetén minden ag n hosszi, és a fanak 2™ dga van és az Osszes lehetséges interpretdciét tartalmazza.

abra 2: Az X)Y,Z itéletvaltozdkat tartalmazoé formula szemantikus fdja.

Igazsagtabla: Egy n valtozos formula igazsagtabldja egy n + 1 oszlopbdl és 2™ sorbdl all6 tablazat. A tablazat
fejlécében az i. oszlophoz (1 <= i <= n) a formula bézisdnak i. itéletviltozdja, az n+ 1. oszlophoz maga a formula
van hozzarendelve. Az els6 n oszlopban az egyes sorokhoz megadjuk rendre a formula kiillénb6z6 interpretacioit,
majd a formula oszlopaba minden sorba beirjuk a formula - a sorhoz tartozé interpretaciobeli Boole-értékeléssel

kapott - igazsdgértékét.

A logikai miiveletek igazsagtablaja:

X Y| X XAY XVY XDOY
i i |h i i i
i h|h h i h
h i |i h i i
h h |i h h i

Igazhalmaz, hamishalmaz: Egy A formula igazhalmaza (A?) azon interpretdciék halmaza, melyen a formula
igazsagértékelése igaz. Az A formula hamishalmaza (A") pedig azon interpretaciék halmaza, melyekre a formula

igazsagértékelése hamis.

Igazsagértékelés fiiggvény: Olyan fiiggvény, amely minden formuldhoz hozzarendeli az igazhalmazat (pA?)

vagy a hamishalmazat (pA").

Legyen A egy tetszbleges itéletlogikai formula. Hatarozzuk meg A-hoz az interpretécidira vonatkozé pA?, illetve

@Al feltételeket a kovetkezéképpen:

1. Ha A primformula, a pA? feltételt pontosan azok az Z interpretaciok elégitik ki, melyekre Z(A) = igaz, a
@Al feltételt pedig pontosan azok melyekre Z(A) = hamis.

2. A p(—A)? feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha teljesiilnek a @ A" feltételek.
3. A o(A A B)® feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA® és a pB* feltételek egyszerre teljesiilnek.
4. A p(AV B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA? vagy a @B feltételek teljesiilnek.

5. A p(A D B)! feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a pA" vagy a pB* feltételek teljesiilnek.

Tétel: Tetszéleges A itéletlogikai formula esetén a pA? feltételeket pontosan az A'-beli interpretdcidk teljesitik.



PTI BSc Zarévizsga tételek 13.1 Logika

Igazsagértékelés-fa: Egy A formula pA?, illetve p A" feltételeket kielégits interpretéciit az igazsagértékelés-fa
segitségével szemléltethetjiik. Az igazsdgértékelés-fat a formula szerkezeti fajanak felhasznalasaval allitjuk els. A
gyokérhez hozzarendeljiik, hogy A melyik igazsdgértékre val igazsigértékelés-feltételeit keressiik, majd a gyokér

ald A kozvetlen részformulai keriilnek a megfeleld feltétel-elGirassal, az aldabbiak szerint:

p(—A)! p(-A)" w(AV B} @(AD B!
/ \
pAR Al pAl
p(AAB)Y  w(AnB)" @(AV B)"
pB"
pAl AR @Bh QAP
¢(4 > B)

'l.,CrBi [F,Bh

abra 3: Igazsagértékelés-fa feltétel-elGirdsai.
Ezutén a gyokérhez a v (feldolgozott) jelet rendeljitk. Az eljdrdst rekurzivan folytatjuk, amig egy dgon a fel
nem dolgozott formuldk
e (a) mind {téletvaltozdk nem lesznek, vagy

¢ (b) ugyanarra a formuldra egymésnak ellentmondé el6irds nem jelenik meg.

Az (a) esetben az dgon eléforduld itéletviltozdknak az dgon rogzitett igazsigértékeit tartalmazé n-esek mind
elemei @A gyokér esetén a formula igazhalmazanak, pA" gyokér esetén a formula hamishalmazanak.

A (b) esetben nem §ll el§ ilyen igazsdgérték n-es.
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W(YVZYAN(Z D -X)) v

oYV Z) v
w(Z>o5-X) v
(pyi {pzi
pZh o(=X) v pZh e(~X) v
x
eXh wXh

abra 4: Az (Y V Z) A (Z D —=X) formula igazsagértékelés-fija.
A fenti példdban a formula igazhalmaza az igazsigértékelés-fa alapjan: {(¢,1, h), (h,i,1), (h,i,h), (h,h,i)}

Kiterjesztett igazsagtabla: Egy igazsagtdblaban a formula igazsagértéke kiszamitdsanak megkonnyitésére vezették
be a kiterjesztett igazsagtablat. A kiterjesztett igazsiagtablaban az itéletvaltozokhoz és a formuldhoz rendelt os-
zlopokon kiviil rendre a formula részformuldihoz tartozé oszlopok is megjelennek. Tulajdonképpen a szerkezeti

faban megjelené részformuldk vannak felsorolva.

(x[v[z|vvz][-x[z>-x[(¥vaar@z>-X) |

i1 | i h h h
z i | h 3 h i

| hoji % h h h
i {h|h h h i h
h| i) i i i i
h|i]|h i i i i
h | h| i 1 z i i
h|h|h h i i h

abra 5: Az (Y V Z) A (Z D —X) formula kiterjesztett igazsdgtdbldja.

Formula kielégithetisége, modellje: Egy A itéletlogikai formula kielégithetd, ha létezik olyan Z interpretacio,
melyre 7 |=q A, azaz a Bz Boole-értékelés A-hoz igaz értéket rendel. Egy ilyen interpretciét A modelljének
neveziink. Ha A-nak nincs modellje, akkor azt mondjuk, hogy kielégithetetlen.

Ha A igazsagtabldjaban van olyan sor, amelyben a formula oszlopaban igaz érték szerepel, akkor a formula

kielégithetd, kiilonben kielégithetetlen. Ugyanigy, ha @A’ nem iires, akkor kielégithetd, kiilonben kielégithetetlen.

ftéletlogikai torvény, tautolégia: Egy A itéletlogikai formula téletlogikai torvény vagy mésképpen tautoldgia,
ha £y minden interpretdciéja modellje A-nak. (jelolés: =¢ A)

Eldontésprobléma: Eldontésproblémanak nevezziik a kovetkez6 feladatokat:

1. Dontsiik el tetszéleges formularol, hogy tautolégia-e!

2. Dontstik el tetszéleges formulardl, hogy kielégithetetlen-e!
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Tautologikusan ekvivalens formuldk: Az A és B itéletlogikai formuldk tautologikusan ekvivalensek (jelolés:
A ~g B), ha L minden 7 interpretécidjaban Bz(A) = Bz(B).

Formulahalmaz kielégithet6sége, modellje: L, formuldinak egy tetsz6leges I' halmaza kielégithet6, ha van
Lo-nak olyan Z interpretécidja, melyre: VA € T : 7 5o A. Egy ilyen Z interpretdcié modellje I'-nak. Ha I'-nak

nincs modellje, akkor T' kielégithetetlen.

Lemma: Egy {4;, Ao, ..., A, } formulahalmaznak pontosan azok az Z interpretdcidk a modelljei, amelyek a A; A
AgA... AN A, formuldnak. Kovetkezésképpen { A1, Aa, ..., A, } pontosan akkor kielégithetetlen, ha az Aj AAsA...A A,

formula kielégithetlen.

Szemantikus kovetkezmény: Legyen I itéletlogikai formuldk tetszéleges halmaza, B egy tetszOleges formula.
Azt mondjuk, hogy a B formula tautologikus kévetkezménye a T' formulahalmaznak (jelolés: I" =g B), ha minden
olyan interpreticié, amely modellje I'-nak, modellje B-nek is. A I'-beli formuldkat feltételformulaknak, vagy pre-

misszdknak, a B formuldt kovetkezményformuldnak (konkliziénak) hivjuk.

Tétel: Legyen I itéletlogikai formuldk tetsz6leges halmaza, A,B,C tetsz6leges itéletlogikai formuldk. Ha I' = A,
r ':0 B és {A,B} }:0 C, akkor I ':0 C.

Tétel: Legyenek Ay, Ag, ..., Ay, B tetszdleges {téletlogikai formuldk. {A;, Ao, ..., A,} o B pontosan akkor, ha a
{A1, As, ..., A,,, ~B} formulahalmaz kielégithetetlen, azaz a A; A Ay A ... A A, A =B formula kielégithetetlen.

Tétel: Legyenek Aj, As, ..., Ay, B tetszbleges itéletlogikai formuldk. {Aj, As,...,A,} Eo B pontosan akkor, ha
’:0 AT NASN...NA, D B.

Ekvivalens atalakitasok
Fogalmak:

1. Egy primformulat (itéletvaltozdt), vagy annak a negdltjét kozos néven literdlnak neveziink. A primformula a
literdl alapja. Egy literélt bizonyos esetekben egységkonjunkcionak vagy egységdiszjunkcionak (egységkléoznak)

is hivunk.

2. Elemi konjunkcid az egységkonjunkcid, illetve a kiilonbo6z6 alapi literdlok konjunkeidja (A kapcesolat a literdlok
kozott). Elemi diszjunkcio vagy kloz az egységdiszjunkcié és a kiilonbozé alapu literdlok diszjunkciéja (V
kapcsolat a literdlok kozott). Egy elemi konjunkcid, illetve elemi diszjunkcié teljes egy m-valtozés logikai

miiveletre nézve, ha mind az n itéletvéaltozé alapja valamely literdljanak.

3. Diszjunktiv normdlformdnak (DNF) nevezziik az elemi konjunkcidk diszjunkciéjat. Konjunktiv normdlformdnak
(KNF) nevezziik az elemi diszjunkcidk konjunkciéjdt. Kitintetett diszjunktiv, illetve konjunktiv normélformakrol

(KDNF, ileltve KKNF) beszéliink, ha a benniik szerepld elemi konjunkcidk, illetve elemi diszjunkeidk teljesek.

Tetszoleges logikai miiveletet leir6 KDNF, KKNF el6allitasa: Legyen b : L™ — L egy n-valtozos logikai

miivelet. Adjuk meg b miivelettabldjat. Az elsé n oszlop fejlécébe az X1, Xo, ... X, itéletvaltozdkat irjuk.

A b-t lefir6 KDNF elééllitdsas

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a miivelettablaban, ahol az adott igazsdgérték n-eshez b igaz értéket rendel
hozzé. Legyenek ezek a sorok rendre s, S, ..s,-. Minden ilyen sorhoz rendeljiink hozzd egy X; A X, A ... AX],
teljes elemi konjunkciét tgy, hogy az X ]’ literal X; vagy —X; legyen aszerint, hogy ebben a sorban X; igaz

vagy hamis igazsdgérték szerepel. Az igy nyert teljes elemi konjunkcidk legyenek rendre ks, , ks, , ..ks,.-
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2. Az igy kapott teljes elemi konjunkciokbdl készitsiink egy diszjunkcids lancformuldt: ks, V ks, V ... V ks,. Ez

a formula lesz a b miivelet kitiintetett diszjunktiv normalforméja (KDNF).

XlYl|Z]|b a teljes elemi konjunkcick
t |t | i h

i |1 | hili]|* XANY A-Z

i | h|il|lh

i | h|h]|i]* XN=-YA-Z

hl o dfli]|* “XANYANZ
hlilh|h

hlh|dlft]|* “XA-YANZ
hlh|h|i]=* X A=Y A-Z

abra 6: Egy hdromvaltozds b logikai miivelet miivelettabldja és az el6allitott teljes elemi konjunkcidk.

A fenti példa b miiveletének kitlintetett diszjunktiv norméalforméja a kovetkezd formula:
(XAYNAN-Z)V(XAYA-Z)V(EXAYAZ)V (X AY ANZ)V (X A-Y A-Z).

A b-t leir6 KKNF el6allitasa:

1. Valasszuk ki azokat a sorokat a mivelettablaban, ahol az adott igazsdgérték n-eshez b hamis értéket rendel
hozzé. Legyenek ezek a sorok rendre s, S, ..s,-. Minden ilyen sorhoz rendeljiink hozzd egy X|V X,V ...V X,
teljes elemi diszjunkciét ugy, hogy az X j’ literdl X; vagy —X; legyen aszerint, hogy ebben a sorban X; hamis

vagy igaz igazsagérték szerepel. Az igy nyert teljes elemi diszjunkcidk legyenek rendre ds, , ds,, ..ds, .

2. Az igy kapott teljes elemi diszjunkcidkbdl készitsiink egy konjunkcids lancformulédt: ds, Adsy, A ... Ads,. Ez

a formula lesz a b miivelet kitiintetett konjunktiv normélforméja (KKNF).

X|\Y|Z|b a teljes elemi diszjunkciok
i1 |lh|x “X VY vV-aZ

i |h| i

i |h{i||h|=* ~XvYv-Z

it |h|h| i

htife|i

h i | h| i

hih|]illh|x XvYv-Z
h|lh|hi|i

abra 7: Egy haromvaltozos b logikai miivelet miivelettablaja és az el6allitott teljes elemi diszjunkcidk.

A fenti példa b miveletének kitiintetett konjunktiv normalforméja a kévetkezé formula:
("XVYVZ)AXVYV-Z2)AN (X VY V-Z).

KNF, DNF egyszeriisitése: Egy itéletlogikai formula logikai Gsszetettségén a formuldban szereplo logikai
OsszekotOjelek szamat értettiik. Ugyanazt a logikai miiveletet leiré formuldk koziil azt tekintjiik egyszertibbnek,

amelynek kisebb a logikai Osszetettsége (azaz kevesebb logikai dsszekotdjelet tartalmaz).
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Legyen X egy itéletvaltozo k egy az X-et nem tartalmazoé elemi konjunkcié, d egy X-et nem tartalmazoé elemi

diszjunkcié. Ekkor az
o (a) (XAE)V(-XAE)~okés
e b) (XVAA(XVd) ~yd

egyszerlisitési szabdlyok alkalmazdsaval konjunktiv és diszjunktiv normalformdkat irhatunk at egyszeriibb
alakba.

Klasszikus Quine-McCluskey-féle algoritmus KDNF egyszertsitésére:
1. Soroljuk fel a KDNF-ben szerepl6 Osszes teljes elemi konjunkciét az Lg listaban, j := 0.

2. Megvizsgéljuk az L;-ben szerepl§ Osszes lehetséges elemi konjunkciépért, hogy alkalmazhaté-e rajuk az (a)
egyszerusitési szabdly. Ha igen, akkor a két kivalasztott konjunkciét v'-val megjeldljiik, és az eredmény
konjunkciét beirjuk a L;i listdba. Azok az elemi konjunkcidk, amelyek az L; vizsgalata soran nem lesznek

megjellve, nem voltak egyszerilisithetok, tehat bekeriilnek az egyszeriisitett diszjunktiv normaélformaba.
3. Ha az L;11 konjunkcidlista nem fiires, akkor j := j + 1. Hajtsuk végre 1jbdl a 2. 1épést.

4. Az algoritmus soran kapott, de meg nem jelolt elemi konjunkciékbdl készitsiink egy diszjunkcids lancformulat.
fgy az eredeti KDNF-el logikailag ekvivalens, egyszeriisitett DNF-et kapunk.

Rezolucié

Legyenek Ay, A, ..., Ay, B tetszOleges {téletlogikai formuldk. Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy { A1, As, ..., A, } Eo
B, ami ekvivalens azzal, hogy {A1, As, ..., A, 7B} kielégithetetlen. frjuk 4t ez utdbbi formulahalmaz formulait
KNF alakba! Ekkor a {KNF4,,KNFa,,..,KNF, ,KNF_p} formulahalmazt kapjuk, ami pontosan akkor
kielégithetetlen, ha a halmaz formuldiban szerepl6 kl6zok halmaza kielégithetetlen.

A klézokra vonatkozo egyszeriisitési szabaly szerint ha X itéletvaltozé, C pedig X-et nem tartalmazoé kloz,
akkor (X VO)A (=X VC) ~¢ C. Az X és a =X egységklézok (azt mondjuk, hogy X és =X komplemens literalpér)
konjunkciéjaval ekvivalens egyszeriibb, egyetlen literdlt sem tartalmazé kléz az tires kléz, melyet a [ jellel jeloliink
és definici6 szerint minden interpretdcioban hamis igazsdgértéki.

Legyenek most C és Cs olyan klozok, melyek pontosan egy komplemens literdlpart tartalmaznak, azaz C; =
C1V Ly és Cy = CyV Lo, ahol Ly és Lo az egyetlen komplemens literdlpar (C] és C} iires klézok is lehetnek).
Vildgos, hogy ha a két klozban a komplemens literdlparon kiviil is vannak literalok, és ezek nem mind azonosak,

az egyszerusitési szabaly alkalmazhatosagi feltétele nem &ll fenn.
Tétel: Ha Cy = Cf V Ly és Cy = C4 V Lo, ahol Ly és Ly komplemens literalpéar, akkor {Cy,Cs} o C] Vv C}

Rezolvens: Legyenek C; és C5 olyan klézok, melyek pontosan egy komplemens literdlpart tartalmaznak, azaz
C1 =C{V Ly és Cy =C%V Ly, ahol Ly és Lo a komplemens literdlpar, a C1 Vv C} klézt a (C1, C2) klézpar (vagy
a Cy V Cq formula) rezolvensének nevezzitk. Ha Cy = Ly és Cy = Ly (azaz Cf és C} tires klézok), rezolvensiik az

iires kléz (O). Az a tevékenység, melynek eredménye a rezolvens, a rezolvdlds.

klozpar rezolvens
(a) (XVY, =YV 2Z) Xv2Z
b) (XVv-Y, -YvZ) nines: mindkét azonos alapd literal negalt
)
)

—

(e (X Vv-Y, Zv-V) nines: nincs azonos alapu literal
d) (=Xv-Y, XVYVZ) nines: két komplemens literalpar van
e) (X, -X) O

— —

abra 8: Példék klézparok rezolvalhatésagara, rezolvensére.
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Tétel: Ha a C kléz a (Cy,Csy) klézpér rezolvense, akkor azon Z interpretdcidk a {Ci,Cs2} klézhalmazt nem
elégithetik ki, amelyekben C igazsigértéke hamis, azaz Bz (C) = hamis.

Rezolicids levezetés: Egy S klozhalmazbdl a C kléz rezolicids levezetése egy olyan véges ki, ko, ..., kp(m > 1)
klézsorozat, ahol minden j = 1,2, ..., m-re

1. vagy k; € S,
2. vagy van olyan 1 < s,t < j, hogy k; a (ks, k) klézpar rezolvense,

és a klézsorozat utolsé tagja, ki, éppen a C' kléz.
Megallapodasunk szerint a rezoliciés kalkulus eldontésproblémaja az, hogy levezetheté-e S-bol . A rezolicids

levezetés célja tehdt O levezetése S-bol. Azt, hogy O levezethetd S-bél, tgy is ki lehet fejezni, hogy létezik S-nek
rezolicids céfolata.

Példa: Probaljuk meg levezetni O-t az S ={-X VY, -YV Z XV Z -V VYV Z -Z} klézhalmazbdl. A levezetés
barmelyik S-beli kl6zbdl indithato.

1. "VVYVvZ [€S]

2. —-Z €S}

3. =VvY [ 1, 2 rezolvense |
4, -YVZ [€S]

5 =Y | 2, 4 rezolvense |
6. -V | 3, 5 rezolvense |
7. XVV [€9]

8 X [ 6, 7 rezolvense |
9. -XVY [eS]
10. Y [ 8, 9 rezolvense |
11. O [ 5. 10 rezolvense |

abra 9: [ rezolucids levezetése S-bdl.

Lemma: Legyen S tetszOleges klozhalmaz. S-bol torténo rezolicios levezetés esetén barmely S-bél levezetett kloz

tautologikus kévetkezménye S-nek.

A rezoliciés kalkulus helyessége: A rezolicids kalkulus helyes, azaz tetszéleges S klézhalmaz esetén amenny-
iben S-bdl levezethetd [, akkor S kielégithetetlen.

A rezoliciés kalkulus teljessége: A rezolicids kalkulus teljes, azaz barmely véges, kielégithetetlen S kl6zhalmaz
esetén S-bdl levezetheto .

Levezetési fa: Egy rezolicids levezetés szerkezetét levezetési fa segitségével szemléltethetjiik. A levezetési fa

csucsai klozok. Két csticsbdl pontosan akkor vezet él egy harmadik, kozos cstcsba, ha az a két kléz rezolvense.

10
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~VvYwvZ -Z Y vZ
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\ / -X VY
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\/

dbra 10: Az el6z8 példa levezetési faja.

Rezoliciés stratégiak:

o Linedris rezolicio: Egy S klézhalmazbdl valo linearis rezolucids levezetés egy olyan ky, {1, ko, lo, ooy km—1, lmm—1, km
rezolicids levezetés, amelyben minden j = 2,3,...,m-re k; a (k;j_1,1;_1) klézpér rezolvense. A k; klézokat

centralis klézoknak, az [; klézokat mellékklézoknak nevezziik.

Tetszbleges rezolicids levezetés atirhato linedrissd, azaz a linearis rezolicids kalkulus teljes.

o Linedris inputrezolicio: FEgy S klézhalmazbdl valé linedris inputrezolicids levezetés egy olyan k1,11, ko, lo, s k1, l—1, |
linedris rezolicids levezetés, amelyben minden j = 1,2,...,m — 1-re [; € S, azaz a linedris inputrezoliciés

levezetésben a mellékklozok S elemeld.

A linedris inputrezoltcios stratégia nem teljes, de megadhato olyan formulaosztaly, melyre az. A legfeljebb egy
negalt literdlt tartalmazoé klézokat Horn-klézoknak nevezziik, a Horn-formuldk pedig azok a formulak, melyek
konjunktiv normalformédja Horn-kl6zok konjunkcidja. A linedris inputrezoliciés stratégia Horn-formuldk

esetén teljes.

1.3 Predikatumkalkulus
1.3.1 Els6rendii logikai nyelvek szintaxisa

Egy elsérendii logikai nyelv abécéje logikai és logikan kiviili szimbdélumokat, tovabba elvalasztdjeleket tartalmaz.

A logikan kiviili szimb6lumhalmaz megadhaté < Srt, Pr, F'n, Cnst > alakban, ahol:
1. Srt nemiires halmaz, elemei fajtakat szimbolizalnak,
2. Pr nemiires halmaz, elemei predikatumszimbdélumok,
3. az F'n halmaz elemei fliggvényszimbdlumok,
4. Cnst pedig a fiiggvényszimbélumok halmaza.
Az < Srt, Pr, Fn,Cnst > abécé szignaturaja egy < vy, Vs, v3 > harmas, ahol

1. minden P € Pr predikdtumszimboélumhoz vy a predikdtumszimbdélum alakjét, azaz a (71,7, ..., 7) fajta-

sorozatot,

2. minden f € F'n fiiggvényszimbdlumhoz s a fiiggvényszimbdélum alakjét, azaz a (71, 7o, ..., Tk, m) fajtasoroza-

tot és

11
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3. minden ¢ € Cnst konstansszimbdélumhoz v3 a konstansszimbélumhoz alakjat, azaz ()-t

rendel (k > 0 és my, w2, ..., Tk, ™ € STt).

Logikai jelek az {téletlogikdban is hasznélt logikai 6sszekotéjelek, valamint az univerzélis (V) és egzisztencidlis (3)
kvantorok és a kiilénboz6 fajtaji individuumvaltozék. Egy elsérendii nyelv abécéjében minden w € Srt fajtdhoz
szimbolumoknak megszamlalhatéan végtelen v],v7, ... rendszere tartozik, ezeket a szimbdélumokat nevezzitk 7
fajtaju valtozoknak. Elvélasztdjel a nyito és csukd zardjelek, és a vesszo.

Az elsérendii logikai nyelvekben az elvalasztéjelek és a logikai jelek mindig ugyanazok, viszont a logikan
kiviili jelek halmaza, illetve ezek szignaturdja nyelvrol nyelvre lényegesen kiilonbozhet. Ezért mindig megadjuk a
< Srt, Pr, Fn,Cnst > négyest és ennek < v1,1v5,v3 > szignaturdjat, amikor egy elsérendli logikai nyelv abécéjére

hivatkozunk. Jelolése V[V, ], ahol V,, adja meg a < vy, 19, v3 > szignaturdju < Srt, Pr, Fn,Cnst > négyest.

Termek: A V[V, ] dbécé feletti termek halmaza £;[V,], ami a kovetkez6 tulajdonsdgokkal bir:

1. Minden 7 € Srt fajtaju valtozo6 és konstans 7 fajtdju term.

2. Ha az f € Fn fuggvényszimbdlum (my, s, ..., 7k, m) alakd és ty,ta,...,tx — rendre 71, 7o, ..., T fajtdji —

termek, akkor az f(s1, Sa, ..., Sg) egy 7 fajtaji term.

3. Minden term az 1-2. szabalyok véges sokszori alkalmazdasaval all elo.
Formuldk: A V[V, ] 4bécé feletti elsérenddi formulédk halmaza L[V, ], ami a kévetkezd tulajdonsagokkal bir:

1. Ha a P € Pr predikdtumszimbélum (71, 7o, ..., ;) alakd és az tq,ta,...,t, — rendre w1, 7o, ..., T fajtaji
— termek, akkor a P(ty,to,...,tx) sz6 egy els6érendii formula. Az {gy nyert formuldkat atomi formuldknak

nevezziik.
2. Ha S elsOrendii formula, akkor —.S is az.
3. Ha S és T els6rend(i formulék és o binér logikai dsszekotdjel, akkor (S o T') is elsrendii formula.

4. Ha S eleme elsérendfi formula, @ kvantor (V vagy 3) és = tetszdleges véltozd, akkor QxS is elsérendii for-
mula. Az igy nyert formuldkat kvantalt formuldknak nevezziik, a VxS alaki formuldk univerzalisan kvantélt
formuldk, a JxS alaku formuldk pedig egzisztencidlisan kvantélt formuldk. A kvantalt formuldkban Qx a

formula prefixe, S pedig a magja.

5. Minden elsérend@i formula az 1-4. szabdlyok véges sokszori alkalmazasédval &ll elé.

A V[V, ] abécé feletti elsérendi logikai nyelv L[V, ] = L;[V,] U Lf[V,], azaz L[V,] minden szava vagy term, vagy

formula.

A negécids, konjunkcids, diszjunkeids, implikaciés (ezek jelentése ua., mint nulladrendben) és kvantalt formuldk
Osszetett formuldk.

Az elsérendii logikai nyelv primformuléi az atomi formuldk és a kvantalt formulak.

Valtozéel6fordulas fajtai: Egy formula x véltozdjanak egy eléforduldsa:

e szabad, ha nem esik z-re vonatkozé kvantor hataskorébe,

e kotott, ha x-re vonatkozd kvantor hataskorébe esik.
Valtozé fajtai: Egy formula x valtozdja:
e szabad, ha minden el6forduldsa szabad,

e koOtott, ha minden eléforduldsa kotott, és

12
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e vegyes, ha van szabad és kotott el6fordulasa is.
Formula zartsaga, nyiltsaga: Egy formula:

e zart, ha minden valtozdja kotott,
e nyilt, ha legalabb egy valtozdjanak van szabad el6forduldsa és

e kvantormentes, ha nincs benne kvantor

Megjegyzés: a zart formuldk elsérendi allitdsokat szimbolizdlnak (egy els6rendii &llitds nem més, mint elemek

egy halmazdra megfogalmazott kijelent$ mondat).

1.3.2 Az els6rendu logika szemantikaja

Matematikai struktira: Matematikai strukturan egy < U, R, M, K > négyest értiink, ahol:
1. U =, Ur nem iires alaphalmaz (univerzum),
2. R az U-n értelmezett logikai fliggvények (reldcidk) halmaza,
3. M az U-n értelmezett matematikai fiiggvények (alapmiiveletek) halmaza,

4. K az U kijelolt elemeinek (konstansainak) halmaza (lehet iires).

Interpretacio: Az interpretacié egy < U, R, M, K > matematikai struktira és Z =< Zsyt, Zpr,LZrn, Lonst >
fliggvénynégyes, ahol:

o az Tg, : m — U, fiiggvény megad minden egyes m € Srt fajtdhoz egy U, nemiires halmazt, a 7w fajtdju

individuumok halmazat,

e az Ip, : P — P7 fiiggvény megad minden (7,7, ...,m) alaki P € Pr predikdtumszimbélumhoz egy
PT Uy, x Uy, X ... X Uy, — L logikai fiiggvényt (reldciét),

e az Ip, : f — f7 fiiggvény hozzdrendel minden (71, 7o, ..., T, m) alaki f € Fn fiiggvényszimbélumhoz egy
PT .U, x Uy, X ... x Uy, — U, matematikai fiiggvényt (miiveletet),

o az o - ¢ — ct? pedig minden 7 fajtaji ¢ € Cnst konstansszimbélumhoz az U, individuumtartomanynak

egy individuumét rendeli, azaz ¢ € U,.

Vialtozdkiértékelés: Legyen az L[V, ]| nyelvnek Z egy interpreticidja, az interpretdcié univerzuma legyen U és
jelolje V a nyelv valtozdinak halmazat. Egy olyan x : V. — U leképezést, ahol ha = 7 fajtaja valtozd, akkor

k(z) € Uy, Z-beli véltozokiértékelésnek neveziink.

L:[V,] szemantikdja: Legyen az L[V, ]| nyelvnek 7 egy interpreticidja és k egy Z-beli valtozdkiértékelés. Az L[V,]
nyelv egy 7 fajtédji ¢t termjének értéke Z-ben a s véltozékiértékelés mellett az aldbbi — [¢t|Z"-val jelolt — U,-beli

individuum:
1. ha ¢ € Cnst 7 fajtaji konstansszimbélum, akkor |¢|F* az U,-beli ¢ individuum,
2. ha z 7 fajtdjd valtozé, akkor |z|5* az U.-beli x(x) individuum,

3. ha ty,ts,...,tx rendre my,mo, ..., fajtdju termek és ezek értékei a k valtozdkiértékelés mellett rendre az
Uy, -beli [t1|T%, az Uy,-beli |ta|T" ... és az Uy, -beli [tx|T" individuumok, akkor egy (7,7, ..., T, ) alaki

f € Fn fiiggvényszimbélum esetén |f(t1,ta, ..., tx)|5" az Ug-beli fZ(|t1|5", [t2|F", ..., [tx|F ") individuum.
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Valtozokiértékelés x-variansa: Legyen x egy valtozd. A k* valtozdkiértékelés a k valtozokiértékelés x-varidansa,

ha x*(y) = y minden z-t8l kiillénboz6 y véltozé esetén.

Els6rendii logikai formula logikai értéke: Legyen az L[V, ] nyelvnek Z egy interpreticidja és k egy Z-beli
véaltozokiértékelés. Az L[V,] nyelv egy C formuldjdhoz Z-ben a k valtozékiértékelés mellett az aldbbi — |C|%*-val

jelolt — igazsagértéket rendeljiik:

' s PE([ta [, [t PR, [t BR) = i
L pm,...,tknm:{ igaz PRIl ) = dgas

hamis : kulonben

I,k

[\

. [2A[F* legyen —|A

3. |A A B|E" legyen |A|T" A |B|E-
4. |AV B|E" legyen |A|T" v |B|F~

5. |A D B|F" legyen |A|T" D |BE~

. . IZ,k* _ ; ; * 1
6. IV AlTF — igaz 4| =igaz k minden K* x — variansara
- |Vz A" = .
hamis : kulonben
: . k™ _ * .
7 1TpAIT — igaz : |A] =igaz k valamely k* x — variansara
= = ,
hamis : kulonben

Els6rendii formula kielégithetdsége: Egy A elsérendii formula kielégithet, ha van olyan Z interpretacié és
Kk valtozdkiértékelés, amelyre |A|TF =
kielégiti A-t), kiilonben kielégithetetlen.

Amennyiben az A formula zért, igazsigértékét egyediil az interpretacié hatdrozza meg. Ha |A|T = igaz, azt

igaz (ekkor azt mondjuk, hogy az Z interpretdcié és x véltozdkiértékelés

mondjuk, hogy az T kielégiti A-t vagy masképpen: Z modellje A-nak (Z = A).

Logikailag igaz els6érendii formula: Egy A elsérendii logikai formula logikailag igaz, ha minden Z inter-

pretdciéban és Z minden & véltozokiértékelése mellett |A[Z* = igaz. Jeldlése: = A.

Szemantikus kdvetkezmény: Azt mondjuk, hogy a G formula szemantikus kévetkezménye az F formulahal-

maznak, ha minden olyan Z interpretaciéra, amelyre Z |= F fenndll, 7 = G is igaz (jelolés: F = G).

Tétel: Legyenek Aj, Ay, ..., A,, B (n > 1) tetsz6leges, ugyanabbdl az elsérendi logikai nyelvbol valé formuldk.
Ekkor {A;, A, ..., A} E B akkor és csak akkor, ha A1 A Ay A ... A A, A =B kielégithetetlen.

Rezolucié: Elsérendii predikdtumkalkulusban is végezheté rezolucié, rdaddsul a moédszer helyes és teljes is.

Nehézséget a klozok kialakitdsa okozhat, amelyek zart, univerzalisan kvantalt literalok konjunkciéjabdl allnak.

Ehhez eszkozeink a prenex-, illetve skolem-formék.
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