4 - Interpolacios eljarasok

Az interpolaci6 1ényege
Legyenek
Xg, X1, -, X kUilONbOZG6 alappontok,

Yo, V1, r Y fllggvény értékek (&ltalaban : y; = f(x;))
Olyan P, € P, (max n. foku ) polinomot kerestink, melyre
P,(x))=y; (i=0,1,..,n) (B, —tinterpolaciés polinomnak nevezzik)
Lagrange-interpolacio
Definicio

Az xg, X4, ..., Xp klONb6z6 pontok altal meghatarozott
Lagrange — alappolinémok a kévetkezbk :

L (x) = H “ 5 (k=0,..,m)

Allitds
1, hak=1i
1)lk(xi): 6ki:{0 hak;ti

n

2) I, (x) = wn (%) ahol w,(x) = Hx — X;

(x = x )"y (%)

j=0

3 Lo =R = ) ee@) = ) f(x)l(0)
k=0 k=0

Jelélés

Iflleo = fllciap) = max{|f(x)] : x € [a,b] }

Tétel (Hibaformula)

Legyen [a, b] az xy, x4, ..., X, €s x € R (tetsz.) altal meghatarozott intervallum.
Tegyiik fel,hogy f € C"*Y[a, b]. Ekkor 3¢, € [a, b]:

fYE)

it “nt

fG) = P(x) =
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Máté
Typewriter
4 - 


2] lre21]l,

illetve |f(x) — P,(x)| < TR lw, (x)| < W” W |l

Bizonyitds: (Rolle-tétel segitségével)
3i : x = x; (feltehetd, hogy x # x; (Vi —re))

i wn(2)
0:2) = (@) = o) = 05 (FG) = Bu()
9x(x;)) =0( =0,..,n)és g,(x) =0, tehat g, —nek n + 2 darab gyodke van
= Alkalmazzuk a Rolle — tételt : g, —nekn + 1 db gyodke van [a,b] — ben

Jx —nek ndb gyoke van [a, b] — ben

g,(cnﬂ) nek 1db gydke van [a, b] — ben,

jeloljuk ezt &, — el
g V&) =0

g8 (2) = F () — ("+ )

(f (0) = Pa(x))

(n
wy (x )

(f) = P()

gI (&) = FOV(E) —0 - (£ GO = Pu()) = 0, tehat

(n+)

Fr () =

fOYE)

T a0 = (f(x) - ()

Hermite-interpolacio
Definicio
Legyenek
Xo, X1, -, X € [a, b] kiilonb6z6 alappontok,
mgy, My, ..., my, € Nmultiplicitasértékek,

yé’),yl(’),. ,y,EJ) fluggvény és derivalt értékek (j =0,..,m; — 1),

mEN,m+1=Zmi

i=0

Olyan H,, € P, polinomot keresiink, melyre H,(T{) (x;) = yi(j)
(i=0,..,késj=0,...,m;—1)
A feltételnek eleget tev polinomot Hermite — polinomnak nevezziik.



Tétel
Ha xy, x4, ..., X kulonbozbk, akkor 3' H,,

Bizonyitds:
m

H,(x) = Z axx® alakban keressiik, ami egy linearis egyenletrendszer.
k=0

pl..my=3,m; =2

y(O)'
(1 xo x° %o lia (21)
0 1 2x5 - mx,™ 1 [a(l’] Yo
00 2 . mOm=Dx" 20|y
1 X1 xlz xlm . yl(())
0 1 2x mx;"t  |la,, o

N

det(A) +# 0 & Egyértelmiien létezik megoldas
A homogén linearis egyenletrendszer segitsével belatjuk, hogy det(A) # 0.

Tegyik fel indirekt, hogy 3H, + H,
megoldasa a homogén Hermite — interpolaciés feladatnak.
R:=H, —H, R (x) = Hl(j)(xi) - Hz(j)(xi) =0
= Xg, X1, -, X — ban nulla, plusz a derivaltak is
= m + 1 gydke van multiplicitassal szamolva,
de R = 0,igy ellentmondasra jutottunk.

Tétel (Bizonyitas nélkiil)

Ha f € C™*a,b] és [a, b] az xq, x4, ..., x, altal kifeszitett intervallum,
akkor 3¢, € [a, b]:

M)
f(x) —Hp(x) = T D (%),

K
ahol 02,,(x) = l_l(x — x;)™
i=0

Tovabba

el

20 ()]

If(x) — Hp (0)] < Tmt D!



A Hermite-interpoldcio felirasanak médjai

1) Linedris egyenletrendszerbdl megoldva.
2) Lagrange-alakkal, de ezt csak specidlis esetekben, és bonyolult is.
3) Newton-alakkal.

Spline interpolacio
Spline fiiggvények

[a, b] € R, a=xy<x; <- <xp,=>bfelosztas, I = [x}_1,Xi]
Az S:[a,b] - R fliggvényt spline — nak nevezziik, ha

1) S|;, € P, (Vk —ra,és laspline fokszama)
2) S € C"1 (Belsé felosztaspontokra)

Az S interpoldcids spline, ha még

3) S(x) =f(x;) (i=0,..,n)
Lokalis bazis
l

P.(x) = z aj(k) - (x — x,_1)’ alakban keressiik.

=0
Az 1 — 3. feltételekre felirjuk a LER — t az a}k) egyitthatokra.

Redukalhat6 kisebb méretiire, és csak | = 1,2,3 — ra szokas megnézni.
=1, Elséfoku spline
Pr(x) = a(()k) + agk)(x — Xp_1) X €I

1) 0K
2) Folytonossag kell (1 = 1)

3)Pr(xp—1) = f(xy—1) = a(()k) +0
() _ f Q) = f(xge-1)

Pe(x) = fCr) = al? +a® (e — x4_1),  a

X — Xg—1
[=2, Mdsodfoki spline
Pe(@) = ag” + af (x = xy_1) + a5 (x — x-1)?

1) OK
Ismeretlenek szama : 3n (Minden intervallumon 3 egyiitthato)
Feltételek szama : int.pol. felt. : 2n (Minden polinomra 2 db)
=S€eCl
S"€C:n—1db (bels6 pontokban) = 3n —1db
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Tehat hianyzik 1 db feltétel az egyértelmiiséghez.
Ezt peremfeltételként szokas megadni.

[=3, K6bds spline

Ismeretlenek szama : 4n db
Feltételek szama : int.pol. felt.:2n db (= € ()
S; € C (bels6 pontokban) : n—1 db
S5 € C (bels6 pontokban) :n—1 db = 4n—2 db

Altaldban

l-ed fokti spline esetén (I-1) db feltétel hidanyzik. A hidnyzo feltételeket peremfeltételként
adjuk meg.

Klasszikus peremfeltételek

1) Hermite — féle : S3(a) = f'(a) és S5(b) = f'(b)

2) Természetes : S3'(a) =0ésS5'(b) =0

3) Periodikus : Ha f periodikus és (a,b) a periodusa (azaz f(a) = f(b)), akkor
S3(a) = S3(b) és S3'(a) = S5'(b)

Globdlis bazis
Jelélés

S5;(Q,) :az 2, = {xg, x4, ..., xp} alappontokhoz értelmezett
[ — edfoku spline — ok halamza.

oy _fe=x )b, hax=x
(x =) '_{ 0 , hax<xg

Tétel (Bizonyitas nélkiil)

1) dim (5;(2,)=1l+n
2)Az 1,x,x%, ..., x, (x — x)h , ..., (x — x,_1)Y lin. fliggetlen rendszer S;({2,,) — en.
3) VS € 5;(12,,) egyértelmlien elballithato6 a 2) pontbeli fliggvény — rendszerrel.

B-spline-ok
Definicio

supp(f) :={x e R| f(x) # 0}
Do = {oe, X_1, X0y vorr Xpy Xpy1, - } VEGtelen alappontrendszer, az f tartoja.



A By spline — okat B — spline — onak nevezziik (Bl,k €S (.Qoo)) ,ha
1) By, =20
2) supp(BLk) minimalis

3) Z Bu(x) = 1

=1, ,kalapfiiggvény”

>

Xk Xie+1 Xk4ao
X — Xk n c [ ]
——— , hax € [x;, Xp41
Xk+1 — Xk ¥
= ! Xp42—X
B =) T2 7% g x € [xpees, Xiso]
Xk+2 — Xk+1
0 , egyébként
=2
] 1 I
12 2
! . ' T
Xk Xg+1  Xk+2 Xg+3
h = hy
X — Xk ) ha x € [xerk+1]
B, (x) = 1 { h? + 2h(x — xpp1) — 2(x — X 41)?* ha x € [Xk41, Xk+2]
2k 2h? (Xp43 — %)° ) ha x € [xy12, Xp43]
k 0 , egyébként
=3
Xk Xk+1 Xpiz Xpez Xk+a
h = hy
( (x = x)° , hax € [x, Xp44]
h +3h%(x = xpq1) + 3h(x — x41)? = 3(x — xk41)%, ha x € [xpqq, Xpes2]
B3 (x) = 6h3 4 h3 + 3h? (X3 — %) + 3h(Xpe3 — 1)% = 3(Xka3 — %)%, ha x € [Xpeip Xpess)
L (Xpsa — %)° , hax € [xp43, Xk 44l
0 , egyébként



Tétel (Rekurzid, bizonyitds nélkiil)

By (x) = %Bz—l,k(x) + %Bz—uﬂ(@
Tétel (Elddllitds, bizonyitds nélkiil)
VS €S (2,):3c_y, ., C_1,C0,Cqy ey Cpnq E R :
n-1
S(x) = Z ¢iB,;
j=—1

Hibabecslések
Tétel (I1=1)

f € C?[a,b] és S; € S;(Qy,) interpoléacioés spline, akkor

2
If = Silleo < —||f"||oo. ahol h == mBk|hy| (k =1,..,n)

Bizonyitds:

VI, — enlin.int.pol.

Tétel (I=1, Bizonyitds nélktil)

f eClla,b] és S, € S;(Qy,) interpolacioés spline, akkor
If = Silleo < RllIf oo

Tétel (I=1, Bizonyitds nélkiil)

feCla, b]ésS; € 5,(Q,) interpolacids spline, akkor

If = Sill < 2E5,)(f),  ahol Es q)(f) = L n |f —Slle
1(-Qn)

Tétel (1=3, Bizonyitds nélkiil)

f eC*a,b]és S; € S3(Q,) interpolacios spline, Hermite — peremfeltétellel, akkor

5!
Sles . ()
If = Sallo < 5o BN (5
1 1
r_ 3 v —
I = Silleo < 52 BB e (57)

3 3
"n_ cn < Z p2||FIV ( )
If" = S3'lle < 3 REN 7 o >



Tétel (1=3, Bizonyitds nélkiil)

f € C%[a,b] és S; € S;3(Q,) interpolaciés spline,
valamelyik klasszikus peremfeltétellel, akkor

17| PR=R X P



