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Interpolációs eljárások 

Az interpoláció lényege �������� 
 �	, ��, … , �
 �ü�ö��ö�ő ����������, 
 �	, ��, … , �
 �ü���é�� é��é���    �á����á��� �  ��  �!��"# $���� %
 &  '
 !(��  �. ���ú " ���+��(�� ����,ü��, (����� %
!��"  ��     !+  0,1, … , �" !%
 / � +�������á0+ó, ���+��(��� ������ü�" 

Lagrange-interpoláció 

Definíció 

2� �	, ��, … , �
 �ü�ö��ö�ő ������ á���� (��3��á������ �������� / �������+�ó(�� � �ö������ő� � 
�4!�" 5  6 � / �7�4 / �7
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       !�  0, … , �" 

Állítás 

1) �4!��"   :4�  ; 1  , 3� �  +  0  , 3� � < + =  
2" �4!�"  ?
!�"!� / �4"?@
!�"  �3�� ?
!�"  6 � / �7




78	
  

3" �
  %
!�"  B �4�4!�"


48	
 B �!�4"�4!�"


48	
 

Jelölés 

C�CD 5 C�CEFG,HI 5 (��J |�!�"| �=  � & F�, �I L 

Tétel (Hibaformula) 

������ F�, �I �� �	, ��, … , �
 é, � & M !���,�. " á���� (��3��á������ +��������N(. 

O���ü� ���, 3��� � & P
Q�F�, �I. R���� ST4 U F�, �I: 
�!�" / %
!�"  �!
Q�"!T4"!� W 1"! ?
!�", 

Máté
Typewriter
4 - 
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+������  |�!�" / %
!�"| Y Z�!
Q�"ZD!� W 1"! |?
!�"| Y Z�!
Q�"ZD!� W 1"! C?
CD 

Bizonyítás: !Rolle-tétel segítségével" 
S+ � �  ��  ������3��ő, 3��� � < ��  !j+ / ��"# 
�k!�" 5 �!�" / %
!�" / ?
!�"?
!�" · ��!�" / %
!�"# 
�k!��"  0 !+  0, … , �" é, �k!�"  0, ��3á� �k / ��� � W 2 m���� ��ö�� ��� n 2����(���N� � o���� / �é���� �  �k@ / ��� � W 1 m� ��ö�� ��� F�, �I / ���  �k@@ / ��� � m� ��ö�� ��� F�, �I / ���  …  �k!
Q�" / ��� 1 m� ��ö�� ��� F�, �I / ���,  p��ö�pü� ��� T4 / ��  
�k!
Q�"!T4"  0 
�k!
Q�"!�"  �!
Q�"!�" / 0 / !� W 1"!?
!�" · ��!�" / %
!�"# 
�k!
Q�"!T4"  �!
Q�"!T4" / 0 / !� W 1"!?
!�" · ��!�" / %
!�"#  0, ��3á� 
�!
Q�"!T4"  !� W 1"!?
!�" · ��!�" / %
!�"# 
�!
Q�"!T4"!� W 1"! ?
!�"  ��!�" / %
!�"# 
 ⃞ 

Hermite-interpoláció 

Definíció 

�������� 
 �	, ��, … , �4 & F�, �I �ü�ö��ö�ő ����������, 
 (	, (�, … , (4 & q (N��+��+0+�á,é��é���, 
 �	!7", ��!7", … , �4!7" �ü���é�� é, m��+�á�� é��é���  !p  0, … , (� / 1", 

( & q, ( W 1  B (�
4

�8	
 

$���� rs & 's ���+��(�� ����,ü��, (����� rs!7"!��"  ��!7" !+  0, … , � é, p  0, … , (� / 1" 2 ����é������ ������ ���ő ���+��(�� r��(+�� / ���+��(��� ������ü�. 
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Tétel 

r� �	, ��, … , �4  �ü�ö��ö�ő�, ����� S! rs 

Bizonyítás: 

rs!�"  B �4�4
s

48	
 ������� ����,,ü�, �(+ ��� �+��á�+, �����������m,���. 
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m��!2" < 0 } R��é����(ű�� �é���+� (����má, 2 3�(��é� �+��á�+, �����������m,��� ,��í�,é��� ���á�pN�, 3��� m��!2" < 0. 
O���ü� ��� +�m+����, 3��� Sr� < rw  (����má,� � 3�(��é� r��(+�� / +�������á0+ó, ����m�����. 
o 5 r� / rw           o!7"!��"  r�!7"!��" / rw!7"!��"  0 n �	, ��, … , �4 / ��� �N���,   ��N,� � m��+�á���� +, n ( W 1 ��ö�� ��� (N��+��+0+�á,,�� ,�á(����, 
   m� o � 0, í�� ������(��má,�� pN����N��. 
 ⃞ 

Tétel (Bizonyítás nélkül) 

r� � & PsQ�F�, �I é, F�, �I �� �	, ��, … , �4  á���� �+��,�í���� +��������N(,  ����� STk & F�, �I: 
�!�" / rs!�"   �sQ�!Tk"!( W 1"! · �s!�", 

 �3�� �s!�"  6!� / ��"s�
4

�8	
 

O��á��á 

|�!�" / rs!�"| Y Z�!sQ�"ZEFG,HI!( W 1"! · |�s!�"| 
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A Hermite-interpoláció felírásának módjai 

1) Lineáris egyenletrendszerből megoldva. 
2) Lagrange-alakkal, de ezt csak speciális esetekben, és bonyolult is. 

3) Newton-alakkal. 

Spline interpoláció 

Spline függvények 

F�, �I � M,          �  �	 � �� � � � �
  � ����,��á,,      �4 5 F�4x�, �4I 2� �: F�, �I � M �ü���é��� ,��+�� / ��� ������ü�, 3� 

1" �|�� & '�  !j� / ��, é, � � ,��+�� ���,�á(�" 
2)  � & P�x�  !���,ő ����,��á,��������" 

Az S interpolációs spline, ha még 

3"  �!��"  �!��"   !+  0, … , �" 

Lokális bázis 

%4!�"  B �7!4" · !� / �4x�"7
�

78	
 ������� ����,,ü�. 

2� 1 / 3. ����é������� ���í�pN� � �Ro / � �� �7!4" ���ü��3��ó���. 
o�mN�á�3��ó �+,��� (é���ű��, é, 0,�� �  1,2,3 / �� ,���á, (���é��+. 
l=1, Elsőfokú spline 

%4!�"  �	!4" W ��!4"!� / �4x�"         � & �4  

1" $� 2" ��������,,á� ���� !�  1" 
3"%4!�4x�"  �!�4x�"  �	!4" W 0 
    %4!�4"  �!�4"  �	!4" W ��!4"!�4 / �4x�",     ��!4"  �!�4" / �!�4x�"�4 / �4x�  

l=2, Másodfokú spline 

%4!�"  �	!4" W ��!4"!� / �4x�" W �w!4"!� / �4x�"w 

1" $� �,(��������� ,�á(� � 3� !�+�m�� +��������N(�� 3 ���ü��3��ó" ����é����� ,�á(� � +��. ���. ����. � 2� !�+�m�� ���+��(�� 2 m�" 

 n � & P 
 �@ & P � � / 1 m� !���,ő ���������" n 3� / 1 m� 
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O�3á� 3+á���+� 1 m� ����é��� �� ���é����(ű,é�3��. R�� ����(����é����é�� ,���á, (���m�+. 
l=3, Köbös spline 

�,(��������� ,�á(� � 4�  m� ����é����� ,�á(� �  +��. ���. ����. : 2�  m� !n & P" 
 ��@ & P !���,ő ���������" � � / 1  m� 
 ��@@ & P !���,ő ���������" � � / 1  m� n 4� / 2  m� 

Általában 

l-ed fokú spline esetén (l-1) db feltétel hiányzik. A hiányzó feltételeket peremfeltételként 

adjuk meg. 

Klasszikus peremfeltételek 

1" r��(+�� / �é�� � ��@ !�"  �@!�" é, ��@ !�"  �@!�" 2" O��(é,����, �  ��@@!�"  0 é, ��@@!�"  0 3" %��+�m+�N, � r� � ���+�m+�N, é, !�, �" � ���+�mN,� !���� �!�"  �!�"", ����� 
 ��@ !�"  ��@ !�" é, ��@@!�"  ��@@!�" 

Globális bázis 

Jelölés 

��!�
" � �� �
  J�	, ��, … , �
L ����������3�� é����(�����  � / �m���ú ,��+�� / �� 3���(��. 
!� / �4"Q� :  ;!� / �4"�   ,    3� � � �4         0        ,   3� � � �4

= 
Tétel (Bizonyítás nélkül) 

1" m+( !��!�
""  � W � 2" 2� 1, �, �w, … , �� , !� / ��"Q�  , … , !� / �4x�"Q�  �+�. �ü������� ���m,��� ��!�
" / ��. 3" j� &  ��!�
" ���é����(ű�� ��őá��í�3��ó � 2" �������+ �ü���é�� / ���m,������. 
B-spline-ok 

Definíció 

,N��!�" � J� & M | �!�" < 0L �D 5 J… , �x�, �	, … , �
, �
Q�, … L �é������ �����������m,���, �� � ����óp�. 
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2 ��,4 ,��+�� / ���� � / ,��+�� / ���� ������ü� ���,4 & ��!�D"� , 3� 
1" ��,4  � 0 
2" ,N�����,4# (+�+(á�+, 
3" B ��,4!�"

4 &�
� 1 

l=1, „kalapfüggvény” 

 

 

 

��,4!�"  
��
�
��

� / �4�4Q� / �4      ,   3� � & F�4 , �4Q�I
�4Qw / ��4Qw / �4Q�      ,   3� � & F�4Q�, �4QwI

0               ,   egyébként      
= 

l=2 

 

 

3 � 34 

�w,4!�"  123w ·
��
�                          � / �4                                 ,         3�  � & F�4 , �4Q�I   3w W 23!� / �4Q�" / 2!� / �4Q�"w       , 3� � & F�4Q�, �4QwI                       !�4Q� / �"w                              ,         3�  � & F�4Qw, �4Q�I              0                                         , ���é��é��

= 

l=3 

 

 

 

3 � 34 

��,4!�"  163� ·
��
�
��

                                      !� / �4"�                                         ,   3� � & F�4 , �4Q�I3� W 33w!� / �4Q�" W 33!� / �4Q�"w / 3!� / �4Q�"�,   3� � & F�4Q�, �4QwI 3� W 33w!�4Q� / �" W 33!�4Q� / �"w / 3!�4Q� / �"�,   3� � & F�4Qw, �4Q�I                                     !�4Q� / �"�                                          ,   3� � & F�4Q�, �4Q�I                                  0                                                  ,   ���é��é��
= 

1 

�4Qw�4Q��4 

12 
12 

�4Q��4 �4Qw �4Q� 

46 

16 
16 

�4Q� �4Q� �4Qw �4Q� �4  
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Tétel (Rekurzió, bizonyítás nélkül) 

��,4!�"  � / ����W� / �� ��x�,4!�" W ��W�W1 / ���W�W1 / ��W1 ��x�,4Q�!�" 

Tétel (Előállítás, bizonyítás nélkül) 

j� U ��!�
" � S! 0x�, … , 0x�, 0	, 0�, … , 0
x� & M � 
�!�"  B 07��,7


x�

78x�
 

Hibabecslések 

Tétel (l=1) 

� U PwF�, �I é, �� & ��!Ω�" +�������á0+ó, ,��+��, ����� 

C� / ��CD Y 3w
8 C�@@CD , �3�� 3 5 max|34|  !�  1, … , �" 

Bizonyítás: 

j�
 / �� �+�. +��. ���. 
 ⃞ 

Tétel (l=1, Bizonyítás nélkül) 

� U P�F�, �I é, �� & ��!Ω�" +�������á0+ó, ,��+��, ����� 

C� / ��CD Y 3C�@CD 

Tétel (l=1, Bizonyítás nélkül) 

� U PF�, �I é, �� & ��!Ω�" +�������á0+ó, ,��+��, ����� 

C� / ��CD Y 2R£¤!Ω"!�" , �3��  R£¤!Ω"!�" 5 (+�£ & £¤!Ω¥"C� / �CD 

Tétel (l=3, Bizonyítás nélkül) 

� U P�F�, �I é, �� & ��!Ω�" +�������á0+ó, ,��+��, r��(+�� / ����(����é������, ����� 

C� / ��CD Y 5384  3�C��§CD           ¨ 5!2� © 4!ª 
C�@ / ��@ CD Y 124 3�C��§CD           ¨ 14!ª 
C�«« / ��@@CD Y 38 3wC��§CD           ¨ 32�ª 
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Tétel (l=3, Bizonyítás nélkül) 

� U PwF�, �I é, �� & ��!Ω�" +�������á0+ó, ,��+��, ����(���+� ���,,�+�N, ����(����é������, ����� 

C�@@Cw � C��@@Cw 


