8 - Lineéris algebra

DEFINICIO: Legyen V' nem iires halmaz (elemei: a. b, c....). 1 vektortér az R felett a
+. A- miiveletekre nézve, ha teljesiil mind a tiz alabbi kivetelmény:

L/1. + : Vx V — V, azaz Ya.b € " -hez hozz4 van rendelve egy a + b € V;
1./2. va.bc V b4 a=a4b (kommutativitis);

L/3. Ya,b.ccV (a4 b)+c=a+ (b c) (asszociativiths);

L/4. 30V : YacV 04+ a=a(=a+0) (,nullvektor” léfezése);

L/5. VaeV I(—a)eV : (—a)+a=0(=a+t(—a)) (,ellentett” 1étezége);

L/ A - B« V — V, azaz ¥ A € B, a € V" -hez hozz8 van rendelve egy A-ac17;
/2. vhpeRaclV' (Au)-a=A-(p-a) (,asszociativitas”);

IL/3. YA peRacV (Adp)-a=A-aip-a (elsd disztibutivitas);

/4. YAcB.abeV A-(at+b)=A-a+A-b (masodik disztributivitas);
IL./5. Yac V' 1l.a=a.

TETEL: 3'0€V : ¥aclV 0O+a=a(=at0).
TETEL: YacV 3l (—-a)eV : (—a)+a=0(=a+(-a)).
TETEL: A € E. ac |V esetén

Ara=0<= A=10vagy a=0.

TETEL: YacV, (—a) = (—1) - a.

DEFINICIO: Legyen k = 1; aj,as,....a; € V [vektorrendszer, réviditve: vr; a ,rend-
gzer” arra utal, hogy a vektorok kdzdti lehetnek egyenldk, akir mind egyenld lehet];
M.Aaeo M € R Az ag...ag, vr Aq. ... Ay egylitthatés LINEARIS KOMBINACIOJA
Arar + Azas + ..+ Apag. Az eredmény egy V-beli vektor. Az a,....a; vr TRIVIALIS
LINEARIS KOMBINACIOJA: Oa; + ...+ Oag. Barmely vr trivialis lineris kombin4ci6ja
= 0.

DEFINICIO: Az a,.aq, ..., a; vr LINEARISAN OSSZEFUGGO (roviditve: O), ha,

3 A As. ... Ay, € R, nem mind 0, melyekre Aja, + Aza, + ... + Apa; = 0 (azaz, ha a
vektorrendszernek létezik nullvektort ad6 nemtrivilis linedris kombinéci6ja).
DEFINICIO: Az a,.a,.....a, vr LINEARISAN FUGGETLEN (réviditve: L), ha

Lpin, pizy oo i € B pnag + pioag + .o+ g, = 0 = g = o = .. = . = 0} (azaz, ba a
vektorrendszernek CSAK a trividlis linedris kombinécidja ad oullvektort).

DEFINICIO: Legyen V vektortér R felett a +, \- miveletekre, e;,....e, € V. Az e, ....e,
bézig (réviditve: B) V-ben, ha L és a 1" minden vektorat el$allitjak lineris kombinicid-
Jukként.

TETEL (ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO):
Legyen eq....,e, BV-ben;ac V;a=a,e, +..+a,e,; 1 =1 =n. Ekkor
=S I = PRI Y = PN I = B V-ben = g -f— (.

TETEL: Ya.be VIlxcV:atx=h.

TETEL: ey.....e, BV-ben,ac V = Fla.....a, € R : a=me; + ... + e,
TETEL: Ha e,.....e, = V olyan, hogy vac V3ila.....a, e B : a=0e1 +... +a,e,.
akkor ey, .... e, bazig V-ben.

DEFINICIO: e,.....e, B V-ben,a € V. a = a,e, + ... + a, e, esetén azt mondjuk, hogy
az a koordinitii az e,..... e, bizigban o, ..., 0. Jelilége:
(A5}
ko
[ale = [a]e,..e, = | . | ER™

¥y
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DEFINICIO: W altere V-nek [jelslése: 1 < V], ha W C V és 1" vektortér az I felett
»a V" beli miveletekre”, azaz pontosan fogalmazva a + ;- é8 Ay miveletekre nézve.

1. PE£WCV '
TETEL: W=V < {2 abelW =a+beW ;.

3 AeRacW = daclW
DEFINICIO: Az A 2" V jelentse azt, hogy a € A = a € V (de itt csak egyszer!).
DEFINICIO: (| # A ,©7 V é8 v € V esetén azt mondjuk, hogy a v linedrisan fiige az
A-16l, ba a v elfbllithatd valamely véges sok A beli vektor valdés egyilitthatds linedris

TETEL: k = 2, a;.....ax € V esetén
al....ap O = Ja;, ami linefrigan flige az a1.....a; _1.8;,1, .... a3 vekiorrendszertsl.

DEFINICIO: §§ # A ,S" V esetén W (A) = {v|v € V. vline4risan fiige A-161}.
TETEL: Tetszéleges (| # A ,S” V esetén 1/ (A) < V, tovabba A ,C7 1W(A).

TETEL: {W, SV. W, SV} = W, NnW, £ V.

TETEL: ay....a;.b € Via,....a, L & a,....a,.b O esetén b linebrisan fiigg az
ay....,a,-téL

DEFINICIO: il # A ,S7 V esetén tekintsiik a V" dsgzes, az A-t ftartalmazé” alterének a
metgzetét. Ennek neve: az A altal generélt (kifeszitett) altér, jeldlége: (A).

TETEL: | # A ,S" V esetén (A) = W (A).

DEFINICIO: G generatorrendszer (rdviditve: G) V-ben, ha || # G ,C” V és (G) = V.
Igy mér a bézis definici6jst is réviditheijik: B (V-ben)= L és G (V-ben). Ez
végtelen vektorrendszerre is érvényes lesz, ha L-et definidljuk erre az esetre: Egy végtelen
vektorrendszer L, ha birmely véges részrendszere L.

TETEL: Ha V +# {0} & V-ben van véges generitorrendszer (1 ,végesdimenzids™), akkor
létezik bazis 1'-ben, 801 barmely véges generdtorrendszerbdl kivalaszthatd bazis.

1. 8ZAMU KICSERELESI TETEL: Legyen a. ....a; L; by, ....b,, G V-ben. Ekkor

o) 3Jje{l,..m}:b;a. .8, L 3)  k=m (azaz |[L|Z|G|).

TETEL: Ha B,.B, bazisok V-ben, n pozitiv egész, |B,| = n, akkor B, is véges és
|Bs| = n.

DEFINICIO: Az T feletti 1 vektortér dimenzidja:

0, ha IV = {0} :
diml" = { egy tetszbleges B elemszédma, ha V # {0} &8 van véges G V-ben;
00 egyébként.

DEFINICIO: Az a, .... a,, vektorrendszer rangja az Sltaluk generilt altér dimenzibja:
r(ay...,a,,) =dim{a;,....a,} (az r helyén hagznilatos a p illetve o i8.)
Ha dim V' = n > 0, akkor V"-ben tetszSleges B, L, illetve G-re |B|=n, |L|= n, |G|Z n.

2. SZAMU KICSERELESI TETEL: Legyen dimV = n > 0; ay,...,a; Ly by.....b,, G
V-ben. Ekkor

a)  Fjre.j. €l .om} itk s = 0]: aj.a.....a..b; .....b; B V-ben.

3)  m = n esete: Ekkor G helyett B lesz, 8 az igy ad6dd Allitds szerepel kicgerélési
tételként Gyapjas Ferenc: Linedris algebra és geometria ¢. jegyzetében.

%) Lineérigan figgetlen rendszer kiegészithetd bazissa.

0)  |L|=n esetén az L: B is.



DEFINICIO: Legyenek adottak az n és m pozitiv epész szdmok, tovibbi minden
11 wen fl1en
ic{l...,n}ésjc{1....,m} esetére az a,; valés szdmok. Az | : | tAblaza-
flnl lyam
tot egy I feletti mAtrixnak nevezziik, 8 A-val jeldljik, részletesebben A = [a,] .., VAgY
11 e 2 1ym
A= : .|, az A métrix i-edik sora j-edik elemének jelBlése: a;; vagy i[4];.
pl 0 Qyun
Az A és a B méatrixok egyenlSk, ha alakjuk azonos (mondjuk r x m-es) és a megfelels
elemeik mepgegyeznek, azaz minden ,gzébajivd” i.j parra (1 = 1 = n, 1 = j = m)
teljestil, hogy ;[A]; = ;[B];. Az R feletti » x m-es métrixok halmazat E"*™-mel jeldljik
(R_‘H - R”Kl}.
miiveletek:
4 Ersm  Frxm _, Prxm A B fa Rr=m eﬁetéﬂ _.-I.-I—B Fn Rrxm b3 [Ilil:ll:lE]l S\Z‘Sba‘]a‘n’ﬁ
i, j-re ;[A+ B]; = ;[A]; + ,[B];.
)L' . R by RHKJH — HHK]H- ‘}‘ E ]R_‘ A E HHK]H Eﬂetéﬂ .JL.FI. E HHK]H és minden mbajavﬁ
i, j-Te ;I[J'LA]_, = A x[A]j
TETEL: B"*" vekiortér az I felett a fenti +. \- miveletekre nézve, dimRE™" " = nm.

DEFINICIO: A € B"*", B € R™*F egetén AB € R"** gy, hogy minden szibajdvs
hjre(most l=i=n 1=j=Fk)

M

J|AB; = Z Al e[ B];.

TETEL: A c R™*™, B c R™=**=_  c E*** egetén
A(AB)C = {my =m, &8 ko = ka} = JA(BC)
I
(AB)C = A(BC).
TETEL A e RT.’KT?H- B e Rfrlgxkz_ ol c R:ra;::{k;: egetén
JAB+C) = {my =ma=mgz 88 ks = ka} = JAB 4+ AC
I
A(B +C) = AB + AC.
TETEL: A€ R, A € R"*™, B ¢ B"*k = \(AB) = (AA)B = A(\B).

10 ... 0
01 .. 0 ;

DEFINICIO: I,, = o .| € R""T az n x n-es egységmétrix, [[.]; = d;; =
0o o0 .. 1

(1): ';: . (A4, egyik smokésos elnevesése: Kronecker-gzimbolum.)
Az egységmatrix elnevezést az indokolja, hogy az I, a szorzésnil minden olyan métrixot
valtozatlanul hagy, amellyel az adott sorrendben 3ssze lehet szorozni:
TETEL: A € R"*™ egetén [, A = A &3 Al = A.
DEFINICIO: A € R"*' egetén az A métrix trangzponélija: AT € B'"*" melyre minden
sz6bajovs i. jre ;[AT]; = ;A
TETEL (A transzponilas kapesolata az eddigi miiveletekkel):
A B cRrrm — {_,._1_|_ B]T =47 —I—BT;
AcR. A cBEm — [JL-—I.]T _ };AT,
A = ]R_‘HN'EH‘ B e mek = {AB]T — BT.FI.T.



DEFINICIO: A = [a,.....a,,] € R"*™ gseloprangja: o_(A) = r(a,.....a,,) (emlékeztets:
= dim(a,,....a,,)); sorrangja pedig o_(A) = o_(AT).

TETEL: Legyenek C' = [c,.....c,,| &8 D = [d,..... d;] ebben a sorrendben &sszeszorozha-
t& R feletti matrixok. Ekkor p_ (C'D) = o (C).

TETEL: Tetszdleges B feletti A métricra o, (A) = o, (A) [ezentd]l = p(A), az A rangja;
a o helyett hasznélatos p vagy akér r is].

DEFINICIO: A € R"*™ esetén:

az A egy jobb oldali inverze az A-nak, ha AU ¢ R™*" &g AAW = [,

az A" egy bal oldali inverze az A-nak, ha A" e R™*" g3 AP A = [

az A" kétoldali inverze A-nak, ha bal oldali inverze is é3 jobb oldali inverze is A-nak.
Az AX = I, fenti megoldhatdshgi feltételébdl mar leolvashatd az A € " =™ jobb oldali
inverze létezésének szilkséges és elégaéges feltétele: o(A) = n.

TETEL: A € R"*™ egetén:

(1) FAY = p(A) =n;

(2) AP = p(A) = m;

(3) A 1= p(A)=n=m=TAM FAD &g egyenlsk = I A1,

A négyzetes matrixok kizoit tdbb olyan métrix tipus van, amely valamilyen szidmolas
elvégzését megkdnnyiti.

MO0 .0
0 Ay .. O

A kbvetkezd n x n-es méafrix neve diagonélis matrix: . . Ith a nem-
o 0 o A

nulla elemek csak a f54t16ban lehetnek (egy elem akkor van a f84tléban, ha a sorindexe
é3 az oszlopindexe megegyezik), de a f64tldban ig lehetnek nullik tetszdleges szAmban.
Az n x n-es diagondlis métrixokkal kénnyil szAmolni, mert két ilyen diagonalis métrixot
agy lehet Gsszeszorozni, hogy a megfeleld diagonilis elemeket Gsszeszorozzuk. MAs mét-
rixoknél ez nem ilyen kellemes, de mégis ériliink, ha az alak legaldbb félig olyan, mint
a diagondlisndl. Egy négyzetes métrixot felsd hiromszdg métrixnak szokés hivni, ha a
fSatloja alatt mindeniitt nulla van. Az alsé haromszdg métrixban pedig a f64tl6 felett
van mindeniitt nulla. A4 € B"*" esetére megemlitiink még néhAny specidlis fajtat: A
szimmetrikus, ha A" = A; A antiszimmetrikus, ha AT = —A; A projektor métrix, ha
A? = A; A nilpotens métrix, ha van olyan k pozitiv egész, melyre A" = 0; A invert4lhatd
métrix, ha van kétoldali inverze.

DEFINICIO: A € C"*™ esetén az A métrix adjungiltja: A* € C*", melyre minden
gzObajéve j. k-ra j[A%]r = k[A];. %'Az A matrix adjungaltja a transzponaltjanak a komplex konjugaltja. ‘
TETEL (Az adjungalas kapcsolata a matrixmiveletekkel):

A B c ,:-Cr.':{m = {_‘1—|— B]I* — A* -I—_E*;

AEC, A e CM¥™m = (AA)* = A%

A E C'HN'EH‘ B E ETHK‘&' = {AB:I* — B*.‘i*.

TETEL (rangtarté stalakitasok): a;.....a, € 1 (vt. R felett), A € E, X # 0 egetén

r(az.a....ak) = r(aj. as, ...,ap),

r(Aay, as,....a;) = r(a;, as. ... a;),

rlay + as, as, ...a;) = r{a;. as. ... a;),

r(a; + Aag. As....,a;) = r(a;. as, ... ag).

TETEL: A € R™™, p(A) = r 2 | egetén A ~ fﬂ gJ c Rrxm,

DEFINICIO: 4 € R"*™ egetén az A'®) egy Altalanositott inverze az A-nak, ha A®) ¢
Rm*n gg AA®IA = A.
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Az A mátrix adjungáltja a transzponáltjának a komplex konjugáltja.


71 [ISET
DEFINICIO: Az A = | . | € ™" métrix determindnsa egy aldbb defi-
fIn1 ... flpn
nidlt szdm, melyet réviden |A|-val jeldliink, részletesebben kiirhatjuk a matrix elemeit a
szokott médon, de figgsleges vonalak kdzé:

flyq . LI
(14] =) | : D= ) (=nIOEetag s, -

Uyl v gn J.::-nl
TETEL: Legyen n = 2.
a) Ha az 1.2, ... n gzdmok 1. 14, ..., 1,, permutécidjidban két, elemet felcgeréliink, akkor az
inverzidgzdm paratlan szdmmal viltozik.
b) Ha az A € B"*" métrix valamely két sorit felcseréljiik, akkor az igy nyert 5 métrix
determinénsa: |B| = —|A|, azaz két sor felcserélése esetén a determinénsg értéke (—1)-gyel
szorzidik.
TETEL: Ha n = 2 & az A € B"*" métrixnak van két megegyez8 sora, akkor A determi-
nénsa 0.
TETEL: Han = 2, A € . esetén az A € R"*" métrix egyik sordhoz egy mésik sordnak
a M-szorosit hozzdadjuk, akkor az igy keletkezett métrix determindnsa is 4|, tehat az
a rangtarto Atalakits, amikor egyik sorhoz egy mésik sor szédmszorogit adjuk, egyben
determinanstarté is!

TETEL:
i1y ] pn_1 i 11 1n—1
= flan
flf[al_l ﬁ'f.’—:.].'?.'—l ”.:;::l-” By 11 e Bp_lm—1

KOVETKEZMENY: Fels$ haromszig matrix (9/2) determininsa a f¢4tléban 1évs elemek
gzorzata.
KOVETKEZMENY: A € B"*" egetén
|4 #0 = p(Ad)=n =3I AL
KIFEJTESI TETEL: n = 2, A € R"*" egetén
a) Tetszdleges 1 = i = n esetén

n

Al =) aijAsj;

i=1
b) Tetazdleges 1 = j = n esetén

n

|A| = Zﬂ”;-l,-j.

i=1
CRAMER-SZABALY: 4 = [a),....a,] € B™*", |4] # 0. b € B" egetén 3! x € R",
melyre Ax = b, tovibb4 az x j-edik komponense (j = 1....,n)

o det{[alb .EI.“]]
T det([ar, oay, . an])




Linearis programozasi feladat:

Egy olyan szélsOértékfeladatot, melyben a feltételek linearis egyenlet-, illetve
egyenlGtlenségrendszerrel vannak megadva, €s egy linearis célfliggvény szélséértékeét
keressiik, lineéaris programozasi feladatnak neveziink.

Példak:

— Takarmanyozasi feladat: hogyan tudjuk a minimalis napi sziikségletet a lehetd legolcsobban
beszerezni?

— Termelési feladat: hogyan tudjuk adott feltételek mellett a lehet6 legnagyobb hasznot
termelni?

Lehetséges megoldas:

Azokat a pontokat, melyek a feltételrendszer Osszes feltételét kielégitik, lehetséges
megoldasnak nevezziik.

Optimalis megoldas:

Azokat a pontokat, melyek lehetséges megoldasok, és ahol a célfiiggvény értéke (feladattol
fliggden) minimalis/maximalis, optimalis megoldasnak nevezziik.

Standard alak:
Ax = b
X > 0
dx - max
(b > 0)

Minden LP feladat standard alakra hozhat6:

— afeltételek kozti egyenlétlenségek kikiiszoboléséhez segédvaltozokat vezetiink be

—  azx azon elemeit, melyek negativak is lehetnek, felbontjuk x;" - x;” alaktra

— amennyiben minimumot keresiink, a célfiiggvényt (-1)-el szorozva visszavezethetjiik
maximumkeresésre

Bézismegoldas:

Egy LP feladat bazismegoldésa egy olyan vektor, melyben a bazishoz nem tartozé valtozok
értéke 0. Minden LP feladatnak véges sok bazismegoldadsa van. Standard alakban létezik
megengedett bazismegoldas.

Szimplex algoritmus:

Kezdeti/szimplex tabla:

(o
>

I

0 -c' 0"

1. Oszlopvalasztas: az elsd olyan oszlopot véalasztjuk, melyben az alsé (z-c) sorban negativ elem all.
Legyen ezen oszlop indexe j.



2. Generator/pivot elem valasztasa: a j. oszlopban kivalasztjuk azt az i. sort, melyre [Al];;.; pozitiv
és bi / [Al];j1 minimalis. Utobbit hanyadosszabalynak is nevezziik.

3. A kivélasztott sor segitségével nullazzuk ki a kivalasztott oszlop tobbi sordban 1évo elemeket az i.
sor megfeleld szamszorosanak hozzdadasaval.

4. Ismételjiik az eljarast az elso 1épéstdl addig, amig az alsé sor minden eleme nagyobb vagy
egyenld nem lesz, mint nulla. Ekkor a szimplex tabla bal als6 sarkdban megjelenik az
optimalis célfliggvényérték, valamint leolvashaté a megoldas az elsé oszlopbol.

Megjegyzés:

- ha nem bazis oszlopban a (z-c) sorban 0 szerepel, akkor 1étezik alternativ optimum.

- ha 1étezik olyan oszlop, melyre a (z-c) sorban negativ, a tobbi sorban pedig nem pozitiv elemek
szerepelnek, akkor a feladat megoldasa nem korlatos.

- a szimplex algoritmus ciklikussa valhat, ekkor kiilonb6zd valtozatait kell hasznalnuk a
megoldashoz (pl Bland szabdly, lexikografikus szimplex modszer)



