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11 - Programozasi tételek

7.1.2. A programozasi tétel fogalma

Ha megnézziik az el6z06 fejezet programozasi tételeit, azt latjuk hogy ezek feladat-
megoldas parokat adnak, a tétel az benntiik hogy a megoldasokat a levezetésiikkel
be is bizonyitjuk. De egy programozasi tétel val6jaban nem egy feladatot és egy
megolddst ad meg, hanem a feladat és a megoldas sémdjdt. Ez azt jelenti, hogy
a programozasi tételekben vannak meg nem hatarozott részek, amiket a vissza-
vezetéskor lehet , kitdlteni”. Példaul az 6sszegzés tételében egy intervallum felett
értelmezett fliggvényrol beszéliink, de a fliggvényrol csak a tipusat mondjuk meg,
egyéb kikotést nem tesziink. Ezek alapjan egy programozasi tétel a kovetkezo ele-

mekbdl all:
e programozasi feladat (informalis)

e paraméterek és a paraméterekre tett kikotések leirasa

formalis specifikacio

megoldo program

a megoldo program levezetése

7.1. A visszavezetés mint analég programozasi médszer

Analog programozasnak nevezziik azt, amikor egy feladat megoldasahoz egy mar
ismert és megoldott feladat megoldasat hasznaljuk fel. Altaldban nem pontosan
ugyanazt a feladatot oldottuk meg korabban, hanem egy hasolot, azonban a két
feladat fontosabb részeit meg tudjuk feleltetni egymasnak. Az analog programozasi
modszerek feladata a feladatok hasonlo részei kozotti megfeleltetések alkalmazasa
a megoldo programokra.

Fontos kilonbséget tenni a megoldasi folyamat megismétlése és a megoldd
program lemasolasa kozott. A megoldasi folyamat (példaul levezetés) megismét-
lése nem igazan hatékony modszer, de elénye hogy kevesebb a hibalehetéség. Ha
csak a megoldé programot masoljuk le az 14j feladatra alkalmazott formdban, a
két feladat kozotti kulonbségeket nehéz atvezetni a programokra, konnyen téved-
hetiink. Ezért gyakran nem konkrét feladatok megoldasait haszndljuk fel, hanem
sémitkat, vagyis olyan dltalanos feladat-megoldas parokat ahol bizonyos elemek pa-
raméterként vannak megadva, és az egyes konkrét esetek hatarozzak meg hogy mit
kell behelyettesiteni. [lyen sémédkra adunk most néhany példat.

¢ nevezetes algoritmusok
¢ nevezetes tipusok és adatszerkezetek
e tervmintdk, elemzési mintak

o keretrendszerek (framework-ok)
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Néhany egyszer(i programozasi tétel, mindegyikben az egészek valamely [m...n] intervalluma
felett vannak értelmezve. Az lres intervallum jeldlése: [n+1...n].

1.1 Osszegzés
Tegyuk fel, hogy adott az f: [m ...n] — Z fuggvény, és ki akarjuk szamolniaz s = Y-, (i)
Osszeget. ElGsz0r feladat specifikacio:

A = IXEXT
m n s
B = 7Zx7
m' '
Q = m=m'"An=n"Am<n+1)

R = (QAs=LXL, f®)
A megoldashoz az allapotteret bévitjik egy j: Z komponenssel. A megoldd program egy ciklus
lesz, tgy hogy a ciklus invaridnst az utéfeltétel gyengitésével kapjuk.

P = (QAs=XL, f0)

o= (j#n)

t = (n—))

Mivel az invarians nem kovetkezik az el6feltételbdl, ezért szekvenciat alkalmazunk kozbilsé

feltétellel, ezt nyilvan biztosithatjuk egy (s,j := 0,m — 1) értékaddssal.
Q=QAs=0Aj=m~-1)

A ciklusmag definidldsahoz tudjuk, hogy a termindld fuggvényt csdkkenteni kell, igya (j :=j + 1)

értékadast kell elhelyezni a ciklusmagban. Az invarians tulajdonsag megtartdsa végett az s

véltozéhoz hozza kell adnunk a (j + 1)-edik figgvényértéket.

A megoldd program a kovetkez6:

——————
(Osszegzés(rﬁ, i, »)/]

—
s,ji=0,m-1
jEN

| sjr=s+ f(j+1),j+1

Megjeqyzés:
Egy hasonld programot kaphatunk, ha az 6sszegzést rekurziv fliggvénynek tekintjik, és az erre
vonatkozd programozasi tételre vezetjik vissza a feladatot:
Im-1 = 0,
i2m—-1:g41 = gi+fi+1).
Felhasznalva a rekurziv fliggvény kiszamitasa programozasi tételt, a kovetkez6 programot kapjuk:

i,s:=m-—1,0

i#n
si=s+f(i+1)

i=i+1

1.2 Szamlalas
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Ebben az esetben nem egy fliggvény, hanem egy 3 : [m ...n] — L tulajdonsdg van megadva, és a
feladat az, hogy szamoljuk meg, hogy az [m ...n] intervallum hany elemére teljesil a B
tulajdonsag. A feladat specifikacidja:

A = EXEXE
m n d
B = Zx7Z
m' o
Q = m=m"An=n"Am<n+1)

R = (QAad= Zf:mX(ﬁ(I)))
Az allapotteret bévitjiilk egy komponenssel. Ciklust alkalmazunk és az invarians az utéfeltétel

gyengitése:

P = (QAd=LXL, x(Bi))
no= (j#n)

t = (n—j

Az invaridns nem teljesiil magatol, ezért itt is szekvenciat hasznalunk, kdzbiilsé feltétellel.
Q=QAd=0Aj=m-1)

A terminalé fliggvényt itt is csokkenteni kell a ciklusmagban, igy sziikség van a j ndvelésére, de
ahhoz hogy az invaridns megmaradjon, ebben az esetben a y(8(j + 1))-et kellene hozzdadnunk
a d-hez, vagyis a kdvetkezd ciklusmag adddna:

jodi=j+1,xB(+1) |

De mivel a y(B(j + 1)) kifejezés nem megengedett, ezért eldgazast alkalmazunk.

A megoldd program a kovetkez6:

(Szamlalas(i, 71, d‘D

dj=0m-1
jEN
Blj+1)
jd=j+1,d+1 \ j=j+1
Megjeqyzés:
Hasonld megoldo programot kaphatunk, ha a szamlalast a y°f fliggvény 6sszegzésére vezetnénk
vissza:
e M —m,
® >0,
o s —d,
o f(i) = x(B(0).

Ha erre alkalmazzuk a nem-megengedett kifejezés kitranszformalasat, akkor a szamlalashoz
nagyon hasonlé programot kapunk.
d,j:=0m-1
j#En
B(j+1)
d=d+1 | SKIP
ji=j+1

1.3 Maximum-keresés
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Most tekintstik az f: [m..n] — H fuggvényt, ahol H tetszéleges rendezett halmaz. A feladat az,
hogy hatdrozzuk meg az f egy maximum helyét és a maximum értékét. Vegyuk észre, hogy a
feladat értelmezhet8ségéhez az intervallum nem lehet Ures. A feladat specifikacidja:

A = IXTIXIXH
m n i max
B = 7Zx7
m' o’
Q = m=m"An=n"Am<n)
R = (Qnie[m.n]Amax = f(i)A (Vje [m.n]f(j) < f(i)))

Az allapotteret bévitjiik egy k : Z komponenssel. Az invaridanst most is az utéfeltétel gyengitésével
kapjuk, igy hogy a minden kvantor tartomanyat szdkitjik:

R = (Qnie[m.k]Amax= f(i)A (¥je [m.kIf(j) < f(i)
n = (k+#n)
t = (m—k

Az invaridns kezdeti beallitdsahoz most nem lesz j6 az Ures intervallumos megoldas, mivel az lires
intervallumra a maximum nincs értelmezve. Viszont vehetiink egyértelm( intervallumot:

Q =(QAk=mAi=mA max = f(m))
ez pedig nyilvanvaldan biztosithato egy (k,i,max := m,m,f(m)) értékadassal. Ciklusmagban

egyrészt novelni kell a k értékét, hogy csokkentsiik a terminald fliggvényt. Mdsrészt nem biztos
hogy megmarad az invarians, ezért eldgazast kell hasznalni. A program:

NN
(MaxKer(m,n,z, max) )
N I 2/

k, i,max := m,m, f(m)

k+n
flk+1) > max
kimax:=k+1,k+1, f(k+1) k=k+1

1.4 Feltételes maximum-keresés
Legyen f, mint az el6bb, plusz még egy B tulajdonsdg is. A feladat most az, hogy [m..n]
intervallum R elemei kozil taldljuk meg a legnagyobb fliggvényérték(it. Az intervallum dres is
lehet. Nem biztos, hogy van 8 tulajdonsagu elem. A feladat specifikacioja:

A = ZXZXZXxHXL
m n i max 1
B = ZXTZ
m’ nt
Q = m=m'An=n"Am<n+1)
R = (Qa(=3je[m.n]:p(j)A

Al = (i€ [m.n] Amax = fi) A (¥je[m.n]l: B(j) = f(j) < i)
A megoldashoz az dllapotteret bdvitjik a k : Z komponenssel. A megoldéprogram egy ciklus lesz,
ahol az invarianst a szokott médon kapjuk az utdfeltételbdl, a kvantalas tartomanyat bévitjik:

P = (QA(=3je[mk]: () A
Al — (i€ [m.k]Amax = f(i) A (¥je [m.Kk]:B()— f(j) < f(i)

n = (k#n)

t = (n=-k

Hogy az invaridns kezdetben teljesiljon, szekvenciat alkalmazunk:
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Q=QA-TAk=m~-1)

A ciklusmagban csokkenteni kell a terminalé fliggvényt, ezt egy (k:=k+1) értékadassal tudjuk

megtenni. A ciklusmagban szekvenciat alkalmazunk, a kézbiilsé tagja egy Q" = P **

, @ masodik
tagja az értékadas. A programnak mdr csak az invarians tulajdonsag fenntartasa lesz a feladata,
esetszétvalasztassal a kovetkezd esetek adédhatnak:

— nem B(k+1) az invarians akkor is megmarad, ha nem csinalunk semmit (SKIP),

— | = hamis, B(k+1) megtalaltuk az elsé R tulajdonsagu elemet, (l,i,max:=igaz,k+1,f(k+1)),

— I=igaz, B(k+1) mar taldltunk R tulajdonsagu elemet, de ez Gjabb, ekkor maximum keresést

alkalmazunk.
A program:
(FeltMaxKer(n, i, 1,7, inax))
[
Lk :=hamis,m -1
k#n
-Bk+1) Blk+1) A=l Blk+1) Al
flk+1) > max
L i, max :=
SKIP b - .,
igaz,k+1, f(k+1) 1, ax := SKIP
k+1, flk+1)
ki=k+1
Linearis keresések Kivalasztas

A linearis keresések alapfeladata az alabbi fliggvény segitségével hatarozhaté meg:

B:7 — L, meZ, ko = m: p(ko)

A kérdés az, hogy melyik az a legkisebb i > m, amelyikre teljesil a B tulajdonsag.
Feladatspecifikdcio:

A = ZX7Z
m i
B = Z

m’
Q = (m=m"ATkg=m: p(ky))
R = QAizmAB(i)¥je [m.i—1]:-p(j))
Els6 és masodik valtozat
A megoldashoz ciklust haszndlunk, a ciklusinvarianst utéfeltétel gyengitéssel kapjuk:

P = (QAiz>mV¥je[m.i—-1]:-p())
no= (=p(i)
t = kp—1i

Ha elkezdjiik ellendrizi a ciklus levezetési szabalyait, azt talaljuk, hogy az els6 mar nem teljesil,
nem kovetkezik az el6feltételbdl a i = m kikotés. Ezért szekvenciat alkalmazunk.

Q =(QAi=m)
kozbilss feltétellel. Az elsG része (i := m) értékadas lesz. Ciklusmagnak valaszthaté az (i := i+1),
ellendrizziik a ciklus levezetési szabalyait Q'-re:

Atdolgozta: Cserép Maté 2011. janius 25.


Máté
Strikeout

Máté
Typewriter
Kiválasztás

Máté
Typewriter
Átdolgozta: Cserép Máté

Máté
Typewriter
2011. június 25.


Q = (QAi=m)=POK

Pr-n = (PAB(G) = ROK.
PAnm = (PA-BGi)= lf(i:=i+1),P)OK.
PAT ko—i> 00.K.

LU

PAmAko—i=to 6((:=i+1),ko—i < to) =

(ko—i<t)) ™l =(ky—i—1<1t,) OK.
Alabbi program megfelel:

LinKer1(m, i)

i:=m
=p(i)

| =i+l

Linker 2.8
Tekintstik az alabbi y logikai figgvényt:
yimn]l|—->1L mneZ m<n+1

A kérdés most az, hogy az [m, n] intervallumon van-e y tulajdonsagt elem, és ha
van, adjuk meg koziiliik a minimalisat.

Végyiik észre, hogy ez visszavezethetd! az el6z6 esetre, 6(i) = (i < n) vélasztas-
sal.

= ZXEZEXLXZ

/
m n 1 1

= IX7

m' n'
m=m'An=n"Am<n+1)

= (QAl=Gjemn]:y()Al= (i€ [mn]Ayi)AVYje[mi-1]:-p())))

BO = o
I

A ciklus levezetése hasonloan alakul:

P = (Qaiem=1nlAl=3j€[m,i]: v(j)AYje[m,i—=1]:-y()))
n = (=lAT#n)
t = n—i

Q = (QAi=m-=1A=Il)

@inKerZ.S(er, il A'D
[
i,l:=m—1,hamis

sIAT£n
[=y@+1)

i=i+1

A linearis keresés egy masik véltozata a ciklusmagban elagazast alkalmaz, és csak

a 'gamma’ tulajdonsag teljesiilése esetén frissiti 'I' értékét.

Egy szintén Ujabb valtozat pedig a ciklusmagban csak 'i' értékét ndveli az elsé megfeleld
elemig, és 'I' értékét csak a ciklus utan allitja be.
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6.2.2. Logaritmikus keresés

Legyen H egy olyan halmaz, amelyen meg van adva egy < teljes rendezési relacio.
Tekintsiik az f : [m,n] — H fuggvényt. A kérdés az, hogy az f fuggvény felveszi-e
ah € H értéket, és haigen, adjunk meg egy olyank € [m, n helyet, ahol a h felvétetik.

|'f‘ monoton novd fuggveény.

= ZXZXHXLxL

m on h ! i

= ZXZXH

mon h ]
m=m'An=n"Ah=hH Am<n+1AVjke[mn]:(fe<k= f(j) < f(k))
= QAl=3je[mn]: fiy=h)Al= (i €[mn]A f(i) =h))

O w o
I

A feladat megoldasahoz ciklust hasznalunk. Az 6tlet most az, hogy nem balrdl job-
bra lépkediink, hanem alkalmasan sziikitgetjiik az intervallumot mindkét oldal-
rol. Az allapotteret bovitjik az u,v : Z valtozékkal, G.h. az [u,v] intervallumra
fogjuk sztikiteni a vizsgalatot. Az invarianst az utofeltétel gyengitésével kapjuk,
a terminalo fliggvény most azt fogja megmondani, hogy hany elemet kell még
megvizsgalni. Hogy a ciklus kezdeti feltételei teljesiiljenek, az inicializaciét egy
szekvencidval végezziik el.

P = (QAu>mAv<nAYje[mn]\[uv]: f(j)£hA
Al= (i€ [u,v] A f(i) =h))

n = (=~lAu<wv)
t = (v—u+1)
Q = (QAu=mAv=nAl=hamis)

A ciklusmagban nincs mas dolgunk, mit , kettévagni” az éppen vizsgalt [u, v] in-
tervallumot. Elvileg barhol elvégezhetnénk ezt a vagast, de az eljaras miiveletigénye
szempontjabdl a legelénydsebb, ha pont a kézepén. A ciklusmag egy szekvencia,
melynek kozbiilsé feltétele:

Q"=QAuzmAv<nAVje[mmn]\[uv]: f(£hA-IAiE[u,D])

A specifikacio ilyetén finomitasa utan kénnyen ellenérizhet, hogy az alabbi pro-
gram megoldja a feladatot:

LogKer(m, it,1,1)
u,v,l := m, n, hamis
—lAu <o
:=[(u+7v)/2]
f@)<h f@)y=nh f@)>h
u=1i+1 | % :=igaz vi=i—-1
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5.1.3. Rekurziv fiiggvény

Legyen most f az alabbi rekurziv dsszefiiggésekkel megadva:

fm = fo
fm—l = tq
fm-ks1 =t

Itt a k rogzitett egész szam, to, t_1, ..., t_;41 konstansok. A rekurziv Osszefliggést az
alabbi képlettel adjuk meg;:

Ez m :ﬂ+1 :P(‘! +1Jﬂtﬂ*1r"'lﬂ*k+1)
Ezekben a képletekben hasznaltuk az f; = f(i) jelolést. A feladatot az allapottér
bovitésével oldjuk meg:

A’:XxYxY... Y x7Z
¥ Vi1

A megoldo program egy ciklus lesz:
P = (iemnlAy=FfiAyi=fiia A Ay = fige1)

n = (i#n)
t = (n—1i)

Mivel az el6feltételbdl nem kovetkezik a ciklusinvaridns, szekvenciat alkalmazunk
a kovetkez6 kozbiilso feltétellel:

Q=QAi=mAy=tgAy1 =t A AYgg =1t ;1)

I.J Yo, Y= ?Hrtﬂrt—lr‘ . -rt—k+1

i#n

Y.y, .o Yk—1 2= P(i+11y1ylr-'-ryk—1)r
Yy Y2

i=i+1

A ciklusmag kozbilso feltételének természetesen hasznalhatjuk a P=*1 fel-
tételt. Altalaban k = 1 szokott lenni, ekkor a program az aldbbi alakra egyszertiso-
dik:

i, y:=m,tg
i#n

y=F@i+1y)
i=i+1
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4.2. Program-transzformaciok

A programtranszformaciok altalaban olyan atalakitasai egy programmak (nem fel-
tétleniil azonos allapottér felett), hogy a transzformalt program az allapottér egy
lényeges része felett ekvivalens lesz az eredeti programmal. Ennél kevesebbel is
megelégedhetiink, bizonyos transzformacioknal olyan programot kapunk, ami az‘
eredeti program altal megoldott barmely feladatot megoldja, vagyis az eredeti pro-
gramnak finomitdsa. (ez GT-nél is hasonléan szerepel.)

Emlékezzunk arra a tételre, amit az elsé fejezetben mondtunk ki a program-
fuggvényt mint feladatot megoldé programrol:

$mo. p(S) & (YE Smo.F= Smo. F)

Ezt nevezhetjiik akar a programtranszformaciok alaptételének is. Altaldban ez fel-
hasznalhat6 a programtranszformacidk helyességének bizonyitasara. Azonban, ha
egy transzformaciorol ,latszik, hogy j6”, a bizonyitastol eltekinttink.

4.2.1. Szerepe a feladat finomitasiban

Csak a levezetési szabalyok hasznalataval megoldhatunk egy programot, de ha
kozben arra is oda kell figyelni, hogy mindenhol megengedett kifejezéseket és
feltételeket hasznaljunk, akkor a munka kinkeserves lesz. A feladat finomitasanak
hasznos eszkozei az adat- és fliggvényabsztrakcio. A fliggvényabsztrakcional nem-
megengedett kifejezéseket irunk fel, mikozben programkonstrukciokkal bontjuk
szét a feladatot. Ezeket tudjuk megengedetté tenni a kienelési szabalyok segitségé-
vel. Az adatabsztrakcional, ha a megoldoprogram eldallitasa soran az allapottérbe
sorozatokat vezettiink be, gyakran kapunk esetlen, a sok atmeneti tirolé miatt
nem-hatékony programokat. Ezeknek a programokat az adatfeldolgozasi tulaj-
donsagaibol kiindulva a programinverzid segitségével az atmeneti valtozokat eli-
minalhatjuk az allapottérbdl, ezzel egy tomorebb és hatékonyabb (bar lehet, hogy
kevésbé atlathato) programot kapunk. A programinverzié kiillonosen akkor kap
jelentdséget, ha egy absztrakt tipust el6- vagy utéfeldolgozassal implementaltunk.
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