19. fejezet
Logika

Az itéletlogika és a predikdtumkalkulus szintaxisa és szemantikija. A sze-
mantikus kovetkezményfogalom. Alapvetsd modszerek a szemantikus kovet-
kezmény bizonyitasara az itéletlogikaban — igazsagtabla, szemantikus fa, re-
zoltcid.

19.1. Alapfogalmak

A logika targya (elvileg) az emberi gondolkodési folyamat vizsgalata és
helyes gondolkodasi formak keresése, illetve 1étrehozésa.

19.1.1. Definicié (Allitas). Olyan kijelentés, melynek logikai értéke (igaz
volta) eldénthetd.

19.1.2. Definici6 (Gondolkodasi forma). Gondolkoddsforma altt eqy olyan
(F, A) part értiink, ahol A dllitas, F = {Ay, ..., A,} pedig dllitasok eqy véges
(?) halmaza.

A gondolkoddsforma helyes, ha minden esetben, amikor F' minden dllitdsa
1gaz, akkor A is igaz.

19.1.3. Definici6 (Igazsagértékek). Legyen L = {igaz, hamis} az igaz-
sagértékek halmaza.

A logikai miiveletek igazsagtablaja.
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19.2. Itéletlogika

19.2.1. Definici6 (Az itéletlogika szintaxisa). Az itéletlogika abécéje (Vy):
o itéletvdltozck (V,),
o zdrdjelek ((,)),
o logikai miveleti jelek (—,\,V,D).
1. Minden itéletvdltozo itéletlogikai formula (ezek a primformulak ).

2. Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor —A, =B, (AN B), (AV B) és
(A D B) is dtéletlogikai formuldk.

3. Minden itéletlogikai formula elddall a fenti szabdlyok véges sokszori al-
kalmazasdval.
Megjegyzés. Precedencidk bevezetése mellett a zarojelek egy része elhagy-
hat6, ami javithatja a formulak olvashatosagat.

19.2.2. Definici6 (Literal). Ha X itéletvdltozd, akkor az X és =X formu-
lakat literdloknak nevezziik, melyeknek alapja X .

19.2.3. Definicié (Részformula, kézvetlen részformula).

1. Primformuldnak nincs kézvetlen részformuldja.
= A kizvetlen részformuldja A.

Ao B kozvetlen részformuldja A (bal oldali) és B (jobb oldali).

~ e

Eqgy formuldnak részformuldja a kozvetlen részformuldja.

o

Eqgy formuldanak részformuldr minden részformuldjinak kiozvetlen rész-
formuldz is.

19.2.4. Definici6 (Miivelet hataskore). A formula részformuldi kozil az
a legkisebb logikai dsszetettségii, melyben a miwvelet eldfordul.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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19.2.1. Az itéletlogika szemantikaja

19.2.5. Definici6é (Interpretacio). Interpretdcionak nevezink eqy I : V, —
L fiigguényt, mely tehdt minden itéletvdltozohoz eqyértelmiien hozzdrendel eqy
1gazsdgértéket.

19.2.6. Definici6 (Bazis). Kiértékelés eqy bazisdnak nevezzik a kiértékelt
formuldaban szerepld itéletlevdltozok egy sorrendjét.

19.2.7. Definici6é (Formula logikai jelentése). A formula logikai jelen-
tése eqy By : F — L fiigguény, ahol I eqy interpretdcio, F pedig az dsszes
formuldk halmaza.

1. Ha X itéletvdltozd, akkor B;(X) = I(X).
2. Ha X = =Y negdcids formula, akkor B;(X) = —I(Y).
3. Ha X = (Y o Z) alaki, akkor B;(X) = Bi(Y) o Bi(Z).

19.2.8. Definici6 (Igazhalmaz, hamishalmaz). Fgy formula igazhalmaza
azon interpretdiciok halmaza, melyen a formula igazsdgértékelése igaz. A for-
mula hamishalmaza az interpretdciok ,mdsik fele”, tehdt azon interpretdciok
halmaza, melyekre a formula igazsdgértékelése hamis.

Igazsagtablazat

Az Osszes interpretacio és a hozzajuk kapcsoldédo logikai jelentések meg-
adasanak egyik modja az igazsagtablazat (1d. példaul a fejezet elején).

Az igazsagtablazatban felsoroljuk az Osszes itéletvaltozd minden kiérteé-
kelési kombinaciojat. Ez alapjan mar tetszéleges formula igazsdgértékelése
kiszamithato a logikai miiveletek igazsagtablazatabol.

Szemantikus fa

19.2.9. Definicié. Egy n wvdltozos szemantikus fa eqy n szintd bindris fa,
ahol a szintek a bazisbeli vdltozoknak felelnek meg. Minden csicsbol kivezetd
eqyik €l az X, a masik a =X értékkel cimkézett, ahol X a kiuindulo csics
szintjéhez rendelt vdltozo.

Egy szemantikus fa minden levele egy-egy interpretéciot reprezental. Ha
egy levéltdl felfelé haladunk a faban, akkor X jelentse azt, hogy I(X) = igaz,
—X pedig, hogy I(X) = hamis.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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Szemantikai fogalmak

19.2.10. Definicié (Kielégithets és kielégithetetlen formula). Egy for-
mula kielégithets, ha van olyan interpretdcio, melyben igazsdgértéke igaz
(Ezt I |=o F-fel jeloljik és vigy olvassuk, hogy I az F formula modellje).

Kielégithetetlen egy formula, ha nem kielégithetd, azaz igazsdgértékelése
minden interpretdcidban hamais.

19.2.11. Definicié (Tautoldgia (logikai torvény)). A tautoldgia olyan for-
mula, mely minden interpretdcioban igaz értéki.

19.2.12. Definicié (Tautologikus kovetkezmény). G formula tautologi-
kus kévetkezménye F formulahalmaznak, ha minden interpretdcioban

[):()f:>]):0G

19.2.2. Az eldontésproblémak
Elontésprobléméanak nevezziik a kovetkezs feladatokat:
1. dontsiik el tetszéleges formularél, hogy tautologia-e!

2. dontsiik el tetszoleges formulérol, hogy kielégithetetlen-e!

19.2.13. Tétel (A kielégithetetlenségrdl). Ha F ¢ G, akkor FU{-G}
kielégithetetlen.

19.2.14. Tétel (Dedukcio). F o G < F\{F,} o (F. D G).

19.2.15. Tétel (A tautologiardl). F ¢ G ¢ F1 D (F, D (... D
(F, D G)...)).

Megjegyzés. A fenti tétel alapjan tehat az egyik eldontésprobléma vissza-
vezethetd a masikra, igy elég egy kérdést vizsgalunk.

Megoldas igazsagtablazattal

Az itéletlogikaban a tautologidk megkeresésének legegyszeriibb modszere
az igazsagtablazat.

Készitsiik el a formula igazsdgtablazatat: ha a formula minden interpre-
tacioban igaz, akkor tautolégia, ha pedig mindenhol hamis, akkor kielégithe-
tetlen.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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Megoldas szemantikus faval

19.2.16. Definicié (¢ igazsagértékelés).

1. Ha A primformula, akkor a pA® feltételt pontosan azok az interpretdciok
elégitik ki, melyekben [(A) = igaz, AP feltételt pedig azok, ahol I(A) =
hamis.

2. A p(=A)* feltétel pontosan akkor teljesiil, ha teljesil a A" fetétel.

3. A o(AN B)® feltétel pontosan akkor teljesiil, ha egyszerre teljesiilnek a
©A" és B feltételek.

4. A o(AV B)' feltétel pontosan akkor teljesiil, ha vagy a 9 A*, vagy a B
feltétel teljesiil.

5. A (A D B)! feltétel pontosan akkor teljesiil, ha teljesiil a @ A" vagy
©B! feltétel.

(A hamis esetek is konnyen adddnak.)

A fenti definici6 alapjan felépithetjiik egy formula igazsagértékelés-fajat,
melybd6l megkapjuk a formula igaz-, vagy hamishalmazat.

Tegyiik fel, hogy az igazhalmazt keressiik F' formulara. Az igazsédgértékelés-
fa gyokerében pF* all, az alatta 1évé szinteken pedig mindig a fenti feltételek
szerint bonjuk fel a feltételt, amig csak primformulék igazsagértékeléséhez
nem jutunk.

@ (XOYAZv—X), ha implikicios formula
QXt mzv_xn ha diszjunkeiés formula
1 értékadas P
konjunkciés formula @ (YAZ)Y, © (—X) ', negdciés formula
0 7i qJXI‘
oZi 3 értékads
2_eértekadas
l.ag 2.ag 3.4g
XY Z XYZ XY Z
h~ ~ ~ii h~ ~

19.1. 4bra. Igazsagértékelés szemantikus faval

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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Szemantikus fara illesztés

19.2.17. Definicié (Kl6z). Kldznak nevezzik kilonbozd literdlok diszjunk-
ctdjdt.

19.2.18. Tétel. Az eldontésprobléma visszavezethetd klozhalmaz kielégithe-
tetlenségére.

A tétel szernt tehat elegend§ klozhalmazokat vizsgalnunk, a tovabbiakban
ezt tessziik.

Egy k kloz akkor hamis egy interpretacidoban, ha minden literalja hamis.
Egy L literal hamis abban az interpretaciéban, ahol a szemantikus faban
a literdlnak megfelel cimke —L. Egy kloz illesztése a szemantikus fara az
olyan agak kivalasztésa amelyeken a kl6z minden literalja negélva szerepel.
Ezekben az interpreticidokban ez a kl6z hamis. Cdfolo csicsnak nevezziik a
szemantikus fa azon csticsat, amelyiket elérve egy kloz (amely azt megelézGen
még nem volt hamis) hamissa valik. Levezetd csicsaz a csics, amelyiket
két cafolo csics kovet. A szemantikus fa egy 4ga zart, ha cafol6 csicsban
végz6dik. A szemantikus fa zart, ha minden aga zart.

Hatékonysag novelése. A mobdszer hatékonysaga novelhetd, ha nem aka-
runk minden levelet illeszteni, hanem a biztosan illeszthet6 agakat azonnal
illesztettnek vessziik. Ezt ligyes bazisvalasztassal kombinalva jelentGsen csok-
kenthetjiik az illesztési id6t.

Rezolicid

A rezolicié modszere is klozhalmaz kielégithetetlenségét vizsgalja.

19.2.19. Definicié (Rezolvens). Két kloz (Cy és Cs) rezolvalhatok, ha
pontosan eqy komplemens literdlpart tartalmaznak.
Ha Cy = XV és Cy = XV, akkor rezolvensiik p(Cy, Cy) = C1V 5.
Ha C] és C} iiresek, akkor a fenti rezolvenst iires kloznak nevezzik és U
jgellel jeldlyik.

19.2.20. Definicié (Rezolucids levezetés). S kldzhalmaz rezolicids leve-
zetése olyan véges C1,Csy, ... C, klozsorozat, ahol¥Ni=1,...,n :

o (; €85, vagy

o J1 < s,t <, hogy p(Cs, Cy) = Cj.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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19.2.21. Tétel (A rezoluci6 helyessége és teljessége). Egy kldzhalmaz-
bol rezolicios levezetéssel akkor és csak akkor dllithato eld az tres kloz, ha a
klozhalmaz kielégithetetlen.

A rezolicios levezetések elGallitasara kiillonbozé stratégidk 1éteznek, me-
lyeknek egy része megérzi a teljességet, mig masok nem.

Linearis rezolacié. Olyan ¢q, p1, g2, po, - - ., Gn, Pn, kl0zsorozat, ahol ¢1, p1 €
S,és1=2,3,...,nesethben ap; ap;,_1,q_1 rezolvense, ahol ¢;_; € S, vagy egy
korabban megkapott centralis kloz (rezolvense valamely ps, ¢s(s < i)-nek).

19.2.22. Tétel. A linedris rezolicio teljes rezolicids stratégia.

Linearisinput-rezolécié. Olyan ¢y, p1, g2, P2, - - ., Gn, Pn, kl0zsorozat, ahol
qi,p1 € S,és1=2,3,...,nesetben a p; a p;_1, q;_1 rezolvense, illetve ¢; € S.

19.2.23. Definicié (Horn-kl6z). Horn-kléznak nevezzik az olyan klozt, mely-
ben legfeljebb eqy nem negdlt literdl van.

19.2.24. Tétel. A linedrisinput-rezolicid Horn-klozokon teljes.

19.3. Els6rendi logika

19.3.1. Definici6 (Elsérendi allitas). Elemek egy halmazdra megfogalma-
zott kijelentd mondal.

19.3.1. Az els6rendii logika leiré nyelve

Nem logikai rész. Egy
<S,PFC >

négyes, ahol S a fajtaszimbolumok nem {ires halmaza, P a predikdtumszim-
bolumok, F' a fiiggvényszimbolumok, C' pedig a konstansszimbélumok hal-
maza.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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Logikai rész.

e Individuumvaltozok (minden fajtaban legfeljebb megszamlalhatoan vég-
telen sok).

e Logikai miiveletek (mint a nulladrendd logikanal).
e clvalasztojelek ((,)),

e kvantorok (3, V).

19.3.2. Az els6rendii logika szintaxisa

19.3.2. Definici6 (Term).

1. Minden w fajtdji individuumudltozé és konstansszimbolum m fajtdju
term.

2. Ha f(my,...,mp;7p) € F ésty,... L rendre my, ..., T fajtdji termek,
akkor f(t1,....tx) egy 7y fajtdju term.

3. Minden term elddll a fenti szabdlyok véges sokszori alkalmazdsdval.
19.3.3. Definicié (Formula).

1. Hap(my,...,m) € P predikdtumszimbolum ésty, ... ty rendremy, ... oy
fagtdji termek, akkor p(ty, ... tx) formula (atomi formula).

2. Ha A és B formuldk, akkor = A, Vx A, Ix A, valamint (Ao B) is formu-
ldk.

3. Minden elsérendd formula elddll a fenti lépések véges sokszori alkalma-
zdsdval.

Formulak részei. A részterm és részformula fogalmak kdnnyen definidl-
hatok.

19.3.4. Definici6é (Primformula). Az atomi formuldkat és a kvantdlt for-
muldkat primformuldknak is nevezzik.

19.3.5. Definicié. Egy formula x vdltozojanak eqy eldforduldsa:

e szabad, ha nem esik x-re vonatkozo kvantor hatdskérébe,

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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e kotitt, ha x-re vonatkozo kvantor hatdskorébe esik.

19.3.6. Definicié. Egy formula x vdltozdoja
e Lotott, ha minden eldforduldsa kotott,
e szabad, ha minden eldforduldsa szabad,
o cqyébként vegyes.

19.3.7. Definicié. Egy formula
e zdrt, ha minden vdltozoja kotélt,

o nyitott, ha legaldbb eqy vdltozdjanak van legaldbb egy szabad eldfordu-
ldsa,

e kvantormentes, ha nincs benne kvantor.

Megjegyzés. A zart formulék elsérendd allitasokat szimbolizalnak.

19.3.3. Az els6rendii logika szemantikaja

19.3.8. Definici6 (Matematikai struktara). Matematikai struktira egy
< U,R, M, K > négyes, ahol

o U =J_ U, nem ires alaphalmaz (univerzum,),
e R az U-n értelmezett logikai fiigguények (reldciok) halmaza,

o M az U-n értelmezett matematikai figguények (alapmiveletek) hal-
maza,

o K az U kijelilt elemeinek (konstansainak) esetleg tres halmaza.

19.3.9. Definici6 (Interpretacio). Az interpreticio egy < u, R, M, K >
matematikai struktira és [ =< Ig, Ip,Ip, Ic > fligguénynégyes, ahol

o [g:m—U,,
o Ip: P — P,
[ IF:F—>F1,

o Ic:C—CH([CTCU).

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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19.3.10. Definicio (Valtozokiértékelés). Egy k: V — U leképezés.

19.3.11. Definici6 (Els6rendii formula logikai értéke). Eqy elsdrendd
formula logikar értéke I interpretdcioban, k wvdltozokiértékelés mellett a k-
vetkezdképpen alakul:

1. ha z individuumudltozd, akkor |z|t = k(x),
2. ha c konstansszimbdlum, akkor |c|l = Ic(c),
3 f (st = Te(H) (L, - [tal),
4oty )l = Te) ([0l - [talh),

5. |~AlL = —|ALL

6. |AN Bl = |A[; A |B

7. 1AV Bl = A,V |B|,

8. |AD Bl = |Al; > |Bl,

9. |VzA|lL =igaz, ha |A

i* =1igaz a K minden K* x-varidnsdra,

10. |3z A|L = igaz, ha k-nak van olyan k* x-varidnsa, melyre |A|L. = igaz.

19.3.4. A szemantikus kovetkezményfogalom

19.3.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy G formula szemantikus kivetkezmé-
nye az F formulahalmaznak, ha minden olyan I interpretdciora, amelyre

I'=F, fenndll I =G is. (Jelilése F = G.)

A kovetkezményfogalomhoz kapcesolodo definiciok és egyes tételek (eldon-
tésprobléma, dedukcid) a nulladrendd logikdhoz hasonlé modon kimondha-
tok.

19.3.13. Tétel. Ha G tautoldgia, akkor G logikailag igaz.

19.3.14. Tétel (Gddel). Az elsérendd eldontésprobléma nem oldhaté meg
algoritmikusan.

Megjegyzés. Véges univerzum esetén létrehozhato els6rend formula igaz-
sagtablaja, illetve szemantikus faja a kiértékelési szabalyok alapjan, de ezek
még egyszert formulédk esetén is nehezen kezelhetdk.

Készitette: Bogndr Bdlint, Atdolgozta: Cserép Mdté 2011. junius 26.
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Rezolucid

Els6rend(i predikdtumkalkulusban is végezhetd rezolicio, radadasul a mod-
szer helyes és teljes is. Nehézséget a klozok kialakitasa okozhat, amelyek zdrt,
unwverzalisan kvantdlt literdlok konjunkcidjabol dllnak. Ehhez eszkozeink a

prenez-, illetve skolem-formdk.
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