20 - Szamitaselmélet

Dr. Gazdag Zsolt kiadott jegyzete alapjan

2009. janius 22.

Kiszamithat6sag
Alapfogalmak

e Szamitési problémanak neveziink egy matematikai nyelven megfogalmazott, szamitogéppel megoldando
feladatot.

e Egy probléma és a probléma egy bemenete alkotja a probléma egy példanyét.

e Valaszként a probléma megoldasat kapjuk. Specidlis esetben a valasz igen/nem lehet. Ezeket a
problémakat eldontésproblémanak nevezziik.

Formalis definiciok

e Egy FF : A — B parcialis fiiggvényt szamitasi problémanak neveziink. A parcilissag sziikséges,
mert a problémanak lehetnek olyan példanyai amik algoritmikusan nem szamolhatok ki.

e F kiszamithatd, ha létezik olyan algoritmus, mellyel V& € A-ra véges sok lépésben kiszamolhato
F(X) € B.

e Ha egy probléma altal meghatarozott fliggvény kiszamithato, akkor a problémét megoldhatonak
nevezziik.

e Ha egy eldontés probléma kiszamithato, akkor azt speciélisan eldénthetének nevezziik.

Church-Turing tézis

A kiszamithatosag ismert matematikai modelljei ekvivalensek az effektiven kiszamithato fliggvények
osztalyaval(, azaz nem ismeriink a Turing gép altal reprezentalt algoritmus modellnél erésebb eszkozt).
A tézis nem tétel, mert elemeit nem tudjuk formélisan definialni.

A Turing-gép, mint algoritmus modell, a rekurziv és rekurzivan
felsorolhaté nyelvek

A Turing-gép
A Turing-gép fogalma

A Turing-gép egy véges sok allapotu diszkrét titemskalas eszkoz.

Részei:

e Egyik irdnyban végtelen, egyforma mezdkre osztott szalag.
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e Ir6 olvaso fej, mely a szalagon fut.

e Véges sok belsg allapottal rendelkez6 vezérls egység.

Inditaskor a gép szalagjan csak a bemeng sz6 van, ezen kiviil minden jel az ugynevezett 'szokoz’. A fej a
szalag bal szélén tartézkodik és a gép pedig a kezdGallapotban van.

Egy iitemében a gép kiolvassa a fej alatti jelet és az allapotatol fliggben: 1j jelet ir a szalagra, valamely
iranyban elmozditja a fejet és 0j allapotot vesz fel.

Formalis definicié

M ={Q,%,T,0,q0, ¢, qn} rendszer, ahol

Q az allapotok véges, nem iires halmaza

e X a bemend jelek abécéje

I" a szalagabacé; ¥ C I', de I'\X mindig tartalmaz (legalabb) egy specidlis jelet, a szokozt

90,9:,9» € @ rendre: kezddallapot, elfogadd- és elutasité allapot.

d: (Q\{gi,gn}) xT — Q x T x {L, R} atmeneti fiiggvény, ahol L,R a fej mozgasanak iranyait
jelolik.

Konfiguracio

uv s76 talalhatd, a gép ¢ allapotban van és a fej v elsg jelére mutat. Ha ¢ € {¢;, ¢, }, akkor megallasi
konfiguraciordl beszéliink. ¢ = g; esetén elfogado, ¢ = g, esetén elutasité a konfiguracio.

Kezdgkonfiguracionak nevezziik a gou| | konfiguraciot, ha u € ¥*.
Konfiguraciéatmenet
Legyen ugav egy konfiguracié, ahol a € T és u,v € T'*.

e §(q,a) = (r,b, R) esetén ugav b ubrv’, ahol v =o', ha v # ¢, kiilénben v' = | |.

e 5(q,a) = (r,b,L) esetén, ha u # e, akkor ugav F u'rebv’, ahol ¢ € T' és u'c = u, egyébként
ugav b urbv.

M véges sok lépésben eljut C konfiguraciobol C’-be (jelolés: C H* C’), ha van olyan n > 0 és Cy, Cs, ..., Cy,
konfigurécié sorozat, melyre C; = C és C,, = C’ és minden 1 < i < n-re C; - Ciy1.

Kiilonb6z6 Turing-gép valtozatok
Mindkét irdnyban végtelen szalagt Turing-gép

Ez a valtozat annyiban tér el az eredtitsl, hogy a szalagja mindkét irdnyban végtelen, igy korlatlanul
lépkedhet rajta jobbra és balra.

K-szalagos Turing-gép

Az eredeti modelltdl eltéréen ennek k darab szalagja van. Mindegyiken kiilon olvaséfejjel, melyek mozgasa
fliggetlen a tobbitél. Formalisan csak az dtmenetfiiggvénye tér el az eredeti modelltsl a kdvetkezsk szerint:

§: (Q—{qi,qn}) xT% — Q x I'* x {L, R}*, ami értelemszerii kiterjesztése az egyszalagos esetnek.



Nemdeterminisztikus Turing-gép

A nemdeterminisztikus autématikhoz hasonlé kiterjesztése a Turing-gép modellnek.

Tétel: A fenti modellek mindegyikéhez konstruédlhat6 veliik ekvivalens félszalagos Turing-gép.

A rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek

Az M altal felismert nyelv azoknak az u € ¥* szavaknak a halmaza, melyekre: wuqo| | H* z¢;y, ahol
r,y e ésyFe.

Egy L € X* nyelv felismerhets, vagy rekurzivan felsorolhato, ha létezik olyan M Turing-gép, melyre
L =L(M). A rekurzivan felsorolhat6 nyelveket RE-vel jeloljiik.

Tovabba, ha L € ¥*-hez létezik olyan M Turing-gép, mely a nyelv Gsszes szavara megallasi konfiguracioba
jut és felismeri L-et, akkor a nyelvet eldonthetének, vagy rekurzivnak nevezziik. A rekurziv nyelvek
osztalyat R-rel jeloljiik.

Algoritmikusan eldonthetd és eldonthetetlen problémak

Egy nem rekurziv felsorolhaté nyelv

Legyen a nyelv olyan (M, w) parok halmaza, melyre M egy megfelelGen elkodolt {0,1} abécé feletti
Turing-gép, mely elfogadja w-t. Ezt a nyelvet L,-nak nevezziik. Parja az Lays nyelv, mely azon {0,1}
abéceé feletti Turing-gépek kodjait tartalmazza, melyek nem fogadjak el sajat kodjukat.

Formalisan: L, = {w;111w;|i,j > 1, w; € L(M;)} és Laus = {w;ili > 1, w; ¢ L(M;)}

Egy L nyelv rekurzivan felsorolhaté, ha létezik olyan M Turing-gép, amelyre L=L(M).
Tételek Ha M minden bemenetre megall, akkor L rekurziv, azaz eldénthetd.

e Tétel: L, rekurzivan felsorolhat6, de nem rekurziv. L4 s nem rekurzivan felsorolhato.

e Tétel: Ha egy nyelv rekurziv, akkor a komplementere is rekurziv.

e Tétel: Ha egy nyelv és komplementere rekurzivan felsorolhato, akkor a nyelv rekurziv.

e Tétel: A megallasi probléma, azaz az Ly nyelv rekurzivan felsorolhat6, de nem eldonthetd

Ha P rekurziv nyelvek egy halmaza, akkor azt a rekurziv nyelvek egy tulajdonsidganak nevezziik. Trividlis
a tulajdonsag, ha P = @, vagy P = RE. Egy L nyelv rendelkezik P tulajdonsaggal, ha L € P.

e Tétel: Eldonthetetlen, hogy egy M Turing-gép tres/véges[reguldris/kornyezetfiggetlen nyelvet ismer-
e fel.

Problémak egymasra val6 visszavezethetdsége

Legyen X és A két abécé és f egy X*-bol A*-ba képezs fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f kiszadmithato, ha
van olyan M Turing-gép, hogy M-et w € ¥ *sz6val a bemenetén inditva, M tgy all meg, hogy a szalagjan
f(w) 576 lesz.

Legyen L1 € Y*és Lo € A* két nyelv. Azt mondjuk, hogy L visszavezethet§ Lo-re, ha van olyan
f: X* — A* fiiggvény, hogy minden w € ¥* széra, ha w € Ly « f(w) € Lo.

Tétel: Legyen Ly, Lo két eldontésprobléma és L, legyen visszavezethetd Lo-re. Ekkor
e Ha L, eldonthetetlen, akkor Lo is az.

e Ha L, ¢ RE, akkor Ly ¢ RE is igaz.



Cserép Máté
Text box
Egy L nyelv rekurzívan felsorolható, ha létezik olyan M Turing-gép, amelyre L=L(M). Ha M minden bemenetre megáll, akkor L rekurzív, azaz eldönthető.


Id6- és tarbonyolultsagi osztalyok

Legyen f(n): N — Nfiiggvény.

TIME(f(n)) = {L|L eldonthets O(f(n)) iddigényti Turing — géppel}

P =y, TIME(n*)

NTIME(f(n)) = {L|L eldontheté O(f(n)) iddigényt nemdeterminisztikus Turing — géppel }
NP =J,o; NTIME(n")

Tipikus P-beli probléma az ugynevezett elérhetdség probléma, melynek bemenete egy G graf, illetve két
kitiintetett pontja. Valaszként megmondja van e Ut a két pont kozott.

Az NP-beli problémak kozos tulajdonsaga, hogy egy probléma egy példanyénak ellendrzése polinom
id6ben elvégezhets. Ennek megfelelGen a nemdeterminisztikus Turing-gép altaldban ,megsejt” egy megoldést
és leellenérzi azt.

A definiciokbol kovetkezik, hogy P C N P. Sejtés, hogy a tartalmazés valodi.

Polinomialis idejili visszavezetések

Legyen X és A két dbécé és f egy X*-bol A*-ba képezd fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f polinom idében
kiszamithat6, ha van olyan polinom iddigényd M Turing-gép, hogy M-et w € X*szdéval a bemenetén
inditva, M ugy &ll meg, hogy a szalagjan f(w) szo lesz.

Legyen Ly € Y*és Ly € A* két nyelv. Azt mondjuk, hogy Li polinom iddben visszavezethet§ Lo-re,
ha van olyan f : ¥* — A* polinom id&ben kiszamithat6 fliggvény, hogy minden w € ¥* széra, ha
we L]« f(LU) € Lo.

Tétel: Legyen Li, Ly két eldontésprobléma és Ly <, Ly . Ekkor, ha Lo

e P-beli, akkor Liis.

e N P-beli, akkor L; is.

Egy probléma N P-teljes, ha N P-beli és minden mas N P-beli probléma polinom idében visszavezetheté
ra.

| Tétel: Ha L N P-teljes és L € P, akkor P = NP. \

’Tétel: Legyen Ly N P-teljes és Ly NP-beli. Ekkor, ha Ly <, Lo, akkor Ly is N P-teljes. \

N P-teljes problémak

SAT={(0) |0 kielégithets, konjunktiv normalformaban adott formula}
Legyen k > 1. kSAT={(Q) |® €SAT és minden tagjaban k literal talalhat6}

[ Teétel: SAT és 3SAT N P-teljes. |

’Teljes részgraf: (G,k) parok, melyekre G grafban van k csticsu teljes részgraf. ‘

Filiggetlen cstucshalmaz: (G,k) parok, melyekre G grafban van k darab cstcs melyek kozott sehol nem
vezet él.

Csucselfedés: (G k) parok, melyekre G grafban van olyan k elemt csiucshalmaz, mely a G-beli élek koziil
mindegyiknek legalabb egyik végpontjat tartalmazza.

Tétel: Az el6z6 harom probléma N P-teljes.




