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Folyamatok specifikacidja:

A specifikacios feltételek a programra fogalmaznak meg kikotéseket. Fontos kiilonbséget tenni a
specifikacios feltételek és a programtulajdonsagok kozott: mig az elobbiek a program elkésziilte

elott adottak — ezek alapjan fogalmazzuk meg a feladatot — addig utébbi a mar elkésziilt program
tulajdonsagait jelenti.

Hétféle specifikacios feltételt fogalmazunk meg. Az azonos feltételtipushoz tartozé feltételeket egy
relacidban gytjtjiik ssze, igy 7 specifikacios relaciot tudunk leirni.
Legyen P, Q, R, U : A — L logikai fliggvény.
>, = G S @A) x AA) relaciok és FP, INIT, inv, TERM € AA) halmazok (vagyis unaris
relaciok).
A relaciokhoz infix jelolések is tartoznak.
Jelolések:

« PP Q:=(TP1,TQT) e [> (P stabil, feltéve, hogy nem Q)

e P Q:=(TP1, Q7)€ — (P biztositja Q-t)

« PG Q:=(P,rQN) e G (P-bél elkeriilhetetlen Q)

+ QG FP::=TQ1e TERM (Q-bdl a program biztosan fixpontba jut)

* FP=>R :=TIR1eFP (R teljesiil fixpontban)

* inv P::=TP1e€ inv (P invarians)

* QeINIT ::=TQTeINIT (Q igaz kezdetben)
A specifikacios relaciokat 4 csoportra osztjuk aszerint, hogy milyen jellegi feltételt fogalmazunk
meg a segitségiikkel. Alabb lathatok ezek a csoportok

* APD Qésazinv P feltételeket biztonsdgossdgi feltételeknek nevezziik.

e P[> Q: Haa program egy allapotara teljesiil a P A —Q feltétel, akkor a P > Q azt jelenti,
hogy a program vagy sose mozdul el innen, vagy ebbdl az allapotbol kdzvetleniil Q-ba
1ép.

* inv P két dolgot jelent:

* A program kezdeti értékadéasakor P igazza valik.

* P stabil (<=>P [> Hamis), azaz P-bdl a program minden elemi Iépése utan P igaz
marad.

« P Qé PG Qhaladdsi feltételek.
* P — Q két dolgot jelent:
* PP Qteljesil

* A programnak van egy olyan utasitasa, amely minden olyan allapottérbeli pontbol,
ahol P igaz, Q-ba visz.

« PG Q: Aprogram P-bol el6bb-utobb Q-ba jut. Q & FP azt jelenti, hogy a program Q-
bol elébb-utobb biztosan fixpontba jut.
* Az FP=> R fixpont feltétel azt jelenti, hogy R-nek teljesiilnie kell, amikor a program
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fixpontba jut.

* Q€ INIT kezdeti feltétel. Elegendd, ha ezen feltételnek megfeleld allapotokbol kiindulva
megfelelden miikodik a program.

Megjegyzés: P stabilitasi feltétel, ha P > Hamis (1d. feljebb). P konstans feltétel, ha P és =P is
stabilitasi feltétel.

>, 2, C», FP, INIT, inv, TERM relaciok a specifikacios relaciok, elemei a specifikacios feltételek.
A, =, G, inv, TERM relaciok elemei az dtmenetfeltételek, az INIT, FP relaciok elemei pedig a
peremfeltételek. Az INIT relacio6 a kérnyezeti eléirasok csoportjaba tartozik.

Az absztrakt program tulajdonsagai:
A leggyengébb elofeltétel és altalanositasa
Def.: Leggyengébb eléfeltétel, legszigorubb utofeltétel

Legyen s egy utasitas, Q,R: A — L logikai fgv-ek.Az If(s,R) : A — L logikai fgv. az R utofeltétel s
utasitasra vonatkozé leggyengébb eldfeltétele, ahol:

o TIf(s,R)1::={ae Dy | p(s)(a) € TRT}
Az sp(s,Q) : A— Llogikai fliggvény a Q eldfeltétel legszigorubb utofeltétele az s-re nézve, ahol:

* Tsp(s,Q)1:=p(s)(TQT)
Leggyengébb eléfeltétel alaptulajdonsagai:
1) 1f(s, Hamis) = Hamis (csoda kizarasanak elve)
2) Ha Dy = Mgaz]l, akkor 1f(s,Igaz) = Igaz
3) Tf(s,R)T=TR o p(s)]
4) Ha P =>Q, akkor If(s,P) => 1f(5,Q) (monotonitas)
5) 1f(s,Q) v If(s,R) => If(s, Q VR)
6) If(s,Q) A lf(s,R) = If(s,Q AR)

Def.: Leggyengébb eléfeltétel altalanositasa
If(S,R) ::= Vs € S: If(s,R), ahol S eg}}\ggf;%g%,s »S € S” jelentése pedig, hogy s a S egy utasitasa.
Altalanositott leggyengébb eléfeltétel alaptulajdonsagai:

1) If(S, Hamis) = Hamis

2) If(s, Igaz) =1gaz "nagy S"

3) HaP=>Q, akkor If(S,P) => If(S,Q)

4) :(S,Q) v If(S,R) =>If(S, Q VR)

5) If(S,Q) Af(S,R) =1f(S,Q AR)

Invariansok és elérhet6 allapotok

Jelolés: invs(TQT): Azon logikai fliggvények igazsdghalmaza, amelyek az S programra nézve
invariansok, ha S egy ['Q1-beli allapotbdl indul. [P1 € invs(T Q1) - roviden irjuk igy is: P € invs(Q).

Def.: Legszigorubb invariins
INVs(Q): azon P logikai fliggvények konjunkcioja, amelyekre P € invg(Q).
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Def.: Invarians tulajdonsag

* invs: AHA) - AAA)). invs(TQT) & AA).

e invg(TQT) ::={TP1| P =>1f(s0,P) és P=>1f(s,P)} "nagy S"
Megjegyzés: A definicio szerint VS,Q: Igaz € invs(Q).

Lemma:
Invariansok konjunkcidja zart az ,,A” miiveletre nézve.

Az elébbi lemma kovetkezménye: Az invs(Q) halmaznak egyértelmiien 1étezik legkisebb eleme ¢€s
az éppen INVs(Q). Ezt nevezziik a legszigorubb invariansnak.

Def.: Mindig igaz tulajdonsag
e trues: HA) — APAA)). trues(fQT) € HA).
o trues(fQ1) ::= {TPT] INVs(Q)=> P}
Megjegyzés: VS,Q: Igaz € trues(Q).

Attol, hogy egy egy tulajdonsadg mindig igaz, még nem biztos, hogy invarians. Ezt konnyl
szemléltetni Horvath Zoltan tanar ur példajaval:

(®

Adott a fent lathato tabla €s egy huszar, amelyik a korrel jelolt mezébdl indul és ,,L”” alakban 1€phet
(tehat ugy, mint a sakkban, 161épésben) és nem Iéphet le a tablardol. Konnyen latszik, hogy a huszar
nem léphet olyan mezdre, amely nem ,,x”-szel jelolt. Azonban mégsem igaz, hogy invarians
tulajdonsag lenne az, hogy a huszar mindig ezeken a jel6lt mezdkén marad — ugyanis a bal felsd
sarokban levd (jelolt) mezordl 1éphet jeldletlen mezdre is. Mivel a program a korrel jelolt mezoérol
inditja a huszart, ezért normalis miikodés soran ez a hianyossag nem tapasztalhato. Csakis akkor, ha
valami miatt a huszar a bal fels6 sarokban levé mezdre kertil (példaul egy konkurens program
odalépteti).

Levonhat6 a kdvetkeztetés: az invaridns €s a mindig igaz tulajdonsag kozott a kiilonbség a nem
elérhet6 allapotoknal jelentkezik: egy mindig igaz allitas csak azt biztositja, hogy az az elérhetd
allapotokban igaz lesz. Az invaridns viszont mar az allapottérben 1€vd, de a program normalis
miikddése soran nem elérhetd allapotokban is. Azért fontos kiilonbség ez, mert két program
(komponens) parhuzamos futtatasa eredményezheti azt, hogy valamely (vagy akéar mindkét)
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program szamara elérhetdvé valnak eddig nem elérhetd allapotok. Tehat parhuzamos futtatas esetén
csak a komponensek invarians tulajdonsagaira timaszkodhatunk.

Lemma: Az invarians mindig igaz.
Formalisan: invs(Q) € trues(Q)

Lemma: Mindig igaz allitasok konjunkcioja mindig igaz.
Formalisan: Ha 1 € trues(Q) és J € trues(Q), akkor I A J € trues(Q).
Kovetkezmény: Mindig igaz €s invarians konjunkcidja mindig igaz.
Formalisan: Ha I € invs(Q) és J € trues(Q), akkor I A J € trues(Q).

Kovetkezmény: A trues(Q) halmaznak egyértelmiien 1étezik legkisebb eleme és ez éppen az
INVs(Q).

Tétel: INVs(Q) igazsdghalmaza éppen a [ Q1-bdl elérhetd allapotok halmaza.
Lemma: Ha I € invs(Q), J € trues(Q) és I A J =>1(S,J), akkor I A J € invs(Q).

Biztonsagossagi tulajdonsagok
Def.: Stabil feltéve, hogy — tulajdonsag
© DsEAA) < AA)
© D= A{(TPLIQNI(P A—Q) =>If(S, (P V Q))}
Jelolés: P >s Q ::= (TP1,FQ1) e >y
Megjegyzés: P tulajdonsag S programban stabil, ha P >s Hamis.

Lemma (gyakorlaton: stabillal kiegészités tétele) - stabillal metszésnek is nevezik
Ha P >5 Q és K [>s Hamis, akkor PAK >s Q AK.
Bizonyitds:
Kifejtjiik a két [>s-et:
» P [>sQmiatt (PA—Q)=>If(S, (PV Q))
» K [>s Hamis miatt (K A Igaz) => If(S, (K vV Hamis)) (a ,,Hamis” elhagyhaté a jobb oldalrdl,
az ,,lgaz” pedig a bal oldalrdl)
PA—QAK=>If(S,(PVQ)) A If(S,K) =

A fenti alakbra alkalmazhatjuk az altaldnositott 1f ,,A” miiveletre vonatkozé alaptulajdonsagat, igy
kapjuk azt az alakot, hogy:
=1f(S,(PVv Q) AK) =If(S, (PAK) V(QAK))

crer

Lemma: Minden invaridns stabil tulajdonsag.
Formalisan: Ha 3Q: K € invs(Q), akkor K >s Hamis.
Tétel: (>s és az invariansok szigorithatosaga)
Ha (PAJT) D>s(QAJ),J einvs(Q) és K € invs(Q), akkor:
* JAKeinvg(Q)
Biz.: invs zart az ,,A” muveletre nézve
* (PAIJAK)Ps(QATAK)
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Biz.: J, K € invs(Q) miatt J, K stabils, tehat alkalmazhat6 a stabillal valé metszés tétele,
amivel megkapjuk a kivant allitast.
Tétel: (> és a legszigortibb invarians)
Ha (P AJ) D>s (R AJ) és T € invs(Q), akkor:
* PAINVs(Q)D>sRAINVs(Q)

Biz.: INVs(Q) € invs(Q), tehat alkalmazhato az el6z6 tétel. Azonban INVs(Q) definiciojabol
kovetkezik, hogy INVs(Q) A J =INV(Q).

Haladasi tulajdonsagok
Def.: Biztositja tulajdonsag
* sEHA) X HA)
o —su={(TPLIQMNIP,Q € D>s A Is € S:(P A —Q => If(s,Q))}
Jelolés: P —s Q ::=(TP1LIQT) € —5
Lemma (stabillal kiegészités tétele —s-re)
Ha P —5Q és K [>s Hamis, akkor PAK —s Q AK.
Bizonyitds:
* Az — definicid >s-re vonatkozo része kovetkezik a I>s-re vonatkozo stab. kieg. tételbol.
Be kell latni: 3s € S: PAK A ~(Q A K) => 1f(5,Q A K)

*  Tudjuk: ds € S: P A —~Q => If(5,Q). Legyen ,,s” egy ilyen utasitas. K => 1f(s',K) az 6sszes s'
€ S-re (ugyanis K stabils), tehat a kivalasztott ,,s”-re is.

* Alkalmazva a két ,,s”-re vonatkozo allitasra az ,,A” miveletet: P A —Q A K =>If(5,Q) A
1f(s,K). Ebbdl az alakbol pedig az If ,,A” miiveletre vonatkozé alaptulajdonsaga miatt
kapjuk, hogy:

o If(s,Q) A 1f(s,K) = If(5,Q A K)
Tétel: (—s és az invariansok szigorithatosaga)
Ha(PAJ) —s(QAJ),J einvs(Q) és K € invs(Q), akkor:
* JAKeinvg(Q)
* (PAJAK)—>s(QAJTAK)
Biz.: Mivel rendelkezésre all az — esetén is stab. kieg. tétel, ezért lehet ezt a tételt is
ugyanolyan modon bizonyitani, mint a [>s hasonlo tételét.
Tétel: (—s és a legszigorubb invarians)
Ha (PAJ) —s (RAJ)és T einvs(Q), akkor:
* PAINVs(Q) —sRAINVg(Q)
Biz.: A D>s-re vonatkozd tételhez hasonloan.

Def.: Elkeriilhetetlen tulajdonsag
© GsERA) < AN
« G az — tranzitiv diszjunktiv lezartja, vagyis:
e —gC C05
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o Tranzitivitds: (TP1,FQ1) € Gy és (TQ1,IRT) e G, akkor (TPT,IRT) e G,
*  Diszjunkcio: Ha barmely W megszamlalhaté halmazra:
Vm: (me W :: (TP(m)1,7Q1) € Gy, akkor (M Im: m € W :: P(m) 1),/ Q1) € G
Jelolés: P G Q= (TP1,rQ1) e Gy
Tehat P G Q pontosan akkor igaz, ha az ezekkel a szabalyokkal levezethetd.

Lemma: (=> és Gy)

Ha [P1E IQ1, akkor (P,Q) € G tetszbleges S programra.

Biz.: (P,P) € —s, igy (P,Q) € —s. Ebbél a G els6 képzési szabalyanak alkalmazasaval kapjuk az
allitast.

Lemma (stabillal kiegészités tétele G s-re)

Ha P G Q és K >g Hamis, akkor PAK Gg Q AK.

Biz.: --viszonylag hosszu, szerintem nem kérik, a HZ-féle jegyzet 56. oldalan van--

Tétel: Az eldbbi tétel altalanositasa (PSP tétel relacios alakja) A bizonyitas strukturalis indukcioval tortenik.
HaP G3Qés R[>sB, akkor PAR Gg (QAK) VB.

Tétel: (G és az invariansok szigorithatosaga)

Ha (PAJ) Gs(QAJ), T €invs(Q) és K € invs(Q), akkor:
* JAKeinvg(Q)
« (PATAK) G5 (QATAK)

Biz.: Mivel rendelkezésre all az G esetén is stab. kieg. tétel, ezért lehet ezt a tételt is
ugyanolyan modon bizonyitani, mint a [> hasonlé tételét.

Tétel: (G és a legszigorubb invarians)
Ha (P AJ) Gs (R AT) és T € invg(Q), akkor:

« PAINVg(Q) GsRAINVY(Q)
Biz.: A >s-re vonatkoz6 tételhez hasonldan.

Lemma: (G — jobb oldal gyengitése)
HaP G Qés Q=>R, akkor P G R.

Biz.: Q => R, azaz Q1 € IR7, tehat alkalmazhatjuk a => és a G kapcsolatara vonatkozd lemmat,

amivel kapjuk, hogy Q G R. Ezutan mar alkalmazhatjuk a G tranzitivitasi szabalyat, amivel
kapjuk az allitast.

Def.: (Elkeriilhetetlen feltétleniil partatlan iitemezés mellett)

(P,Q) € V' akkor és csak akkor, ha Va € P az S altal az a-hoz rendelt fakban barmelyik, a
feltétleniil partatlan iitemezésnek megfeleld végrehajtasi Giton véges (esetleg nem korlatos)
tavolsagban van olyan pont, amelynek cimkéje eleme Q halmaznak.7

Megjegyzés: HZ jegyzetében ez a ,, hullamos nyil” jel kicsit mdshogy néz ki — én most hirtelen ezt talaltam,
ami hasonlit.

Tétel: (G helyessége és teljessége) G s = .
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Biz.: --viszonylag hosszu, szerintem nem kérik, a HZ-féle jegyzet 57. oldalan van--

Kovetkezmény: Egy S program akkor és csak akkor rendelkezik a = tulajdonsaggal, ha
rendelkezik a G tulajdonsaggal is — amely levezethet a program U —s V alakii tulajdonsagaibol.

Fixpont tulajdonsagok

parhuzamos
A konkrét program az absztrakt program végrehajtasanak prefixe. Egy absztrakt program sohasem

terminal olyan értelemben, hogy nem hajt végre tobb elemi miiveletet. Azonban egy izolalt
absztrakt programot terminaltnak tekinthetiink, ha elérte egy fixpontjat. Ez azt jelenti, hogy tovabbi
miiveletek hatasara nem torténhet allapotvaltozas.

Az S programrol azt mondjuk, hogy fixpontba jutott az A altér felett, ha az A altérhez tartoz6
valtozokra vonatkozé egyszerii értékadasok mindegyikére teljesiil, hogy az érté¢kadas hatasrelacioja
fiiggetlen az altérhez nem tartozo allapottérkomponensektdl és

* az értékadas determinisztikus és a jobb oldalan all6 fiiggvénykompoziciok értéke azonos a
baloldalon all6 valtozok értékével (tehat egyik valtozo értéke sem valtozik), vagy

» afeltételes értékadas feltétele hamis, vagy

* az értékadas nemdeterminisztikus és az altér azon részhalmaza felett, amely részhalmazban
az értékadas determinisztikus és a feltétele igaz, ott a jobb oldalon 4ll6
fiiggvénykompozicidk értéke azonos a baloldalon all6 valtozok értékével.

Legyen S=(s0,{si,...,Sa} ), ahol Vs; € S egy (szimultdn, nemdeterminisztikus) feltételes értékadas,
sji: || (vi :€ Fii(vi,...,Vn), ha m;).
ie[1,n]
Jeloljiik mjg-vel azt a logikai fiiggvényt, melynek igazsaghalmazara lesziikitve az Fj; relacio
determinisztikus, azaz: m;a(a) <=> (|F;(a)|=1).
Def.: (Fixpontok halmaza)
ﬁXpOl’lts = ( A (_‘T[ji \Y, (TEj,id ANvi= Fji(V1,...,Vn)))).
jel,ie[l..n]

Jelolés: ¢s
Ha az értékadasok mindegyike determinisztikus, akkor a program fixpontjait jellemz6 logikai
fiiggvényt a kovetkezoképpen lehet megkapni:

* aszimultan értékadasokat atalakitjuk egyenldséggé

* ezen ¢értekadasok feltételeit implikaciova alakitjuk, konjunkciot tesziink a feltételek kozé és
a kialakitott egyenldség elé tessziik.

Példa: S=(SKIP,{k :=k+1, hak <N})
fixponts = (k <N — k=k+1) = (k>=N)

Def.: (Fixpont tulajdonsag)
FPs ::= {TR 1] fixponts => R}.

Lemma: (Fixpont tulajdonsag gyengitése)
Ha R => Q és R € FPs, akkor Q € FPs.
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Tétel: (A fixpontfeltétel finomitasa)
Ha S megfelel az inv,P, FP, => R specifikacios feltételnek és P A R => Q, akkor S megfelel a
FP,=> Q specifikécios feltételnek is.

Biz.: Nem irom le, mert a zarovizsga tételben maga ez a tétel nincs is benne. Viszont azért mondtam
itt ki, mert majd sziikség lesz ra késobbi bizonyitashoz. A bizonyitds megtaldlhato a jegyzet 74.
oldalan.

Terminalasi tulajdonsagok
Def.: (Biztosan fixpontba jut — tulajdonsag)
TERMS ::== {TQ1| Q G fixponts}

Megjegyzés: A program biztosan fixpontba jut, ha egy alkalmasan megvalasztott fiiggvény, az un.
variansfiiggvény értéke barmely allapot elérése utan a jovében elkeriilhetetlentil csokken.

Nevezetes feladatok megoldasa parhuzamos és elosztott programokkal

Asszociativ miivelet eredményének kiszamitasa

Legyen H egy tetszdleges halmaz. o : H x H — H tetsz6leges kétoperandusu miivelet, amelyrol
még azt tudjuk, hogy asszociativ.

Definialjuk f: H* — H fiiggvényt. Jelentse f'a ,,0” miivelet egyszeri, vagy ismételt alkalmazasat.
Tehat &, o h; ekvivalens azzal, hogy f(<<h,,h,>>). f-et kiterjesztjiik az egyelemii sorozatokra is:
A<<h>>)=h.

Adott a € H*: a véges, nem lires H-beli elemek sorozata. Tegyiik fel, hogy a sorozat egyes elemei
kozvetleniil elérhetdek: a = <<aj,...,a,>> (n>=1). Legyen G.: [1..n] — H egy fliggvény, ahol G.(i) =
f<<ay,...,a>>) (i € [1..n]). A feladat, hogy szamitsuk ki G, értékét minden i € [1..n]-re.

A feladat specifikacidja

Reprezentaljuk az a sorozatot egy vektorral, a G, fliggvényt pedig transzformaljuk egy vektorba.
Jeloljiik ezeket a-val és g-vel. Ertelemszertien ezen vektorok értékei H-beli értékek. Elsé 1épésben a
kovetkezd kikotéseket tessziik: fixpontban a g vektor i-edig eleme legyen G.(i), illetve a program
biztosan elérje fixpontjat.

A=G*xG G=vektor([1..n],H), n>=1
g a
B=G

!

a
(a=a") € INIT;
Igaz G FP,
FP,=>(a=a' AVie[l..n]:g() = f(<<a,...,a>>))

Megallapithatjuk, hogy a G, fliggvény i helyen felvett értékének meghatarozasat megkonnyiti, ha
ismerjik f értékét barmely [u..v] € [/..i] intervallum elemeivel indexelt <<a,,...,a,>> részsorozatra.
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Megfigyelhetd az is, hogy hogy egy részsorozatra kapott eredményt barmely, a részsorozatot
tartalmaz6 részsorozatra vonatkozo eredmény meghatdrozasanal hasznosithatjuk.
Ezen gondolatmenet alapjan bovitsiik a feladat allapotterét és finomitsuk a specifikaciot. Vezessiik
be & fliggvényt: h(a,i k) jelentse f értékét a azon részsorozatara, amelynek utolso eleme a; €s hossza
vagy éppen 2, vagy, ha i<2*, akkor elsd eleme a;. Ezt a fliggvényt (is) valtozoba kell transzformalni
— ez a valtozo lesz a gs kétdimenzids vektor. A gs, k, t valtozok és a h fliggvény kapcsolatat
invarians allitassal irjuk le a finomitott specifikacioban.

1 2 3 4 s 6 8 2 44 i
....... 'I 0
1
hd 2
3
k

A fenti (Horvath Zoltan tanar ur jegyzetébdl kivagott) dbra abrdzolja a gs matrix elemei kozti
kapcsolatot.

A finomitott specifikacio:
A=GxGxGSxKxT
g a gs k t
G =vektor([1..n], H)
GS = vektor([1..n, 0..Nog(n) 1], H)
K =vektor([1..n], N)
T =vektor([1..n], M), n>=1

A K vektor a 2* fiiggvény valtozoba transzformalasa (tehat K(i) = 2). A T vektor pedig azt mutatja,
hogy a gs matrix hanyadik soraig van kitdltve.
A h parcidlis fliggvény pontos definicidja:

h:Gx[l.n]xN— H

h(a,ik) =
o fi<<ay,....a>>), hai—2"+1<=1
o A<<airs1)e @), hai-2+1>=1.

Vilasszuk a v : 4 — 9\ variansfiiggvényt a kdvetkezOképpen:

v=4%p*p._ z (k(i) + X(k(i) = Mog(i) 1 A g(i) = gs(i,k(i)))),

i=1
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ahol X: L — {0,1}. X(igaz) = 1, X(hamis) = 0. v azt adja meg, hogy a gs matrix egyes oszlopaiban
Osszesen hany olyan elem van, amely nem azonos a / fliiggvény megfeleld helyen felvett értékével,
illetve, hogy a g vektor értéke hany helyen kiilonbozik a G, fiiggvény értékétol.

Lemma: (Asszociativ miivelet — a feladat finomitasa)
Az alabbi specifikaci6 finomitdsa az eredetinek:

(a=a'") € INIT; (8.4)
Igaz G Fp, (8.5)
FP,=>VYie[l.n]: (k(i)="Tlog(i)1 A (g(i) = gs(i, log(i) 1)) (8.6)
inve(Yi e [1..n] : k(i) <=Tlog(i)1 A Vk : k<= k(i) : gs(i,k) = h(a,i,k)) (8.7)
invy(Vi € [1..n] : t(i) = 20) (8.8)
invy(a=a') (8.9)

Biz.:

Fixpontban (8.6) szerint k(i) <= log(i) 1 és g(i) = gs(i, log(i) 1), tehat (8.7) alapjan
h(a,i,llog(i)1) = fl<<ai,...,a:>>), igy a (8.9) invarians tulajdonsag és a Fixpontfinomitds tétele
alkalmazasaval igazolni tudjuk, hogy a (8.6), (8.7), (8.9) feltételek egyiittesen finomitjak a (8.3)
feltételt.

A (8.8) feltétel trividlisan igaz, hiszen igy definialtuk a ¢ vektort.

Lemma: Ha (i — 2k >= 1), akkor f(<<h(a,i — 2k,k), h(a,i,k)>>) = h(a,i,k + 1).
Biz..
TUde.k, hOgy i— 2k >= 1, tehat h(a,i,k) =j(<<a(,~_2Ak+1),...,ai>>).

e Ha(i—2%-2+1>=1, akkor h(a,i — 2*,k) = A<<ai2w2%1)-...ai20>>). Ekkor, mivel f
asszociativ, ezért f{<<h(a,i — 2"k, h(a,i,k)>>) =
=f(<<a(i_2Ak.2Ak+1),...,a(i_zAk),a(i_zAkH),...,ai>>) = h(a,i,k+1).

e Ha(i—2%-2+1<1,akkor h(a,i-2",k) = f<<a,...,ac2>>). Mivel f asszociativ, ezért
f(<<h(aai_zkak)ah(aaiak)>>) :f(<<a1>-“:a(l'zAk)’a(i-zAkﬂ)a---aai>>) = h(aaiak + 1)

A megoldas

Tétel: (Asszociativ miivelet kiszamitasanak tétele I.)
Az alabbi program megfelel a (8.4) — (8.9) specifikéacionak, azaz megoldja az asszociativ miivelet
kiszamitasanak feladatat.

sO: [0 gs(i,0),u(i),k(i) = f(<<a>>),1,0
i=[1..n]

S:{ O gs(i,k(@)+ 1),t(1),k(1) :=
i=[1..n]
o f(<<gs(i,k(1)), gs(i-t(1),k(i)>>),2*t(i),k(i) + 1,
ha (i-2*t(i) + 1 >=1) A
A (k(i-t(1)) >= k(1))
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+ f(<<gs(ik(1)), gs(i-t(i),k(i-t(1)))>>), 2*t(i).k(i) + 1,
ha (i-t()) >= 1) A (1-2*t(1)) + 1 < 1) A
A k(i-t(1)) = lNog(i-1(i))
[ g(1) := gs(i,k(1)), ha (k(i) = Tog(i)T)
i=[1..n]

}
Biz.: Elég hosszu, nem hiszem, hogy kérnék, a jegyzet 101. oldalan kezdddik.

Adatcsatorna tétele
Bevezetés — Csatornavaltozok hasznalata

A péarhuzamos ¢és elosztott rendszereket folyamathaldzatok formajaban irjuk le. A folyamatok
tizenetek segitségével kommunikalnak egymassal. Ezeket az lizeneteket egyiranyu csatornakon
keresztiil juttatja el a felad6 a cimzett(ek)nek. Az lizenetkiildés aszinkron, a felado altalaban rogton
folytatja a tevékenységét az lizenet csatornara vald elhelyezése utdn — az lizenet megérkeztét a
felado tehat nem varja meg.

A csatorndk sor tipusu valtozoként viselkednek, atmenetileg képesek tarolni az elkiildott, de még
nem fogadott lizeneteket. Minden csatorndhoz két sor tipusu valtozo6 tartozik: az egyik a csatornan
varakozo ilizeneteket tartalmazza (a csatorna aktudlis allapota), a mésik a csatorna torténete.

A csatorna torténete minden olyan iizenetet tartalmaz (beérkezési sorrendben), amelyik valaha
rakeriilt a csatornara. A torténetvaltozot egy feliilvonassal kiilonboztetjiik meg a csatorna allapotat
jelzé valtozotol (mivel én ilyet nem tudok, ezért x.h-val jelolom egy x csatorna torténetét). A
gyakorlatban a torténetvaltozo taroldsa nehezen, vagy egyaltalan nem megoldhato, ugyanis a
torténetvaltozdo mérete idével minden korlatot meghaladhat. Csatornavaltozokat ezért csak a
specifikacioban hasznalhatunk, a konkrét programban nem.

Pl P2

V4

A fenti abran (Horvath Zoltan tanar ar abraja) a PI ¢és P2 folyamatokat 6sszekotd x csatorna lathato.
A PI folyamat iizeneteket helyezhet el x-en, a P2 folyamat pedig ezeket az {izeneteket olvashatja ki
beldle.

Az alabbi miiveletek tartoznak a csatorna tipust valtozokhoz:
* lizenetkiildés (P1): x := hiext(x,e), vagy roviden: x := x;e
* Tizenet eltavolitasa (P2): x := lorem(x), ha x 1= <>
* csatorna inicializdldsa: x := <>
* lizenet olvasasa (P2): x.lov, ha x |= <>
* lekérdezés, hogy a csatorna iires-e: x = <>

* lekérdezés, hogy hany iizenet varakozik a csatornan: length(x), vagy [x|.
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Adatcsatorna tétele

Adottegy F'=f, o ... o f; fiiggvénykompozicid és egy D = <d,,...,dn> sorozat, az argumentumok. A
feladat az, hogy mindegyik d argumentumra meghatarozzuk F(d)-t, azaz f.(...(fo(d)...)-t. Ez a tétel
akkor alkalmazhat6 hatékonyan, ha az adott feladatban m >> n, azaz az argumentumok szdma
sokkal nagyobb, mint a fliggvénykomponensek szdma. Illetve feltessziik azt, hogy az egyes
fiiggvénykomponensek kiszamitdsdhoz sziikséges id6 1ényegében azonos.

A tételben alkalmazott mddszer alapotlete az, hogy az egyes fiiggvénykomponensek kiszamitasat
egy-egy kiilon processzorra bizzuk. El8szor az elsé processzor megkapja az els6 adatot (d;-et), majd
erre kiszamitja fo(d))-et. Ezt a kiszamitott eredményt adja tovabb az elsé a masodik processzornak,
amely kiszamitja fi(fo(d1))-et, kdzben pedig az elsd processzor megkapja dr-t és kiszdmolja fo(d>)-t.
n 1épés elteltével az n-edik processzor is elkezd dolgozni (fu(...(fi(fo(d)))...)-et szdmolja) - az
adatcsatorna ,,megtelik”. Ez azt jelenti, hogy innentdl kezdve minden 1épésben mindegyik
processzor dolgozik €s minden 1épésben megkapjuk a soron kovetkezd d-re F(d)-t (értelemszertien
mindig az n-edik processzortél kapjuk az j eredményt).

Ha a kommunikacios koltségeket figyelmen kiviil hagyjuk, arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy »
processzorral egy m adatbol 4ll6 argumentum-sorozatra n+m 1épésben eld tudjuk allitani a
végeredményt. Ugyanez 1 processzorral m*n 1épésbe telne (m darab adatra egyesével az 0sszes f-t
kellene meghatarozni egymads utan). Mivel n << m, ezért az (n+m)/(n*m) képletben a szamlalobeli
n-et elhagyhatjuk, majd m-mel egyszeriisitve megkapjuk, hogy »n processzorral kb. n-szer
gyorsabban végziink.

X4 X X

x 1 X 1+ )
1, % > £y % nﬁ f, 4n_+_|>

Adatcsatorna abrazolasa (Horvath Zoltan tanar ur abraja).
Az x, a £6 programszalbol, az x,., a {6 programszalba vezetd csatorna.

A formalis specifikacio soran el0szor csak annyit fogalmazunk meg, hogy egy F Osszetett fliggvény
értékét kell elemenként meghatarozni a D sorozatra. A D sorozat elemei az x, csatornan vannak
kezdetben, 0j adat nem érkezik futds kozben ¢€s fixpontban az eredmény, az F(D) sorozat az x,:;
sorozat torténetében talalhatok meg. Azért csak a torténetre kotjiik meg ezt, mert nem feltétleniil
szeretnénk, hogy a fOprogram megvarja az 6sszes eredmény kiszamitasat — Iényegesenen
hatékonyabb, ha minden kiszamitott eredményt rogton atadunk a foprogramnak. Igy csak azt kotjiik
ki, hogy a futas soran az eredmény minden tagja eléfordult mar az x,:; sorozatban.

A = Ch(a) x Ch(a) * Ch(a) * Ch(a)

Xo Xo.h Xn+1 Xn+1.h
B = Ch(a) x Ch(a) x Ch(a) x Ch(a)
x,o x’().]’l X'n+1 X’n+1.h

Q So= (XO = .X'o.h = )C’o = )C’o.h = DA Xn+1 — xnﬂ.h = X’nﬂ = x'nﬂ.h: <>)

Q € INIT,, (h ::= x'ox"0.hx vi1x wi1.h) (8.24)
FPy=> xu.h = F(x'0.h) = F(D) (8.25)
O € TERM, (8.26)

(x0.h = x'9.h = D) € inv, a teljes rendszerre (8.27)
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A 8.24 kikotés szerint az x, €s torténete kezdetben tartalmazza a D sorozatot. A 8.27 kikotés szerint
az xo sorozat torténete nem is valtozhat, tehat (ijabb elem nem keriilhet x, csatorndra. 8.24 szerint az
Xnr1 csatorna kezdetben lires. Fixpontban a 8.25 kikotés alapjan megkdveteljiik, hogy x,. torténete
F(D) legyen. A 8.26 kikotés azt mondja ki, hogy a programnak mindenképpen terminalnia kell.
A megoldas eldallitasahoz bovitjiik az allapotteret (a fentebb lathatd adatcsatorna-abrat alapul véve)
az X,...,X, csatornavaltozokkal és torténetvaltozoikkal. A specifikaciot finomitjuk a
Fixpontfinomitas tétele alapjan (8.28,8.29), illetve variansfiiggvényt vezetiink be (8.29).

FPy,=>Vie[0.n] :x;=<> (8.28)
Vi e [0..n] : (fi(xi.h-xi) = Xiz1.h) € invy, (8.29)
variansfiggvény: (|Xol,...,|xa|) (8.30)

A 8.30 pontban bevezetett variansfiiggvényt a kovetkezOképpen kell értelmezni: az egyes csatorndk
elemeszamabol 4llo rendezett n-es elemeit helyiértékekkel sulyozzuk, igy egy n+1 alapu
szamrendszerbeli szamot kapunk.

A fixpontfinomitas tétele alapjan belatjuk, hogy az 0j specifikéacio finomitasa az eredetinek.
Megmutatjuk, hogy: (8.28) A (8.29) A (8.27) => (8.25).

Jeldlje /' az els6 i+1 fiiggvénykomponens kompozicidjat: £ ::=f o ... o fy. Teljes indukcioval
belathatd, hogy (8.28) A (8.29) A (8.27) => (xin1.h) = fi(D). Nyilvanvalo, hogy ha ezt belattuk, akkor
abbol n-re is kovetkezik az allitas.

Tétel: (Adatcsatorna tétel)
Az alabbi program megfelel a finomitott specifikacionak

S: (I 3= <>,
i=1
N
{ O xixin = lorem(x;),hiext(xin1 fi(xi.lov)), ha x 1= <> })
i=0

Elagazas (Fork)

Az elagazas egy olyan folyamat, melynek egy bemend ¢€s két kimend csatornaja van.

—— FORK

(H. Z. tanar tr 4braja)
A fenti dbran lathat6 elagazéstol a kovetkezd 3 feltétel teljesiilését koveteljiik meg:

* adat ne vesszen el, azaz minden, ami rakeriil a bemenetre, az keriiljon feldolgozasra,
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* akimend csatornakon csak olyan adat jelenjen meg, amelyik a bemend csatornan érkezett,
azaz legyen a kiils6 zajoktol mentes,

* ha érkezik adat, akkor az elobb-utobb keriiljon feldolgozésra.
Vezessiink be egy fiiggvényt, mely segitségével konnyebben tudjuk majd specifikalni az elagazast:
split : Ch x Ch x Ch — L
A split fiiggvényt induktivan definialjuk:
split(<>,<>,<>) = igaz
split(a,b,c) — split(a;x,b;x,c) A split(a;x,b,c;x).
Legyen split a fenti két tulajdonsaggal rendelkezd fliggvények koziil a legkisebb igazsaghalmazu.

(Ez egy fontos kikotés, hiszen pl. az azonosan igaz fliggvény is rendelkezik ezen tulajdonsadgokkal.)

A=Ch *xCh xCh x Ch xChxCh
X y z x.h vh  zh

B=Ch xCh x Ch xCh xCh xCh
x' ' z' xh  y.h z'h

1) O=(x=y=z=xh=yh=zh=x'=y'=z'=x"h=y"h=z"h)
Q € INIT,

2) P = (split(x.h-x,y.h,z.h)) € inv,

3) Yke N: |k >=k Gy i + |z.h] >= k

Az invaridns megkdveteli, hogy ne vesszenek el adatok és zajmentes legyen a mitkddés. A haladasi
feltétel nem kovetel meg ,,partatlansagot” abban a tekintetben, hogy mindkét kimend csatornara
keriiljon adat.

A megolddprogram:
S : (SKIP,{x,z := lorem(x),hiext(z,x.lov), ha x |=<>[]
x,y = lorem(x),hiext(y,x.lov), ha x |=<>})
2.) (O => If(s0,P)) <=> (P => P). mett split(<>-<>,<><>) = split(<>,<>,<>) = igaz
Belatjuk, hogy P => If(S,P) = If(s1,P) A If(s»,P)
Csak If(s1,P)-t bizonyitjuk, /f(s,,P)-t ugyanigy kell kiszamolni.
P= lf(S],P) = (X!:<> — PY‘—hiext(y,X.loV),y.h“Y-h;x.lov,x‘-lorem(x)) A (X N P) —
= (x |= <> — split(x.h-lorem(x),y.h;x.lov,z.h)) A (x =<> — P)
Be kell latni, hogy:
x.h — lorem(x) = x.h-x;x.lov
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Az Osszefiiggés teljesiilését az alabbi abran jol lehet 1atni (Horvath Zoltan tanar ur abrgja):

| X |
! X | | x.lov
| - - |-
lorem(x) _
X—X
||

crcr

3.) A haladasi feltétel nincs bizonyitva a jegyzetben, szoval azt, gondolom, nem kérik.

Forras: A kidolgozas teljes egészében Horvath Zoltan tanér ar elektronikus jegyzete alapjan
késziilt: http://people.inf.elte.hu/hz/parh/jegyzet.ps

A természetes szamok generatora is része a tételnek. Lényege, hogy egy csatornara
folyamatosan, névekvé rendben el6allitjuk a természetes szdmokat.
Ld. a jegyzet 108. oldalan.
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